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P1. Escriba en su forma cartesiana los siguientes complejos:
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Solucién 1. Para el primero tenemos que:
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P2. Determine los valores de a,b € R tales que

1 n 2
a+1b  a—1ib

=14
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P3. a) Pruebe que Vn € N:
1+)"+(1-)"eR

b) Sea z € C tal que |z| > 1 A Im(z) > 0. Demuestre que

1

¢) Sea z1, 2o € C. Demuestre que
1) (z1Z2+Z122) €R
2) |21+ |22]? > 2122 + Z120
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1+iv3

P4. Encuentre las raices cuartas del complejo z =

1—4v3

Solucion 2. Buscamos las raices cuartas de

1+iv3
1—iv3

4 (27 /3)+2km Cw | km
Vet 1 = e (5+5) . Luego:

im/6

zZ1 =€ Z9 = €

Sabemos entonces que las soluciones son de la forma vV Re' =

i(mw/64m/2)

1+iv3
1—-iv3

Pasandolo a forma polar tenemos:

1+iv31+iV3
1—iv31+iV3
14+ 2+/3i + 342

- 042kT

con k € {0,1,2,3}. En nuestro caso quedan

23 = ei(ﬁ/6+7r) 24 = ei(ﬂ/6+37r/2)
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P5. Demuestre que las soluciones de la ecuacién z? + 2 + 1 = 0 son raices ctibicas de la unidad distintas de 1

Solucién 3. Notemos que si:
P?4r4+1=0 = 234+2°4+2=0

Igualando estas dos ecuaciones tenemos:
P Hr+l=4+24+2r = 2> =1
De donde concluimos que las soluciones son raices cubicas de la unidad. Supongamos que son 1, luego:
12+141=0 = 3=0

Lo que seria una contradiccion.
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P6. Sea w € C una raiz cubica de la unidad con w # 1. Pruebe que

(1+w)® 4+ (1 +w*)? + (1 +w)°® =62
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2
P7. Calcule cos <;) Hint: Utilice las raices quintas de la unidad de manera adecuada.

Solucién 4. Recordando que la suma de las raices quintas da 0, tenemos:
14 e2in/5 4 ghin/5 4 Gin/5 | in/5 _
Tomando parte real, concluimos que:

1+ cos(2m/5) + cos(4m/5) 4 cos(67/5) + cos(8n/5) = 0
1+ cos(27/5) + cos(4m/5) 4 cos(4m/5) + cos(2n/5) = 0
1+ 2cos(27/5) + 2cos(4w/5) = 0

Ocupando la identidad cos(2a) = 2 cos(a)? — 1 tenemos que:
4cos(2m/5)? + 2cos(21/5) — 1 =0

Resolviendo la cuadrdtica tenemos que:

—244/22-4-4-(-1) -2+20 —-1++5
cos(2m/5) = W = 3 = 1

Recordando que cos(2m/5) > 0, tenemos que cos(2m/5) = ’11\/5 ~0,3.
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P8. Sean wop,ws, ... ,w,—1 las raices n-ésimas de la unidad ordenadas de manera usual (es decir, segin argumento
de manera creciente).

a) Demuestre que:
Wow1 + Wiws + ... + Wp—oWp_1 + Wyp_1wy =0

b) Pruebe que Vk € {1,2,... ,n—1}:

¢) [Propuesto] Sea z € C fijo. Pruebe que:

i(z +w;)" =n(z"+1)
3=0

Solucién 5. Recordemos primero que para todo k:
wp =¢e'n

Tiene sentido entonces notar que wy = Wy, W1 = W41, W2 = Wpt2, etc.... Veamos ademds que:

wy, = % = ()R = (wy)*

a) Calculemos:

Wowy + WiwW2 + ... + Wp—2Wp—1 + Wp_1Wo = WoW1 +W1W2 + ...+ Wp_2Wn—1 + Wp_1Wx
n—1
= WEWEk41
k=0

n—1

= > (w)F(w)*H!

k=0

n—1
= w Y (w})”
k=0
Geométrica
(wi)" — 1
w?—1
(wf)? —1
w?—1
12-1
wi—1

= 0
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b) Similar a lo hecho en la parte a):

c¢) La idea de esta parte es
el Teorema del Binomio

recordar que el Teorema
nos da algo mds potente

n—1 n—1 ‘
D tw)t = Y (ztw])”
=0 =0
n—1 n n )
= X ()t
7=0 k=0
n n—1 n
% ek
k=0 5=0
n n n—1
— n—=k Jk
- (1) (X
k=0 7=0
n n—1 n n n—1
_ n n—k 0 Jk
= ((0>z —&-Z(k)z +(n>z> Zwl
k=1 7=0
n—1 ] n—1 n n—1 n—1
— n w{-o + ( (k>zn—k> Z(wj)k +1 Z(w'it)J
§j=0 k=1 j=0 J=0
————
Suma de 1’s =0 por b) Suma de 1’s
2"n+n

n(z"+1)

Geométrica
(wi)" —1
wh —1
(wi)* —1
wh —1
1" —1
wh —1

0

del Binomio funciona para elementos de C (de hecho
atin, una igualdad de polinomios):




