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P1. Demuestre que las rectas y = j:gx son las asintotas oblicuas de las hipérbolas Z—; — Zé—z = +1.
Solucion

En primer lugar, notemos que necesitamos tener la hipérbola como una funcién de x. Para obtener
la forma deseada, podemos despejar y de la ecuacién y pensar que y = y(x) y aplicar definicién
de asintota. Para simplificar un poco los cédlculos, trabajaremos con la hipérbola definida por la
ecuacién con 1, el caso para —1 es andlogo y queda propuesto al lector. Despejando entonces

b

= +2/22 — a2,
y(x) _Va?-a

Para ver que las rectas :I:ga: s6lo debemos mostrar que (por definicién)

r—+o0

lim [y(m) F Zsc] =0.

La razén del limite hacia +o0o es que, como y(x) tiene dos ’'partes’, una asintota correspondera al
limite hacia 400 y la otra hacia —oco. Veamos esto en un dibujo:

Figura 1: Grafico de la hipérbola para a =b = 1.

Calculemos entonces el limite, para esto observemos que
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y por lo tanto

lim [y(x) F Zx] =0.

z—+o0



P2.

Los demas casos son analogos y se dejan como ejercicio.

Sif:ACR — R es una funcién, demuestre que el dominio A de f permite estudiar el limite de f

cuando r — x(f ssi existe al menos una sucesién (s,) en A que cumple s, — xg ¥ s, > o, Vn.

Use este resultado para estudiar si en los siguientes casos, los dominios de las funciones permiten o

no estudiar el limite cuando x — xar

(a) A= (xp,20+1)

(b) A={zo+1 : neN}

() A={zo+ ;57 : neN}
(d) A={xo+ 22 . n,meN}
(e) A= (zo,20+1)NQ

(f) A=Q

(g8) A={zo+sen(%) : neN}

Solucion
Demostremos la doble implicancia:

e —) Como sabemos que f permite estudiar el limite cuando x — xér , tenemos que
Vo > 0,3z € AN (zg,z0 + 9]

Como es para todo § > 0, consideremos la sucesiéon 9§, = % decreciente y convergente a 0.
Luego, para cada §,, podemos encontrar s, € AN (xg,x + d,]. Notemos que por estar en la
interseccién, s, € A y ademas s, > xg, Vn € N (pues s, € (g, Zo + 0p))-

Para ver la convergencia, tomemos ¢ > 0. Observemos que como s,, € (zg,zg + ], entonces
$n — 2o € (0,8,] de donde concluimos que

0§|5n*z0|§5n

y por Sandwich de Sucesiones deducimos que s, — xg.

e <—) Dado que s,, — xg sabemos

Ve >0,3Ing € N,Vn >ng s, € [0 — &, 20 + €]

y puesto que s, € A tenemos
Ve >0,3Ing e N,Vn >ng s, € AN[zg—e,x0 + €.

Pero por hipétesis s,, > xq y luego s, ¢ [xg — €, xg], es decir

Ve > 0,3Ing € N,Vn > ng s, € AN (29,20 + €]
y si elegimos § = ¢ tenemos que

V8§ > 0,3z = sp, € AN (20,20 + 9]
lo que significa que A permite estudiar el limite cuando = — x{.
Estudiemos los conjuntos propuestos

(a) Sipermite, pues podemos tomar por ejemplo s,, = xo + n%_l Notemos que no podemos tomar
Sp = xg + %, pues s1 ¢ A.

(b) Sf permite. Tomamos s,, = zg + +.

(¢) No permite, pues cualquier sucesion (s,) que podamos tomar no convergerd a zp, puesto que

debera ser de la forma

n
n = _— 1.
S wo+n+1 To +



(d)

(e)

(f)
(g)

Si m # n, A permite estudiar el limite, pues una sucesién en el conjunto sera de la forma

m+4+n 1 1 nm—oo
=0+ —+— — xp.
n.om

Sn,m = Z0 +

Esto bajo el supuesto que n y m se pueden mover libremente hacia el infinito, ya que en la
definicién de A no se impone la restriccién de que alguno sea fijo. Por otro lado, si m = n, A
si permitird estudiar el limite pues podemos elegir

2n 2
Sp =T+ —5 =To+ — — Xo
n n

y ademads cumple las hipétesis necesarias.

Si permite, pues por densidad de Q en R, siempre podemos tomar una sucesién racional tal
que s, — zo (independiente de si z( es racional o no).

Permite, por las mismas razones anteriores.

Si permite pues s,, = zg + sen (%

aproximacion senf = 6. Esto implica que, en el limite xo + sen(
sucesion si cumple las hipotesis.

) — xg y verifica todo lo pedido pues, para 6 = 0 se tiene la
1) ~ xo+ %, y esta ultima

n

P3. Sean f,g: R — R dos funciones tales que 11'51_1 flx)= lm g(x) ="~

r—+00

Usando la definicién de limite cuando z — 400, demuestre que

lim méx{f(x),g(x)} =¢

T—-+00

lfIJIrl max{f(x),} =¢

1
lim méx{f(x),K—I— x} =/t

r— 400

Solucion

Como sabemos que lim,_, o f(2) = lim,—, 4o g(x) = ¢, entonces por definicién de convergen-
cia de f tenemos
(Ve >0)(Fm >0) (Ve >m) |f(z)—4¢ <e

y similarmente para g
(Ve > 0)(3m’ > 0)(Vz >m') |g(z) —¢] <e.
Luego, si m” = méx{m, m’} entonces Yz > m” se tiene que
[f(z) =l <enlg(z) -l <e.

Notemos que
[f(z) =4 <e<=l—c< f(x)<l+e

y lo mismo para g. Luego, por propiedad de maximo, se tiene que
méx{{ — e, 0 — e} < méx{f(z),g9(x)} < mix{{ +¢,0+¢}.
En conclusién, tenemos que Vz > m’
(- < max{f(x), g(2)} < £+ = |mix{f(z), g(a)} — | < e
de donde se deduce que

lim méx{f(z),g(x)} = L.

Tr——00

Claramente esto es una consecuencia de lo probado anteriormente considerando g(x) = /.



e Para probar que el limite vale /T, debemos demostrar que lfim,_, | o, méx { f(x), L+ %} =/
Yy que max { f(x), 0+ %} > (. Es claro que la segunda condicién es cierta por definicién de
méximo, y el limite se concluye de la primera parte, tomando g(z) = £+ % — L.

P4. Demuestre que si una funcién f : R — R satisface la propiedad
4L > 0,Vxq,z9 € R, |f($1) — f(:L‘Q)l < L|.’171 — Z2|,
entonces, para todo zg € R se cumple que

lm f(x) = lm_f(x) = f(zo).

T—T) T

Verifique que las funciones f(z) =z y f(x) = sen(x) satisfacen la propiedad pero f(x) = 2% no.

Solucion
Dada la propiedad, notemos que tomando x1 = xg y €2 = g + % se tiene que

1
Tro — Lo — —
u

=L
U

1
y tomando limite en u — +o00, por Sandwich concluimos que
, 1
JMn f (xo * u) = fl@o)

es decir

lim_f(x) = f(xo).

w—>$0

1

El limite hacia z, se concluye andlogamente considerando xy = 2o — .

e Veamos que f(x) = z cumple la propiedad. En efecto, notemos que si 21, z2 € R, entonces
|f(z1) = f(22)| = |21 — 22| < L1 — 22|, VL2>1

En particular, tomando L = €™, se concluye.

e Veamos que f(x) = senz verifica la propiedad. Si z1,z2 € R, notemos que

2 cos (xl—;xz)sen (ml ;m2>’ < |2sen (xl ;m2>' <lxy — a2

de donde se obtiene que L = 1 cumple lo pedido.
2

|sen(zy1) — sen(z2)| =

e Por otra parte, f(x) = 22 no cumple la propiedad, pues si la cumpliera, tendriamos que 3L > 0

tal que
|x% —x§| = |71 — o||71 + 22| < L|wy — 2| <= |21 + 22| < L, Vay,70 €R.

Pero tomando 21 = 22 = L concluirfamos que 2L < L, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, f(z) = 2% no cumple la propiedad.

Nota: FEsta condicidn se llama Lipschitzianidad (en honor a Rudolph Lipschitz) de una funcion.
Se dice que una funcién que cumple la condicion es Lipschitz de constante L, o simplemente L-
Lipschitz.

P5. Considere una funcién f : R — R que satisface las siguientes propiedades:

Vo, a €R, f(xy +22) = f(z1) + f(x2) y  lim f(z) = f(0).

rz—0t
Pruebe que

(a) (Vzo € R) se cumple lm,, .+ f(z) = f(xo).



(b) (Vxo € R) si (gn) es una sucesién que converge a xg tal que (Vn € N), ¢, > zg, entonces

lim f(gn) = f(20)-
(c) (Vg € Q) se cumple f(q) = qf(1). X

Indicacion: pruebe por induccion la férmula para q € N, y luego extiéndala a q € Z y q = +,
conn € N.

(d) (Vzo € R) se cumple f(xo) = zof(1).
Indicacion: use la densidad de los racionales en R.

Solucion

(a) Notemos que:

h’m+ f(z) = ulirr;of (wo + i) = uhg& [f(xo) +f <i>} .

I*MEO

En este punto, notamos que lim, . f (%) = lim,_,¢+ f(z), que sabemos que existe. Luego,
por algebra de limites:

i o)+ 7 (3)] = i o)+ Jim g () = i sloo) + i (0) = Fa) + £10).

Vemos que probando que f(0) = 0, llegarfamos al resultado. Para esto, notemos que

f(0) = f(0+4+0)=f(0)+ f(0) (Propiedad de f)
= f(0) = f(0) + f(0)
<~ f(0)=0

Asi, uniendo todo lo anterior, hemos demostrado que, (Vo € R):

ll'm+ f(z) = f(zo).
.’_EHZO
(b) Observemos que ¢, — xa’, y entonces ¢, — o — 0. Antes de seguir, probemos las siguientes
propiedades
e (Vzr €R) f(—x)= —f(x). Basta notar que f(0) =0 = f(z + (—x)) = f(z) + f(—=x) de
donde se concluye.
o (V1,70 € R) f(x1—x2) = f(x1) — f(x2). Del hecho que f(z1 — x2) = f(z1 + (—x2)) =
f(z1) + f(—z2) y de la propiedad anterior se concluye.
Teniendo esto, observemos que f(g,—xo) = f(gn)—f(x0) y luego lim f(g,)— f(x0) = lUm f(g,—
xo). Si logramos demostrar que teniendo una sucesién a, — 07, entonces lim f(a,) = 0
podremos concluir. Notemos que esta propiedad no es equivalente a la propiedad del enunciado,
porque aqui estamos tomando limite de sucesiones.
Sea entonces a,, — 07, esto quiere decir que a, > 0, Vn € N y ademaés

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng) an, <e.

Por otra parte, sabemos que lim,_,o+ f(z) = 0 o equivalentemente lim, 1 f (%) = 0, esto
quiere decir que

<e.

(Ve > 0)(Fm > 0)(Vu > m) ‘f (i)

Debemos demostrar que
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng) |f(a,)| <e.

Sea ¢ > 0, luego Im > 0 tal que |f (%)| < e, Yu > m. Pero de la convergencia de a,,, tenemos
que para € = %, dny € N tal que a,, < %7 es decir ai > m, ¥n > ng. Luego tomando n{, = ng
tenemos que Vn > n{,, (% > my luego

’f (1>‘ = |f(an)l <.



Esto implica que lim f(a,) = 0.
De aqui podemos concluir que lim f(g,) — f(z¢) = lim f(g, — z¢) = 0, de donde se deduce que
lim f(¢n) = f(20).

(c) Sigamos la indicacién. Comencemos probando la propiedad para el caso ¢ € N por induccién.

El caso base es directo, ya que f(1) = 1f(1). Supongamos ahora que se tiene para n € N, y
busquemos probar que también se tiene para el caso n + 1. En efecto, tenemos que:

fin+1) = f(n)+ f(1) =nf(1) + f(1) = (n+1)f(1).

Por lo tanto, la propiedad se tiene para los nimeros naturales.

Extendamos ahora la propiedad para los enteros. Aqui tenemos dos casos, si g € Z es tal que
q > 0, tenemos exactamente el caso anterior. Para el caso g < 0, usando que f(q + (—q)) =
f(0) = 0, notemos que:

flg+(=q) = fla) + f(—=q) =0 = f(q) = —[f(—q)]-

Y como ¢ < 0 = —¢q > 0, concluimos que:

(@) = —[=qf(1)] = qf (1),

por lo que tenemos la propiedad, (Vg € Z).

Ahora, probemos la propiedad para ¢ = %, con n € N. Para esto, notemos que > -, % =1.
Por lo tanto, aplicando la funcién en la igualdad, tenemos:
“ 1 = 1 .
f Z )= fl) <= Zf i f() (Propiedad de f)
i=1 i=1
1
— nfl=]=fQ)
n
1 1
= —)==f1
f(3)-2w
Con esto, para concluir el caso general, notemos que g € Q se puede escribir de la forma g = 7=,

conm € Z, n € N.
Probaremos primero el caso para m > 0. Notemos que ™ = 3
cumple la funcién, tenemos que

1G)=1(£3)-2() - 3)

=1

m 1
i=1n

, ¥ por la propiedad que

y por la propiedad (x), se concluye que f(*) = = f(1), (¥m > 0).

Para el caso m < 0, se procede de forma similar, pero para que tenga sentido el limite superior
de la sumatoria, recurrimos a expresar la fraccién como 2 = —3 " % El resto de la
demostracién, queda como ejercicio para el lector.

Con todo lo anterior, queda demostrado que (Vg € Q), f(q) = qf(1).

(d) Por densidad de Q en R, para cada 2y € R podemos construir una sucesion g, tal que ¢, — :var

y gn € Q, ¥n € N. Luego, por la parte anterior f(g,) = ¢,f(1) y por ende
lim f(gn) = lim g, f(1) = lim g, - lim f(1) = zo f(1).

Para concluir notemos que nos falta verificar que lim f(g,) = f(zo), pero esto lo probamos en
la parte (b). Por lo tanto

flzo) = xof(1).m

P6. Sean f,g: R — R dos funciones que verifican:
(Var, 22 € R) f(22) > f(21) + g(z1) (21 — 22)

(a) Muestre que (V1,22 € R), g(z2)(x1 — x2) > f(x2) — f(21) > g(21) (21 — 22).



(b) Probar que si g es una funcién acotada entonces (Vxy € R) se cumple

lim_f(z) = lim f(z) = f(zo).

(¢) Probar que si
lim g() = lim g(x) = g(a)

z—at T—a~
entonces
Solucion

(a) De la propiedad enunciada, obtenemos directamente que

fz2) > f(x1) + g(21) (21 — 32) = f(22) — f(71) > g(71) (71 — T2).

Ahora, como sabemos que la propiedad se cumple para cualquier valor de x, invirtiendo la
posicién de x1 y 2, se tiene que

f(x1) 2 f(z2) + g(@2) (22 —71) == —g(z2)(22 —21) > f(22) — f(71)
= g(x2)(z1 —x2) > f2) — f(21).

Y finalmente, uniendo ambas desigualdades, podemos concluir que, (Vz1,z2 € R):
g(@2)(z1 — 22) = fw2) — f(21) 2 g(21) (21 — 22).

(b) Como g es acotada, tenemos que (IM,m € R) tales que m < g(z) < M, (Vz € R). De la
parte anterior,

g(x2) (w1 — x2) > f(22) — f(21) > 9(21) (21 — 22),

y como esto se cumple para todo valor de x; y x5, tomemos en particular a ©1 = xg, y
To = xo + % Asi,

- g(onri) ( 01701) >f($0+i>f($0)29(xo) (xoxollb)
— M(—i) 2f(a:0+u> ~ f(xo) Zm(_i)

De donde, tomando el limite cuando u — oo, concluimos por Teorema del Sandwich que
, 1
lim f i) + - = f(l‘o),
U— 00 u
lo que, denotando =z = zg + %, equivale a decir que

lim f(z) = f(xo)-

IHIO

Considerando ahora 1 = z¢ y 22 = 29 — %, y procediendo en forma andloga a lo anterior, se
concluye que

m_ f(z) = f(xo).

T—T

Por ende, hemos demostrado que

lim_f(z) = lim f(2) = f(ao).

m—>r0 T—xTy



(c) De la primera parte, considerando 1 = x = a + % y T3 = a,

g(x)(x —a) < fla) = f(z) < gla)(z —a)

g(x) < w < g(a)
~ala) > KT > g0,

donde z —a = % > 0, por lo que pudimos dividir sin problemas, y manteniendo la desigualdad.
Luego, tomando el limite cuando x — a™, concluimos por Teorema del Sandwich, que

lim ————=
rz—at r—a

Para el caso de x — a, el proceso es analogo, salvo porque, aqui, z —a < 0 y se debe invertir
la desigualdad al momento de dividir. De todas formas, esto queda como ejercicio para el
lector. Hecho esto, queda demostrado que:

lfm f@) = flo) _ lfim

r—at r—a r—a~ xr—a



