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Calcule
Ii 1 En 1 (1+ 1)
m — n - .
n k
k=1
Solucion
Notemos que

(i) = (422)
=In(k + 1) — In(k).

Luego, reemplazando en la suma obtenemos que

n 1 n
;ln (1 + E) = I;ln(k—i- 1) — In(k)

que es una suma telescdpica cuyo valor es In(n + 1) — In(1) = In(n 4 1). Entonces
1< 1\ 1 1
_Zln<1+_> - M
n k n
k=1

Por otra parte, por propiedades del logaritmo tenemos que %ln(n +1) = In(¥Yn+ 1) y como
sabemos que {/n + 1 — 1, por propiedad demostrada en el apunte In ( ¥n+ 1) —1In(1) =0

n

1
E—ln(n) € Y = Tp —
k=1

Demuestre que z,, = % son convergentes y que tienen igual limite.

Solucion
Comencemos viendo el crecimiento de (z,). Para ello, analicemos el signo de la diferencia de
términos sucesivos, es decir

n+1 n

1 1
an—xn:ZE—ln(n—i—l)—ZE—i—ln(n)

k=1 k=1

1 4l n
n+1 . n+1

en donde para la iltima igualdad se han utilizado las propiedades del logaritmo.

De la Desigualdad Fundamental para el logaritmo sabemos que

In(z) <x—1, Vz>0.

Esto implica que

_1—|—n—n—1_

1 41 n < 1 n n 1 0
n — 1=
n+1 n+1/) " n+l1 n+1l n+1

es decir
LTn+1 — Tn < 0.



Por lo tanto (ajn) es decreciente. Si demostramos que (xn) es acotada inferiormente, tendremos que
es convergente. En efecto, veamos que 0 < x,,,Vn > 2.

En primer lugar notemos que de la Desigualdad Fundamental del logaritmo obtenemos que

o(iod)<t

Si sumamos estas desigualdades tenemos que
In (1 < —
(FEIE o

pero del problema anterior sabemos que la suma de la izquierda vale In(n), y asi

Vk > 1.

??'I'—‘

para obtener que

Se sigue que como (z,,) es decreciente y acotada inferiormente, entonces es convergente.
Nota: Este limite se conoce como la constante de Fuler-Mascheroni y se suele anotar como .

Analicemos ahora la sucesién (y,). De su definicién es directo que y, < x,, en particular, y, < ~.
Si logramos demostrar que es creciente, tendremos que es convergente. Con este fin, estudiemos la
diferencia de términos sucesivos

1 1
yn+1_yn:$n+1_?_ xn_g

+ n
Z n(n+1)— n—1|—1_< %—hl(n)—%)

k=1

Notando que

ST
P k' n+1 Pt k
deducimos que
Yntl — il In(n+1) — il—i—lm(n)—l—l
k k n
k=1 k=1
()
=—+1In
n n+1
Nuevamente la Desigualdad Fundamental del logaritmo nos dice que In (nLH) >1- ”T“ = —% y
entonces
1 1
yn+1_yn2 ———=0.
n o n
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En conclusion, (y,) es creciente y como tenfamos que es acotada superiormente, converge.
Para ver que los limites son iguales basta notar que

1 . , P
Yn = Tp — — = limy, =limz, — lim — =limz,,.m
n n

Para x > 0, calcule limn( {/z — 1).
Solucion
En primer lugar notemos que /z = en In(z) 'y por lo tanto n(¥Yr—1)=n (e% In(z) _ 1) . Buscare-
mos calcular el limite usando el limite conocido
e —1

Qn

—1

donde a,, — 0. En efecto, notemos que %ln(x) — 0 y ademds que

n (eiln(m) _ 1) 0 (e% In(z) _ 1) _ L1n(2)

6% In(z) _ 1

L1n(2)

~

In(x).

En conclusién, por Algebra de Limites tenemos que limn(/z — 1) = In(z).m

1 .z
Calcule lim(1 + a,,)=*@an-1 donde (a,) es una sucesién que converge a 0.
Solucion
Notemos que

In(1 + a,
(1+an)mzexp< n(1 + an) )

exp(2a,) —1

Observemos que se puede reescribir el argumento de la exponencial como

In(l1+a,)  In(l+ap) 2ay,
exp(2a,) —1  2a, . exp(2a,) —1
1 In(1+a,) 2a,
T2 an “exp(2a,) — 1
1 In(1+a,) 1
2 an, %'

In(1+an, xp(2an)—1
niten) _, q y exp(ea)

o — 1 cuando a, — 0, por Algebra de Limites

Como sabemos que

In(1+ay)

Sp@a)—T %, y por propiedad demostrada en el apunte

concluimos que
1
lm(1 + a,)=rCa-1 = \/e.m

Las tasas de interés de tres instituciones son 6% anual, 0,5% mensual y 100(e%3% — 1)% cada
cinco anos, respectivamente. Ordene las instituciones de acuerdo a la rentabilidad obtenida en un
depdsito a cinco anos, para los siguientes valores de a: 0,1 y In(3). Recuerde que si en un periodo de
tiempo la tasa de interes es t%, entonces el capital aumenta en ese periodo en un factor (1 + ﬁ).
Solucion

Si llamamos Cj al capital inicial, entonces para cada instituciéon tenemos que el capital luego de
cinco anos sera

e 6% anual — Cy = () (1 + %)5
e 0,5% mensual — Cy = Cy (1 + 16%)60

e 100(e"3* — 1)% cada cinco atios — Cy = Cp (1 + %) = Cpel3e.
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Recordando que para la exponencial tenemos x + 1 < e”, Vx € R obtenemos, para las primeras dos
instituciones
5 5
o Co(1+:55)° < Cp (5/109)° = Cpe03

o Co (14 %3)% < Gy (25/190)% 0 = Cpebs

Luego, si a > 1 tenemos que la tercera institucién proporciona una mayor rentabilidad. Si a = 0,
la tercera institucién no presenta utilidad y luego serd la tltima en el ranking.

Para ver como se comparan las otras dos instituciones notemos en primer lugar que su rentabilidad
no depende de «, por lo que podemos evaluar numéricamente obteniendo

5
o (1+1%5) ~ 1,34
60
o (1+95)" ~ 1,35
Por ende, la segunda institucién siempre da mayor rentabilidad que la primera.

En resumen, dependiendo de o tenemos lo siguiente

Valor de «

Lugar [0 |1 | In3
1e" 23] 3
2do 112 2
3er 3|1 1

Para la funcién f(z) = In(1 + €%), determine dominio, ceros, crecimiento y signos. Ademds, deter-

mine para qué valores de y la ecuacién f(z) = y tiene solucién. Use esta informacién para definir

la funcién inversa. Repita el problema para la funcién f(x) = %(ew —e 7).

Solucion
Répidamente notamos que Dom f = R.

Para ver los ceros de f debemos resolver la ecuacién In(1 4+ e*) = 0 en el dominio de f. No es
dificil verificar que esta ecuacién no posee solucién, pues f(z) = 0 <= 1+ e* = 0 y sabemos que
Vax € R €* > 0. Luego f no tiene ceros, es decir, Z(f) = ¢.

Trivialmente, f es creciente por ser composicién de funciones crecientes. Ademas f es siempre
positiva, pues f(z) <0 <= 14" <1 = e” < 0 lo que no es posible.

Supongamos que y es tal que la ecuacién y = f(x) tiene solucién. Si despejamos x obtenemos

y=f(z) <= y=In(1l+¢€")
—e¥Y=1+¢€"
— eV —1=¢"
—In(eY —1) =z.

Notemos que para que esto tenga sentido, debe ser que eV — 1 > 0, es decir, eV > 1 = y > 0.
Luego, la ecuacién tiene solucién sélo si y > 0. Con todo lo anterior, y observando que

f:R — (0,400)
¢ fx)=f(z)

es biyectiva, podemos definir

F1i(0,400) — R

T

k'\_'
L
&
~—
I
—_
=
3
8
|
=

(e* — e™®), observamos que Dom f = R.

Repitiendo el proceso para la funcién f(x) = %



Para encontrar los ceros de f, debemos resolver la ecuacién f(z) =0, con = € Dom f. Asi

Fz) = 0 %(ez C ey =0

e =e "

— e =1
<— x=0.

En consecuencia, Z(f) = {0}.
Es facil ver que f es creciente, por ser algebra de funciones crecientes.

Notemos que f es impar, y entonces sélo nos basta analizar el intervalo (0, +00). Para ver dénde
es positiva, debemos resolver la inecuacién f(z) > 0. Entonces

1
f(x)>0<:>§(em—e_w)>0
— e >e”

e >
< x> 0.

Luego, f es positiva en (0,400) y por imparidad es negativa en (—o0,0).

Sea ahora un y tal que la ecuacién y = f(x) tiene solucién. Si despejamos x tenemos

y=f) e=y=(" —e")

| =

—T

—2y=¢€"—c¢
= 2ye” =e?" — 1

= e? — e —1=0.

Llamemos u = e, entonces tenemos la ecuaciéon u? —2uy—1 = 0 que es cuadratica en u y resolviendo

2y +\/4y% +4
o WEVWIL

y* 41
y recordando que = Inu obtenemos
z=1In (y+ \/y2+1)

donde descartamos la solucién negativa pues Inx estd definida solamente para niimeros positivos.

Observemos que f es biyectiva tal como esta definida y luego tiene sentido
f1i(0,+00) — R
r — fl(x) zln(x—I— x2+1).

Observacion: La funcion f(z) = 1(e* —e™) se llama Seno Hiperbdlico y se anota senh .



