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Introduccion

Las olimpiadas matematicas son un concurso que se celebra anualmente desde el afio 1965, consistente en
resolver diversos problemas de alta dificultad pero en los que principalmente se utilizan técnicas de nivel de
bachillerato.

En cada sesién se proponen tres o cuatro problemas. Se conceden medallas de oro, plata y bronce. Cada una
de las medallas tiene también un premio en metalico y, ademads, estos nuevos estudiantes participan en las
olimpiadas espafiolas, de las que se seleccionan los que van a la olimpiada internacional.

Existen clases de preparacién, que no son solo ttiles como preparacion para las olimpiadas, sino que son una
introduccidn a técnicas sencillas que los estudiantes podran utilizar en sus clases, tanto en el Bachillerato como
en la Universidad. Estas lecciones son a su vez una oportunidad para que los estudiantes disfruten empezando
a manipular conceptos matemadticos nuevos.

En este Trabajo de Fin de Master (TFM) se realizard una sintesis de aquellos aspectos que he considerado
especialmente significativos e importantes, que se pueden desarrollar a lo largo de los diferentes bloques de
Matematicas cursados hasta segundo de bachillerato, centrandonos especialmente en aquellos relacionados
con el tridngulo en el plano.

Tras un desarrollo tedrico, necesario para resolver los problemas que se van a trabajar, que ocupa los dos
primeros capitulos de este trabajo, se relaciona una coleccion de problemas que han aparecido en las diversas
competiciones de las olimpiadas en Matematicas, locales, nacionales e internacionales, y que tienen como
eje central el tridngulo y sus propiedades. La dificultad de estos problemas es distinta en cada una de estas
competiciones, por lo que los clasificamos atendiendo a la misma o equivalentemente segin las competiciones
en las que se han propuesto.

Hemos procurado que los ejercicios estdn complemente desglosados, explicando y analizando en detalle cada
uno de los pasos de su resolucién, probando cada uno de los resultados parciales, lo que ha permitido engrosar
la parte tedrica con estos resultados con objeto de hacer mas accesible la lectura del texto.
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Capitulo I

Puntos notables de un triangulo. Conceptos
y resultados basicos

1. Tridngulo

Un triangulo, en geometria, es la unién de tres

segmentos que determinan tres puntos, no coli- A

neales, del plano. Cada punto dado pertenece a

dos segmentos exactamente. Los puntos comunes

a cada par de segmentos se denominan vértices b
del tridngulo y los segmentos de recta deter-
minados son los lados del tridngulo. Dos lados
contiguos forman uno de los dngulos interiores
del triangulo.

Un triangulo es una figura estrictamente convexa

y tiene 3 angulos interiores, 3 angulos exteriores, B
3 lados y 3 vértices entre otros elementos.
1.1. Mediatriz.Circuncentro
A

La mediatriz de un segmento es la recta perpen-

dicular al mismo en su punto medio. ¢ b
El circuncentro O de un triangulo es el punto de

interseccion de las tres mediatrices de un tridangu-

lo.

B a



2 CAR I. PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO. CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS

1.2. Altura.Ortocentro

Una altura de un tridngulo es el segmento per-

pendicular comprendido entre un vértice y el lado

opuesto.

El ortocentro H de un triangulo es el punto de

interseccién de las tres alturas de un tridngulo. .

A
¢ b
hb
hc
B a
A
¢ b
a
‘A
B

1.3. Bisectriz.Incentro

La bisectriz es la semirrecta que divide a un dngu-
lo en dos partes iguales.
El incentro I de un tridngulo es el punto de inter-
seccion de las tres bisectrices de un triangulo.
o

B

PED
La bisectriz de los dngulos exteriores® de un trian-
gulo se le llama bisectriz exterior. fc
Un exincentro E de un tridngulo es el punto de
interseccion de las bisectrices de cualesquiera dos
de los tres angulos exteriores de un tridngulo. A

También se les llama excentros.

Todo triangulo posee tres exincentros que son los
centros de las circunferencias exinscritas del tridn-
gulo.

?El angulo exterior de un poligono estd formado por un
lado cualquiera y la prolongacion del que esté a continuacion.

PROPIEDAD

= Como los dos angulos externos son opuestos por el vértice, sus bisectrices son prolongacién una de otra
y perpendiculares a la bisectriz interior del mismo vértice.

22 de septiembre de 2014 Curso 2013-2014.



SEC. 2. CIRCUNFERENCIAS EN EL TRIANGULO 3

1.4. Mediana. Baricentro

A
Una mediana es cada una de las rectas que une el
punto medio de un lado con el vértice opuesto. c b
El baricentro G de un triangulo es el punto de in-
terseccion de las tres medianas de un tridngulo. 0 =
o
B a

PROPIEDADES
» Cada mediana divide al tridngulo en dos regiones de igual area.

= El baricentro divide a cada mediana en dos segmentos. El segmento que une el baricentro con el vértice
mide el doble que el segmento que une baricentro con el punto medio del lado opuesto.

2. Circunferencias en el triangulo

2.1. Circunferencia inscrita en el tridngulo

Una circunferencia inscrita en un tridngulo es
aquella que, siendo interior, es tangente a todos
sus lados.

Al radio de una circunferencia inscrita en un poli-
gono se le denomina inradio.

El incentro"®) es el centro de la circunferencia
inscrita a dicho tridngulo.

PROPIEDAD
Sea:

» p el semiperimetro"'? del tridngulo ABC.

= D,E yF los puntos de tangencia de la circunferencia inscrita en el tridngulo con el lado ¢, b y a respec-
tivamente.

Entonces:
AD = p—a, (I.1)

TFM: OLIMPIADAS MATEMATICAS SOBRE EL TRIANGULO Elisabeth Gonzalez



4 CAR I. PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO. CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS

BD =p—b. (1.2)

Andlogamente:
AE=p—a, CE=p—c, 1.3)
CF=p—c, BE=p—b. 1.4)

DEMOSTRACION. Sabemos que:

IAD:AE’
m EC=CF,
s FB=BD.

Entonces el semiperimetro del triangulo quedaria:

+b+
= % (ver semiperimetro(-'?)
2AD +2EC + 2FB
= 2 (aplicando las igualdades anteriores)
=AD + EC + FB.
Despejando tenemos:
AD=p—(EC+FB)=p—a (1.5)

DB=FB=p—(AD+EC)=p—bh. (1.6)

Andlogamente se probaria:

AE=p—a, CE=p—c, CF=p—c, BF=p—b).

2.2. Circunferencia circunscrita en el triangulo

La circunferencia circunscrita de un triangulo es
la circunferencia que pasa por todos sus vértices y,
por tanto, lo contiene completamente en su inte-
rior.

El centro de la circunferencia circunscrita es el cir-

. . . B
cuncentro’' y su radio se llama circunradio.

22 de septiembre de 2014 Curso 2013-2014.



SEC. 2. CIRCUNFERENCIAS EN EL TRIANGULO 5

2.3. Circunferencias exinscritas en el triangulo

Las circunferencias exinscritas de un triangulo son las circunferencias tangentes a un lado y a las prolonga-
ciones de los otros dos.

Ea

PROPIEDAD
Sea:
= p el semiperimetro’'? del tridngulo ABC.

= E1,E2 y E3 los puntos de tangencia de la circunferencia exinscrita en el triAngulo con el lado ¢, b y a,

respectivamente.
Entonces:
BEl1=p—a, (L7
BEl1=p—a. (1.8)
Andlogamente:
AE2=p—c, CE2=p—a, 1.9)
CA3=p—b, BA3=p—c. (1.10)
DEMOSTRACION. Andloga a la demostracién anterior (2.1). O

TFM: OLIMPIADAS MATEMATICAS SOBRE EL TRIANGULO Elisabeth Gonzalez



6 CAP I. PUNTOS NOTABLES DE UN TRIANGULO. CONCEPTOS Y RESULTADOS BASICOS

2.4. Arco capaz

El arco capaz es el lugar geométrico de los puntos des-
de los que un segmento AB se ve con el mismo dngulo;
es decir, el lugar geométrico de los vértices de los dngu-
los que tienen la misma amplitud y abarcan un mismo
segmento.

El arco capaz de un segmento AB, de angulo A, es un par
de arcos de circunferencia simétricos a cada lado del seg-
mento AB que contiene los vértices de angulo A y unidos
por los puntos A y B.

El angulo que subtiende el segmento AB visto desde el
centro del circulo es 2A.

2.5. Angulo inscrito en una circunferencia

Un angulo inscrito en una circunferencia es un angulo subtendido en un punto de la circunferencia por otros
dos puntos de esta. Un dngulo inscrito estd definido por dos cuerdas de una circunferencia que tienen un
extremo comun.

PROPIEDAD

= Si dos o mas angulos inscritos
comparten el mismo arco, éstos
miden lo mismo.

/ACB = /ADB
a=p.

3. Foérmulas del tridngulo

Perimetro del tridngulo
El perimetro, P, es igual a la suma de las longitudes de sus tres lados y se denota con una P mayuscula.

P=a+b+c. (I.1D)

Semiperimetro del tridngulo

El semiperimetro, p, de un tridngulo es igual a la suma de sus lados partido por 2 (Es el perimetro dividido
entre dos).
_a+b+c

2 1.12)

22 de septiembre de 2014 Curso 2013-2014.



SEC. 3. FORMULAS DEL TRIANGULO 7

Area del triangulo

El area, S, de un tridngulo es igual a base por altura partido por 2.

_ bh
==

S (I.13)

donde:

= ) es la base del tridngulo.

= h es la altura del tridngulo.

Area en funcion del radio de su circunferencia inscrita

S =rp. (I.14)
donde:

= r es el radio de la circunferencia inscrita®1

en el triangulo.

= p es el semiperimetro'? del tridngulo. B® °

Area en funcion del radio de su circunferencia circunscrita

A
abc
S=——. I.15
4R (1.15)
donde:
m R es el radio de la circunferencia
circunscrita®? en el tridngulo. B
= p es el semiperimetro('? del tridngulo.
Area conociendo dos lados de un tridngulo y el angulo que forman
A
1 N c b
S= Eba senC. (I.16)
B® a °c

TFM: OLIMPIADAS MATEMATICAS SOBRE EL TRIANGULO Elisabeth Gonzalez
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Capitulo II

Relaciones métricas en el triangulo

4. Teoremas destacables para el tridngulo

4.1. Teorema de Pitagoras

Teorema 4.1 (Teorema de Pitagoras)

En todo tridngulo rectangulo el cuadrado de Ia hi-

potenusa es igual a la suma de los cuadrados de c
los catetos.

Es decir, para todo tridngulo se tiene:

2 =bp%+d% (II.1D)

DEMOSTRACION. Este Teorema tiene varias demostraciones interesantes en el siguiente enlace se pueden ver
detalladamente algunas de ellas.

http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Pit%C3%Algoras O

4.2. Teorema de Thales

Existen dos teoremas relacionados con la geometria cldsica que reciben el nombre de Teorema de Thales,
ambos atribuidos al matematico griego Thales de Mileto.

>

Teorema 4.2 (Teorema 1)

Dado un tridngulo ABC. Si se traza un segmento parale-
lo, B'C’, a uno de los lados del tridngulo, se obtiene otro
tridngulo AB’C’, cuyos lados son proporcionales a los del

., B’ c’
tridngulo ABC.

Dot = 22 1.2) @
AB’  AC’ B'C’ ' B



http://es.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Pit%C3%A1goras
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Teorema 4.3 (Variante del Teorema de Thales)

Si dos rectas cualesquiera (r ys) se cortan por va-
rias rectas paralelas (AA’, BB, CC’) los segmentos
determinados en una de las rectas (AB,BC) son
proporcionales a los segmentos correspondientes
en la otra (A'B’,B’C’).Es decir,

AB
A'B’

_ BC _AC

 B/C’ ACH

(1.3)

Teorema 4.4 (Teorema 2)
Sea B un punto de la circunferencia de didmetro AC, dis-
tinto de A y de C. Entonces el angulo ABC, es recto.

DEMOSTRACION. En la circunferencia de centro O, los
segmentos OA, OB y OC son iguales por ser todos radios
de la misma circunferencia, entonces los tridangulos AOB
y BOC son isdsceles por tener dos lados iguales.
Notemos a los angulos iguales del triangulo AOB con a
y a los del tridngulo BOC con f, entonces fijandonos en
el tridangulo ABC tenemos:

2a+2p = . (I1.4)
Dividiendo ambos miembros por dos tenemos:
—_— TT
ABC=a+/5=§. (IL.5)
O

Corolario 4.1 (Corolario 1)

B

En todo tridngulo rectdngulo la longitud de la mediana®’® correspondiente a la hipotenusa es siempre la

mitad de la hipotenusa.

22 de septiembre de 2014

Curso 2013-2014.



SEC. 4. TEOREMAS DESTACABLES PARA EL TRIANGULO 11

Corolario 4.2 (Corolario 2)
La circunferencia circunscrita'®® a todo tridngulo rectdngulo siempre tiene radio igual a la mitad de la hipo-

tenusa y su circuncentro™" se ubicard en el punto medio de la misma.

4.3. Teoremas trigonométricos

Teorema 4.5 (Teorema del seno)
Si en un tridngulo ABC, las medidas de los lados opuestos a los dngulos A,B y C son respectivamente a, b, c,
entonces: 5
a c
= = = = =. (I1.6)
senA senB senC

DEMOSTRACION.

Dado el tridngulo ABC, denotamos por O su
circuncentro"" y dibujamos su circunferencia
circunscrita®?.

Prolongando el segmento BO hasta cortar la
circunferencia, se obtiene un didmetro BP.

Ahora, el triangulo PCB es rectangulo, puesto que
BP es un didmetro, y ademés los dngulos Ay P son
iguales, porque ambos son angulos inscritos*>)
que abren el segmento BC (véase definicidn de ar-
co capaz (2.4)).

Por definicion de la funcién trigonométrica seno, se tiene:

—~ ~ BC a
senA=senP = — = —. (I.7)
BP 2R
donde R es el radio de la circunferencia circunscrita.
Despejando 2R tenemos:
¢ —or (IL.8)
senA

Repitiendo el procedimiento con un diametro que pase por A y otro que pase por C, se llega a que las tres
fracciones tienen el mismo valor 2R y por tanto:

a b C
— = — = —. (I1.9)
senA senB senC

La conclusién que se obtiene suele llamarse teorema de los senos generalizado y establece:

Si en un tridngulo ABC, las medidas de los lados opuestos a los dngulos A, B y C son respectivamente
(2.2)

a,b,c yR es el radio de la circunferencia circunscrita*“~’, entonces:
a b c
== — = — =2R. (I1.10)
senA senB senC
Od

TFM: OLIMPIADAS MATEMATICAS SOBRE EL TRIANGULO Elisabeth Gonzalez



12 CAP II. RELACIONES METRICAS EN EL TRIANGULO

Teorema 4.6 (Teorema del coseno)
Si en un tridngulo ABC, las medidas de los lados opuestos a los dngulos A,B y C son respectivamente a, b, c,
entonces:

a’® = b%+c>—2bccosa. (II.1D

DEMOSTRACION.
Vamos a hacer la demostracion a través del Teorema de Pitagoras.
Notemos que el Teorema de Coseno es equivalente al Teorema de Pitdgoras*" cuando el 4ngulo C es recto.

Por tanto so6lo es necesario considerar los casos cuando c es adyacente a dos dngulos agudos y cuando c
es adyacente a un angulo agudo y un obtuso.

1. ¢ es adyacente a dos angulos agudos

Consideremos la figura adjunta.
Por el teorema de Pitagoras, la longitud c es calcu-
lada ast:

2 =h>+u2 (I1.12)

Pero, la longitud h también se calcula asi:

h? =a?—(b—u)>. (I1.13)

Sumando ambas ecuaciones y luego simplificando
obtenemos:

c?=a®—b*+2bu. (I.14)

Por la definicién de coseno, se tiene:

~ b
cosC = s (I1.15)
a

y por lo tanto:

u=b—acosC. (I1.16)

2 concluyendo que:

Sustituimos el valor de u en la ecuacién para ¢

> =a?+b*>—2abcosC, (I1.17)

y tenemos terminado el primer caso.

22 de septiembre de 2014 Curso 2013-2014.
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2. c es adyacente a un angulo obtuso

Consideremos la figura adjunta.

El teorema de Pitagoras establece nuevamente:

c2=h%>+ u2, (I1.18)

pero en este caso

h? =a?—(b+u). (1.19)

Combinando ambas ecuaciones obtenemos:

2 =u?+a®>—b*—-2bu—1?, (11.20)

y de este modo:

c2=a®—b*>—2bu. (I.21)

De la definicién de coseno, se tiene:

y por tanto:

u=acosC—b.
Sustituimos en la expresién para c? y simplificamos:

¢ =a®>—b%>—2b(acosC —b),

concluyendo nuevamente:

c2=a%+b*—2abcosC.

Esto concluye la demostracién.

b+u
a

(I1.22)

(I1.23)

(1.24)

(I1.25)

Es importante notar, que si se considera a u como un segmento dirigido, entonces sélo hay un caso y las

dos demostraciones se convierten en la misma.

4.4, Teorema de la bisectriz

Teorema 4.7 (Teorema de la bisectriz)
Dado el tridngulo ABC, sea AD la bisectriz del 4n-
gulo interno A, entonces se cumple la siguiente
proporcion:

BA _BD

— = I1.26
AC DC ( )

AN

O

TFM: OLIMPIADAS MATEMATICAS SOBRE EL TRIANGULO

Elisabeth Gonzalez



14 CAP II. RELACIONES METRICAS EN EL TRIANGULO

DEMOSTRACION.

Fijandonos en la figura de la derecha tenemos:

= |AC|= b,

= |[BC|=a,

» |AD|=m,

= |BD|=n,

= /ACD = /DCB = x,
= /ADC=y.

(4.5)

Aplicando el teorema del seno al tridngulo ADC tenemos:

m b

= . (I1.27)
senx seny
Los angulos y y T — y son suplementarios' , lo que implica:
sen(m—y)=sen(y), (I1.28)
entonces aplicando ahora el teorema del seno al tridngulo DBC tenemos:
n __2¢ (11.29)
senx seny
Dividiendo la ecuacién (I1.28) por la ecuacién (I1.29) y simplificando obtenemos:
m b
g (I1.30)
n a
O

4.5. Teorema de Stewart

Teorema 4.8 (Teorema de Stewart)

Dado el tridngulo ABC, sean a, b, ¢ las longitudes
de los lados BC,AC y AB, respectivamente.

Sea D un punto dentro del segmento BC. Si BD =
m, CD =n yAD = d, se cumple que:

d?a = b’>m + c*n—mna. (I1.31)

10s 4ngulos suplementarios son aquellos cuyas medidas suman 180°.

22 de septiembre de 2014 Curso 2013-2014.
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DEMOSTRACION.
Sea BDA = o, entonces ADC = 180° —a.

Utilicemos el Teorema del coseno*® en los tridngulos A
ABD y ADC.
d? +m?—c?
ABD: ¢2=d?+m?—2dmcosa — cosq = ———.
2dm

ADC: b?=d?+n?—2dncos(180° —a) —

d®+n®—b?
—cosa=%os(180°—a)= ——
2dn
—d?—n?+b?
—> oS = —m—m—.
2dn
“Ya que cos (180° —a) = —cosa

Igualando las dos expresiones de cos a tenemos:

d? + m? —c? . —d?—n? + b?

2dm 2dn

(d?>+m?—c>)n=(—d®>—n?+b*>m
d’n+m?n—c?n=—d’m—n?m+ b*m
d’n+d*m=b*m+c2n—(n’m+ m?n)
d*(n+m)=b*m+c*n—nm(n+m)

d?a =b*>m+c?>n—nma, (yaquem+n=BD+CD=BC =a).

4.6. Teorema de Apolonio
Teorema 4.9 (Teorema de Apolonio (Teorema de la mediana))

Para todo tridngulo la suma de los cuadrados de dos lados cualesquiera, es igual a la mitad del cuadrado del
tercer lado mds el doble del cuadrado de su mediana correspondiente.

DEMOSTRACION.

TFM: OLIMPIADAS MATEMATICAS SOBRE EL TRIANGULO Elisabeth Gonzalez



16 CAP II. RELACIONES METRICAS EN EL TRIANGULO

Vamos a hacer la demostracion a través del Teore-
ma del Coseno™®.

Sea ABC un tridngulo cualquiera de lados a, b y c,
para cuyo lado ¢ se ha trazado la mediana corres-
pondiente M, entonces:

m=n= —c. (I1.32)

La mediana M, forma con el lado ¢ los dngulos a y a’ como podemos ver en el dibujo. Entonces segun el
Teorema del Coseno tenemos:
b? =m?+M?—2mM,cosa, (11.33)

a® =n*+M?—2nM,cosa’. (I1.34)

Teniendo en cuenta (I1.32) y aplicando el coseno de los angulos del segundo cuadrante en funcién de los del
primero? en las dos ultimas igualdades tenemos:

2

c c
b%> = — + M?—2-M.cosa, (I1.35)

4 ¢ 2

5 c? 5 c
a“ = Z +M?+ ZEMCcosa. (I1.36)

Sumando ambas ecuaciones tenemos: 5
c

a’+b* = -+ 2M?2. (I.37)

Esta expresidn es la conclusién del Teorema de Apolonio realizada para la mediana M., como se trata de
una demostracion general, con razonamientos similares se puede obtener expresiones equivalente para las
restantes medianas M, y M, las cuales serian:

2
b2+ c2 = a? +2M2, (I1.38)
2 2 b2 2
a®+c? = +2M}. (I.39)
O

4.7. Teorema de Euler

El Teorema de Euler se usa para el célculo de la distancia entre el incentro y el circuncentro.

Teorema 4.10
Sea d = I0. Entonces:

d? =R%2—2Rr.

2c0s(180° —a) = —cos a.

22 de septiembre de 2014 Curso 2013-2014.
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donde:

» R es el radio de la circunferencia circunscrita®? .

= r es el: radio de la circunferencia inscrita®®".

DEMOSTRACION.
Queremos hallar d, para ello, sean:

= N el segundo corte de la bisectriz que parte de A con la circunferencia circunscrita.
= M el punto diametralmente opuesto.

Si llamamos:

" 2a=A\,
= 28 =B.
Tenemos:

= a=NAC = BAN,
» 3 =IBA=IBA.

Como NBI =BIN = a + B, el tridngulo IBN es isésceles y por tanto NB = NI. Por otro lado tenemos que la
potencia® del incentro"® I respecto de la circunferencia circunscrita®? vale:

d?>—R?>=—INIA=—NBIA. (11.40)
Como:
= NB=MNsena,
IP
n JA= .
sena
queda:
s 1o 1P
R2—d2=MN sena =MN IP = 2Rr.
sena
Entonces nos queda:
d> =R?—2Rr. (IL.41)

Una consecuencia importante se deriva del resultado anterior y de ser d? > 0. En efecto:
d*=R*—2Rr > 0. (I1.42)
Por lo que nos queda lo que conocemos como la desigualdad de Euler:
R>2r. (I1.43)

O
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4.8. Desigualdad tridangular

La suma de las medidas de dos lados de un tridngulo es mayor o igual que la medida del tercero. La igualdad
se cumple si y solo si A,B y C estan alineados en ese orden.

DEMOSTRACION. Véase la demostracién en el siguiente video:

https://www.youtube.com/watch?v=mKXUO1rHWOs ad

4.9. Formula del Heron

S= \/p(p—a)(p—b)(p—c). (I1.44)
donde:

» p es el semiperimetro’'? del tridngulo.

5. Igualdad y semejanza de triangulos

Criterios de igualdad de tridangulos

= Dos tridngulos son iguales cuando tienen iguales un lado y sus dos dngulos adyacentes.

a=ad,p=B"yc=c.

= Dos tridngulos son iguales cuando tienen dos lados iguales y el dngulo comprendido.

B=pBc=cya=d.
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= Dos tridngulos son iguales cuando tienen los tres lados iguales.

b=b,c=cya=d.

5.1. Semejanza de triangulos

Dos triangulos son semejantes si tienen la misma forma, aunque no necesariamente el mismo tamafo.

Cuando dos tridngulos son semejantes, los dngulos correspondientes son congruentes y los lados correspon-
dientes son proporcionales en medida.

Razodn de semejanza

Llamamos razén de semejanza entre dos tridngulos ABC y A’B’C’ a la constante de proporcionalidad k entre

sus lados:
AB BC CA
= = =k. (I1.45)
A’'B’ B'C’ Cc’'A

Si tomamos las proporciones entre los lados al revés, la razén de proporcionalidad serd 1/k.

Criterios de semejanza de tridngulos

= Dos tridngulos son semejantes si tienen dos angulos iguales.

a=a'yp=p"

= Dos tridngulos son semejantes si tienen los lados proporcionales.
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A
A
c b o b’
B’ a’
¢ 4 °

o
a

B C

= Dos tridngulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales y el angulo comprendido entre ellos

igual.
A
A’
c a b ¢ b’
B/ a’ ('/’
B® a " C

b ¢ o,
p - ya=a

Posicion de Thales
Dos triangulos se dicen en posicion de Thales
(A ABC =T A ABC) si:

= Dos lados de uno contienen respectivamente
a dos lados del otro.

= El tercer lado de uno es paralelo al tercer
lado del otro.

Dos triangulos en posicion de Thales son semejantes

6. Potencia de un punto respecto de una circunferencia

Dado un punto cualquiera P y una circunferencia c, se traza una recta que pasa por P y corta a la circunferencia
en dos puntos M y N.
Se verifica que el producto de las distancias PM y PN toma siempre el mismo valor, sea cual sea la posicion
de la recta.
Por tanto, tiene sentido definir la potencia de un punto respecto de una circunferencia como el resultado
de este producto:

k =|PM]||PN|. (I1.46)
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Si la distancia entre el punto y el centro de la circunferencia es d, y el radio r, la potencia es:
k=|d>—r?|=(d+r)d-r). (I1.47)
Esta expresidon nos permite observar facilmente que:
= si k <0, entonces P es interior a la circunferencia.
» si k =0, entonces P es estd en la circunferencia.

= si k > 0, entonces P es exterior a la circunferencia.

Un caso de especial consideracién es el formado
por una recta tangente y una secante, como en la
figura. En esta situacion el angulo BTP es semi-
inscrito® y mide la mitad del arco BT, al igual que
el angulo inscrito®> TAP.

?Se llama angulo semiinscrito en una circunferencia a
cualquier angulo que tenga su vértice en la circunferencia,
una de las semirectas que determina sus lados sea tangente
a la circunferencia y la otra sea secante

La igualdad de angulos nuevamente implica una semejanza de tridngulos, entre los tridngulos PAT y PTB.
Dicha semejanza implica:

PA PT
— = (I1.48)
PT PB
Y por tanto:
PT*=PA PB. (I1.49)

6.1. Puntos cociclicos

Los puntos cociclicos (o conciclicos) son aquellos
que pertenecen a una misma circunferencia.
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PROPIEDADES DE LOS PUNTOS COCICLICOS

1. Dos puntos siempre son cociclicos (caso trivial). Tres puntos siempre seran cociclicos excepto en el caso
de que estén alineados. En el caso de cuatro puntos D, C, B, A, seran cociclicos sélo si los &ngulos ADC

y CBA son suplementarios®.

Teorema 6.1 (Angulo constante)

Sean A,B,C y D cuatro puntos cociclicos, coloca-

dos en este orden en el circulo. Entonces tenemos A
la igualdad de éngu]os:A/CE —=ADB.

DEMOSTRACION. Ambos dngulos miden el doble del angulo al centro AOB. Dicho de otro modo, si se
considera la cuerda AB y un punto movil que recorre el circulo quedandose del mismo lado con relaciéon
a AB, entonces el angulo AMB es constante.

Se dice que se ve AB desde M bajo un dngulo constante.

Tomando otra cuerda, se obtiene otra igualdad: por ejemplo, con BC : BAC = BDC. m|

%Los éngulos suplementarios son aquellos cuyas medidas suman 180°.
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Capitulo III

Olimpiadas Locales

7. Problemas

Ejercicio. 7.1. (2013, Ver 40 en las Referencias web)
Sean A,B y C los vértices de un tridngulo y P, Q y R los respectivos pies de las bisectrices'"®) trazadas desde
esos mismos vértices. Sabiendo que PQR es un tridangulo rectangulo en P se pide probar:

» Que ABC ha de ser obtusdngulo'.

= Que en el cuadrildtero ARPQ, pese a no ser ciclico, la suma de sus dngulos opuestos es constante.

SOLUCION.
Primero apliquemos el Teorema de la bisectriz*” en el A
tridngulo ABC:

BA _ PB

AC ~ PC’

c PB

b PC’

Expresando PC como a —PB y PB como a — PC tenemos:

c PB

b a—PB’
c a—PC
b PC
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Despejando PB y PC respectivamente tenemos:

PB ca
[ ] =
b+c¢’
PC = ab
T b4c’

Andlogamente tenemos:

ba
C= )
" Q a+c
0A bc
[ ] =
a+c’
RA cb
[ ] =
a+b’
ca
m RB =
a+b

Ahora vamos a aplicar el Teorema de Stewart*®):

AP?2 a=b%>PB+c?>CP—PBPC a. (111.1)

Sustituyendo en (I11.1) los valores calculados anteriormente con el Teorema de la bisectriz tenemos:

5 Ca 5 ab ca ab
- a
Ap2— _b+c b+c b+cb+c
a

_ b3¢c + b%c? + c2b% + c3b —ca?b
N (b+c)?

_ be(b? +2bc +c?—a?)
B (b +c)2

_ be(b? +2bc+c2— (b2 +c2—2 b ¢ cosA))

aplicando el Teorema del Coseno™*®(a? = b? + ¢2 — 2bc cosA)
(b+c)?

J

_ 2b2¢2(1 + cosA)
B (b +c)2
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Aplicamos raices en ambos lados y tenemos:

V2bcV 1+ cosA

AP =
b+c

1+ cosA
V2bey/2\| %2

b+c

-~

A
2bc cos —

= i aplicando la férmula del coseno del d4ngulo mitad?.
c

Ahora vamos a calcular los lados del tridngulo PQR.

AQR:

QR?> =QA? + PA>—2QA RA COSA\, aplicando el Teorema del Coseno

b2c2 c2p? bc

= + —2
(@+¢)?2 (a+b)? a+ca+b

COSA

sustituyendo los valores del principio calculados con el Teorema de la bisectriz.

PR?> = AP? + RA> — 2PA RA cos(A/2), aplicando el Teorema del Coseno

c2p? _ 2b2c?
(a+b)? (b+c)a+b)

_ 4b3c?
" (b+c)2

cos? (A/2) + cos? (A/2)

sustituyendo los valores del principio calculados con el Teorema de la bisectriz

_ 4b%c?(a—c) 5~ c?b?
= Brorarn) WA e

1+ cosA
2

2La férmula para el coseno del dngulo mitad es: cosA/2 =
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AQP:
QP2 = AP? + QA? — 2PA QA cosA/2, aplicando el Teorema del Coseno

b22 =N 2b2 2b22
_ 4b%c cos® (A/2) + ¢ ¢

_ 2(7
(b+c)2 @1 lhroaro s @2

sustituyendo los valores del principio calculados con el Teorema de la bisectriz

c2b?

(a+c)?

4b%c%(a—b)

_ 202
~(b+c)2(a+c) cos (4/2) +

Como sabemos que el tridngulo PQR es rectangulo en P tenemos:
QR* = PQ* + PR%.

sustituyendo el valor de cada lado tenemos:

4b%c?(a—b) 9 4b%c?(a—c) 27 /oy o DC Cb ~

mcos (A/2)+ mcos (A/Z) = 2a+c 4+ b COsA

2b2c2(1 +cosA)(a—b)(a+b) 2b%c2(1 + cosA)(a—-c)(a+c) _ b2c%(b + ¢)?
(b+c)2(a+c)a+b) (b+c)2(a+b)(a+c) (a4 (a+b)(Db+c)2

(1 + cosA)(a®— b+ a?—c?) = —(b + c¢)? cosA
2a% —b%—c?+(2a® — b2 —c2 + b2+ 2bc + ) cosA=0

2a% — b% —c? 4+ (2a® + 2bc) cosA= 0

Despejando el coseno de esta expresion tenemos:

~ —2a®+b%+c?

COSA =
2a2 + 2bc
~ —a?—a*+b%+c?
COSA =
2a2 + 2bc
2_12_ .2 T2 2
~ —a*—b*—c*+2bccosA+b°+c
COSA = , aplicando el Teorema del Coseno

2a2 + 2bc

. —a?+2bc cosA
COSA =
2a? + 2bc

cosA(2a% +2bc) = —a® + 2bc cosA

2a? cosA = —a?

-~ 1
COSA=——.
2

(II1.2)

COSA
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Entonces A = 120° y con esto demostramos que el tridngulo ABC es obtusdngulo.

Por otro lado sabemos que P = 90° por ser el tridngulo PQR rectangulo en P. Con lo que:
= P+A=210°
= R+Q=360°— (P +A)=360°—210° = 150°,

y con esto queda demostrado que en el cuadrilatero ARPQ la suma de sus angulos opuestos es constante. |

Ejercicio. 7.2. (2011, Ver 40 en las Referencias web)
Sean:

» ABC un tridngulo actitangulo® con A = 45°.

(1.2)

= P el pie de la altura por B.

Trazamos la circunferencia de centro P que pasa por C y que vuelve a cortar a AC en el punto X y a la altura
PB enelpunto?Y.

Sean r y s las rectas perpendiculares a la recta AY por P y X respectivamente y L y K las intersecciones de r
ys con AB.

Demuestra que L es el punto medio de KB.

SOLUCION.
Por COHStTUCCiéH tenemos:

PX =PY =PC, (II1.3)

por ser todos radio de la circunferencia.

Los triangulos PAY y PCB (son rectangulos en P por ser
PB la altura del tridngulo ABC) son iguales aplicando el
segundo criterio de igualdad de triangulos®™:

1. APY = BPC.

2. AP = PB por ser el tridngulo APB isésceles (tiene dos
angulos iguales: BPA = 90°, PAB = 45° y por tanto
PBA =180° —45° —90° = 45°)

3. PY =PC por (II1.3).

Entonces todos sus angulos y lados son iguales y en particular:

PAY = PBC. (I11.4)
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Por otro lado el tridngulo PYQ (rectangulo en Q por ser r perpendicular a AY) es semejante a APY por el
primer criterio de semejanza®".

1. Y/QTJ =YPA por ser ambos dngulos rectos.
2. PYA= P/YTQ por ser el mismo angulo.

Entonces todos sus dngulos son iguales y en particular:

YPQ = PAY. (IIL.5)
Entonces:
LPB =YPQ = PAY. (I11.6)

Por otro lado el segmento PL es paralelo a BC:

= Sinos fijamos en los tridngulos QPA y BCP respectivamente tenemos:
QPA = 180° — PAQ —AQP = 180° — PAY — 90° = 180° — PBC — 90° = 180° — PBC — CPB = BCP,
teniendo en cuenta (II1.3) y que los dangulos XQ\P y BCP son rectos.

Entonces los dngulos LPA = QPA y BCP son iguales, por lo que si desplazamos el segmento BC ha-
cia donde estd el segmento PL el angulo que forma con el segmento AC no varia.

Y a la misma vez los segmentos PL (recta r) y BC son paralelos a KX (recta s) por construccion, asi que
aplicando el Teorema de Thales*®, tenemos:

KL LB KB

= _2_57 (11.7)
XP PC XC
nos quedamos con la primera igualdad y tenemos:
KL LB
XP PC
PC LB
XP KL
PX LB orque PC = PX (véase (II1.3))
- = = Vi .
XP KL porq
LB
i |
KL
LB =KL.
O
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Ejercicio. 7.3. (2011, Ver 40 en las Referencias web)
En un tridngulo llamaremos:

» O al circuncentro® D,
= [ al incentro™?,

» r al radio de la circunferencia inscrita®?" .

Si la mediatriz"'V del segmento OI corta a la circunferencia circunscrita®? en L y LI vuelve a cortar en M,
demuestra que:
IM =2r. (111.8)

SOLUCION.

Sea R el radio de la circunferencia circunscrita, por lo que apli-
cando el Teorema de Euler*”) tenemos:

OI?> =R?>—2Rr. (111.9)

Sean T y Q los puntos de corte de la recta OI con la circunfe-
rencia circunscrita.

Considerando las cuerdas LM y TQ y aplicando la potencia® del punto I respecto a la circunferencia circuns-
crita, con respecto a ambas cuerdas, tenemos:

ILIM=1IT IQ. (Il1.10)
Sabemos que:

» JL =OL, por ser L un punto de la mediatriz de I0.

= OL =R, por ser O el centro de la circunferencia circunscrita y L estar en estd.

Entonces tenemos:
IL=0L =R. (I11.11)
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Por otro lado tenemos:
» IT=0I+ 0T =0I +R,
= [Q=0Q-0I=R-O0I
por ser OT y OQ radios de la circunferencia circunscrita.
Sustituyendo en (II1.10) estas dos igualdades tenemos:
ILIM=IT IQ
RIM = (OI +R)(R—0I) por (II..11)
RIM =R?—0I>
RIM =R?—(R?>—2Rr) por (II1.9)
R IM = 2Rr.

Despejando IM nos queda:
IM=—=2r. (I11.12)

O

Ejercicio. 7.4. (2010, Ver 40 en las Referencias web)
Determina los lados del tridngulo rectdngulo del que se conocen el perimetro® P = 96 y la altura’"® sobre

la hipotenusa h = 9?

SOLUCION.
Consideramos el tridngulo ABC rectangulo en A.

(1.13)

Tenemos que el drea del tridngulo se puede calcular

como:

h
n S= a? tomando como altura h y base a.

n S= CE tomando como altura b y base c.

Igualando ambas expresiones tenemos:

ah =cb. (1I1.13)
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Por otro lado como conocemos el perimetro tenemos que:
P=a+b+c=96—>b+c=P—a. (II1.14)
Elevando al cuadrado ambos miembros tenemos:
(b+c)?=(P—a) (1I1.15)
Desarrollamos:

b2+ 2bc + ¢ = P2 —2Pa + a?

b2 +2bc+a?—b?=P2—2Pa+a? aplicando Pitagoras*" en el tridngulo rectdngulo ABC
2bc = P?2—2Pa

2ah = P?>—2Pa utilizando (I11.13)

2a(h + P) = P?.

Despejando a tenemos:

p2
a=———--. 11.16
2(h+P) ( )
Como por el enunciado del ejercicio conocemos h y P tenemos:
962 9216
a= = = 40. (I11.17)
96 576
2 —+96 2—
5 5
Ya tenemos determinado el lado a, para determinar los lados b y ¢ basta con resolver la ecuacion:
22— (b+c)z+bc=0. (111.18)
Las soluciones de esta ecuacién seran los lados b y ¢ del tridngulo®.
La ecuacién es equivalente a:
22— (P—a)z+ah=0, (11I1.19)
usando (I11.14) y (I11.13).
Como conocemos a y P tenemos:
p? P% 96
22— (96— )z = =0—22—-562+768=0. (111.20)

2th+P)” 2+ P) 5

“La ecuacién 22 — (b +c)z + bc = 0 es cierta porque sabemos que los valores b y ¢ son soluciones de la ecuacién (z—b)(z—c) =0
equivalente a la anterior.
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Resolviendo la ecuacién tenemos las dos soluciones:

e 56+ +/562—4768 56++64 56+8

32, I11.21
2 2 2 ( )
— /562 — —/ —
_ 56 562 —4768 _ 56 64 _ 56—8 _ o4 (I11.22)
2 2 2
Entonces los lados del tridngulo son 40, 32 y 24. m|

Ejercicio. 7.5. (2008, Ver 40 en las Referencias web)
En el triangulo ABC, el drea® S y el dngulo C son conocidos. Halla el valor de los lados a y b para que el lado
¢ sea lo mds corto posible.

SOLUCION.
Por el Teorema del Coseno“® tenemos:

c2=a%+b%—2ab cosC
=(a—b)%+2ab—2ab cosC

=(a—b)*+2ab(1 —cosC).

Del 4rea "1 del tridngulo conociendo dos lados de un tridngulo y el 4ngulo que forman tenemos:
28

senC

1 ~
S = Ea b senC — ab = (I11.23)

Entonces:
2S

6(1 —cosC ), teniendo en cuenta el valor de ab (véase (I11.23)).
sen

c?=(a—b)*+2

Como (a—b)*>>01la expresién anterior serd minima cuando a = b, entonces volviendo a (II1.23) tenemos:

2S 28
a’>=-—"=—>b=a=\ —. (111.24)
senC senC

O

Ejercicio. 7.6. (2008, Ver 40 en las Referencias web)
Sean D, E y F los puntos de tangencia de la circunferencia inscrita®" al tridngulo ABC con los lados BC, AC
¥ AB respectivamente. Demuestra que:

4Sprr < Sagcs (I11.25)

donde Sy ; denota el drea® del tridngulo XY Z.
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SOLUCION.

Sea I el incentro™® del triangulo ABC. Tenemos que:
= I[D 1 BC,
s [E 1 AC,

m [F | AB,

por ser D,E y F los puntos de tangencia de la circunferencia
inscrita.

Por otro lado usando el area'"'® del tridngulo conociendo dos lados y el dngulo que lo forman tenemos:

1 ~ 1 -~

Sapc = EAB AC senA= Eb C senA, (111.26)

u
Sgir = EEI FI senEIF = Er senEIF, (I11.27)

u
Srip = EID IF senDIF = Er senEIF, (I11.28)

u
Sgip = EIE ID senEID = Er senEID. (I11.29)

Los 4ngulos Ay EIF son suplementarios® (al fijarnos en el cuadrilatero AFIE tenemos que IFA=IEA = 90°
por definicién de los puntos F y E, entonces A+ EIF = 360° —90° — 90° = 180°).

Entonces tenemos que:

senA = sen EIF , verificando una de las propiedades de los dngulos suplementarios®. (111.30)
Entonces: 5
S r
EE — (II1.31)
Sisc be

>Los angulos suplementarios son aquellos cuyas medidas suman 180°.
®El seno de dos 4ngulos suplementarios verifica: sen (180° —a) = sen a.

TFM: OLIMPIADAS MATEMATICAS SOBRE EL TRIANGULO Elisabeth Gonzalez



34

CAPR III. OLIMPIADAS LOCALES

Andlogamente tenemos:

S 2
2B _ T (I11.32)
Sipc ab
S 2
fp L (IIL.33)
SABC ca
Sumando estas tres fracciones tenemos:
S S S S (a+c+b
DEF _ 9EIF | 9FEID , OFID _ réla+c )_ (II1.34)
Sapc Sapc  Sapc  Sasc abc
Por otro lado:
» Usando el drea®'® en funcién del radio de su circunferencia inscrita y el semiperimetro(-!?):
+b+
S=pr=r (%) : (I11.35)
» Usando el drea®'® en funcién del radio de su circunferencia circunscrita:
abc
S=———>4RS =abc. (111.36)
4R
Sustituyendo estas dos ultimas igualdades en (III.34) tenemos:
S 2rS
ODEF _ 4I5S _ L (111.37)
Siszc 4RS 2R
Ahora aplicamos la desigualdad de Euler™4® (R > 2r):
S 1
DEF _ T T _Z (11.38)
SABC 2R 22r 4
Por lo que nos queda:
4SpEr < Sapc- (111.39)
Y la igualdad se verifica cuando ABC es equilétero. Area de ABC = 6.2
Como podemos ver en el dibujo de la derecha, el
area del triangulo chico es 1.55, que multiplica- m|

da por 4 da 6.2 (correspondiente con el drea del
triangulo grande).
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Ejercicio. 7.7. (2007, Ver 40 en las Referencias web)

Demostrar que un tridngulo, la distancia de un vértice cualquiera al ortocentro"?) es el doble de la distancia

(1.1)

del circuncentro al lado opuesto a ese vértice.

SOLUCION.

Sean:

= H el ortocentro del tridngulo.

O el circuncentro del tridngulo.

H’ el simétrico de H respecto del lado BC.

O’ el simétrico de O respecto del lado BC.

Como los tridngulos BPA y BCR son rectangulos por estar AP y CR en dos de las alturas? del tridngulo
ABC, ambos tridngulos tienen un dngulo recto. Si a esto le sumamos que ambos tridngulos también compar-
ten el angulo CBA tenemos que ambos triangulos son semejantes aplicando el primer criterio de semejanza
de tridngulos®.

Esto implica que también su tercer dangulo es igual, es decir:

BAP = RCB. (I11.40)

Equivalentemente mirando el dibujo podemos ver que la igualdad anterior es equivalente a:

BAH' = HCP. (I11.41)
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Y por otro lado sabemos de estos dos angulos que:
= BAH' = BCH' por abarcar ambos dngulos el mismo arco’.
= HCP =PCH’ por ser H' simétrico de H respecto de AB.
Entonces: o
BCH’ =PCH'. (Il1.42)
Y esto tltimo prueba que H’ esta en la circunferencia circunscrita’®? el triangulo.

Ahora tenemos dos igualdades:

1. Como H’ es simétrico de H, tenemos que:

OH'H =H'HO'. (II1.43)
2. Como HH’ y 00’ son dos paralelas (por estar dentro de la altural’*? y de la mediatriz(!'" respectiva-
mente) cortadas por la secante HO' tenemos que:
H'HO’ = 00'H, (II1.44)
por ser dngulos alternos internos ®.
Entonces por (1) v (2) tenemos que:
OH'H=H'HO’ =00’H. (111.45)

Por otro lado OAy OH’ son radios de la circunferencia circunscrita por ser A vértice del tridngulo y por estar H’
en dicha circunferencia (demostrado anteriormente). Entonces el tridngulo H'OA es isdsceles , lo que implica
que sus angulos OH’A = OH’H y H’AO = HAO son iguales.

Y teniendo en cuenta (II.45) la anterior igualdad se queda:
00’H = HAO. (IT1.46)
Ya hemos probado que los 4ngulos opuestos A y O’ en el cuadrildtero AHO’O son iguales, nos quedaria ver

que también los 4ngulos O y H son iguales. Tenemos:

1.
O’HA = 180° — H'HO' , por ser AP la altura del triangulo.

7Los 4ngulos inscritos>> que abarcan el mismo arco son iguales.
83e les llama angulos alternos internos a los que, en una transversal que corta a dos paralelas (o a dos rectas), son internos a las
rectas pero alternos en la transversal.
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O'OA=0'OH’ + H'OA
= OH'H + H'OA, por (I11.45)
= OH'H + (180° — 2@), por ser el tridngulo HOA isdsceles
— OH'H + (180° — 2@), véase el dibujo
= 180° —OH'H
=180°—H'HO’, por (IIL45).

Entonces el cuadrilatero AHO’O es un paralelogramo’.

Y por lo tanto por ser paralelogramo:
AH =00'. (I11.47)

Y como 00’ = 20Q por ser O’ simétrico de O respecto de Q tenemos:
AH = 20Q. (111.48)

O

Alternativa de uno de los Ejercicios internacionales

Ejercicio. 7.8.
Usando regla y compds construye el tridngulo ABC conocidas: h,, hy, y m., donde:

» h, esla altura? del tridngulo que parte del lado BC (véase (1.2)).
» hy es la altura del tridngulo que parte del lado AC (véase (1.2)).

= m, es la mediana del tridngulo que parte del vértice C (véase (1.4)).

SOLUCION. La construccion se podria realizar como sigue:
1. Dibujamos la mediana m, y trazamos una circunferencia que pase por sus extremos.

2. Con centro en el pie de la mediana M_, trazamos dos circunferencias, una con radio la semidistancia de
H, (que llamaremos c1) y otra con la semidistancia de H;, ( que llamaremos c2).

°Si ambos pares de angulos opuestos de un cuadrildtero son congruentes, entonces el cuadril4tero es un paralelogramo.
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3. Estos circunferencias cortaran a la circunferencia en dos puntos cada una. Nos quedaremos con un punto
de cada. Tomaremos el punto superior de la c1 (que lo llamaremos P) y el punto inferior de la c2 (que
lo llamaremos O).

4. Trazaremos una paralela al segmento CO a la distancia Hj,. Donde esta paralela corte al lado CP, estarda
el vértice B buscado.

5. Trazaremos una paralela al segmento CP a la distancia H,. Donde esta paralela corte al lado CO ten-
dremos el vértice A buscado.

6. Como el vértice C lo tenemos, queda determinado el tridngulo ABC.
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Olimpiadas Nacionales

8. Problemas

Ejercicio. 8.1. (Pamplona, 2011, Ver 40 en las Referencias web)
Sea ABC un triangulo con B =2C y A> 90° Sean:

= D: punto de la recta AB tal que: CD_1AC.

= M: punto medio de BC.

Demuestra queAJ/V[\B =DMC.

SOLUCION.

La recta que pasa por Ay es paralela a BC corta a DM y a DC en los puntos N y F respectivamente.

Tenemos:
AN DN
= (IV.1)
BM DM

aplicando el Teorema de Thales*?) al tridngulo DBM, y tenemos:
DN NF
— = (v2)
DM MC

aplicando el Teorema de Thales*? al tridngulo MDC.
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Combinando las dos tltimas igualdades tenemos:

AN DN NF
— == (IV.3)
BM DM MC

BM = MC por ser M el punto medio, por lo que AN = NF. Esto implica que NC es la mediana del tridngulo

AFC (triangulo rectangulo por CD_LAC). Entonces aplicando el Corolario 1 del Teorema de Thales*" tene-
mos que NC =AN.

22 de septiembre de 2014 Curso 2013-2014.



SEC. 8. PROBLEMAS 41

Esto ultimo implica que el tridngulo AN C es isdsceles, entonces:

NAC = 1\767&, por ser ANC isdsceles

= A/C§, por ser NCA y ACB 4ngulos alternos internos'.

Entonces: -
NCB = 2ACB =ABC, (Vg

donde en la tltima igualdad se utilizo la hipétesis: B = 2C.
Por otro lado como AN||BC (por construcciéon) tenemos que el cuadrildtero ABCN es is6sceles.
Entonces los otros dos lados del trapecio isésceles son iguales (AB = N C) por definicién de trapecio isésceles 2.

Entonces por:
= AB = NC, por ser los lados iguales del trapecio isésceles anterior.
« NCB =A/BSE, por (IV.4).
= BM = MC, por ser M el punto medio de dicho segmento.

podemos usar el tercer criterio de igualdad de tridngulos®® y tenemos que:

ABM =NMC, (IV.5)
por lo que:
AMB=NMC =DMC. (IV.6)

La tultima igualdad podemos verla claramente en el dibujo.

Entonces ya tenemos lo que queriamos demostrar:

AMB = DMC. (IV.7)

Ejercicio. 8.2. (Torrelodones, 2007, Ver 40 en las Referencias web)
Sea O el circuncentro™' de un tridngulo ABC. La bisectriz"®> que parte de A corta al lado opuesto en P.

Probar que se cumple:
AP? + 0A*> —0P? = bc. (IV.8)

!Se les llama angulos internos a los que, en una transversal que corta a dos paralelas (o a dos rectas), son internos a las rectas
pero alternos en la transversal.
2Un trapecio isésceles es el que tiene los lados no paralelos de igual medida
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SOLUCION.

Dibujamos la circunferencia circunscrita®? al tridngulo
ABC vy prolongamos AP hasta que corte con dicha
circunferencia. A este punto de corte le llamamos M.

Por otro lado tenemos que:

» ACB =AMB por estar inscritos®> en el mismo arco
(véase (2.5)).

= BAM = CAM por definicién de bisectriz.

Entonces los tridngulos ABM y APC son semejantes por
el primer criterio de semejanza®), y esto implica que:

c AM
—_— = . IV.
AP b (V9)

Despejando cb tenemos que:

cb =AM AP

= (AP + PM)AP, descomponiendo AM =AP +PM

= AP% + PM AP

= AP? + (0A®> —0OP?), por ser PM AP potencia de P respecto de la circunferencia, (véase (6))

= AP? + OA®> — OP2.
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Ejercicio. 8.3. (Sevilla, 2006, Ver 40 en las Referencias web)
Sea ABC un triangulo isdsceles con AB = AC y P un punto cualquiera de la circunferencia tangente a los lados
AB enB yAC enC.

Pongamos a, b, ¢ las distancias desde P a los lados BC, AC y AB respectivamente. Probar que:

a’ = bc. (IV.10)

SOLUCION.

Pongamos:
= m=PByn=PC.

= Sean Q,R,S las proyecciones de P sobre los lados
BC, AC y AB respectivamente.

= Sea P’ el punto diametralmente opuesto a P.

Vamos a demostrar que PBP’ y PBS son semejantes:
= Ambos tridngulos son rectangulos por los que ambos tienen un angulo recto, en concreto:

PSB = PBP'. (v11)

= Sinos fijamos en el tridngulo BPB:

1. Llamamos u = P’PB = OPB donde O es el centro de la circunferencia y a la misma vez vamos a
tener en cuenta que OBP = OPB = u por ser el tridngulo OBP isésceles, (OP = OB).

2. Entonces el &ngulo que nos queda por conocer de este tridngulo es PP/B = 180°—90°—u = 90°—u.

3. Sinos fijamos ahora en el tridngulo SBP tenemos que PBS = OBS—OBP = 90° —u, por tanto este
angulo es igual a PP’B.

Entonces los tridngulos PBP’ y PBS son semejantes aplicando el primer criterio de semejanza de tridngulos®1:

2
U (IV12)
C m
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de donde se tiene que:
m? = 2cr.

Andlogamente se puede demostrar que los tridngulos PCP’ y PRC son semejantes y obtenemos:

de donde se tiene que:
n? = 2br.

(I1.10)

Por otro lado aplicando el Teorema del Seno al tridangulo PBC tenemos:

n
2r= ———,
sen PBC
de donde se tiene:
—— n
senPBC = —.
2r

Y del tridngulo rectangulo PQB obtenemos:

— a
sen PBC =senPBQ = —,
m

de donde se tiene despejando a:
a=senPBCm

nm
= —, por (IV17).
2r

Si elevamos al cuadrado:

2,2
PR

T arz

_ 2cr2br

a2 por (IV.13) y (IV.15)
r

= bc.

(IV13)

(Iv1i4)

(IV15)

(IvV16)

v1i7)

(IV18)
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Ejercicio. 8.4. (Santiago de Compostela, 2005, Ver 40 en las Referencias web)
En un tridngulo de lados a, b, ¢ donde el lado a es la media aritmética de b y c. Probar:

1. 0° <A< 60°.

2. La altura relativa al lado a es tres veces el inradio®" r.

3. La distancia del circuncentro®? al lado a es: R — r (donde R es el radio de la circunferencia
circunscrita®?).

SOLUCION.

1. Por la desigualdad tridngular*® tenemos:

b+c

m b<a+c= 5 + ¢, de donde se tiene que:
b
—<3. (Iv19)
c
b+
m c<a+b= ¢ + b, de donde se tiene que:
b_1
-= . (Iv.20)
c 3
Entonces tenemos:
1 b
-<-<3 (Iva1)
3 ¢

Por otro lado por el Teorema del coseno (4.6) tenemos:

2

~ c+b —~
a’=b%+c2—2bccosA= + c2 —2bc cosA,

de donde despejando cosA se tiene:

. —3b%2—3c%+2b
COsA = ¢ < (IvV22)
—8bc

o . . b
Dividimos por ¢? numerador y denominador, llamamos por comodidad x = — y obtenemos:
c

—3x?+2x—3 3x*—-2x+3 3 1 3

flx)= cosA= —X——+— con <3. (v23)

1
—8x 8x 8" 4 8x 3
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Tenemos que:

9 1 1
N==—-t-=1,
" =575 %
3 3
/ —_— e ——
FE) =325
: s 3 1 3 1
de donde igualando a cero obtenemos que hay un minimo en x =1 ( f()= 372 + i 5)
Entonces nos queda:
1 —~
3 <cosA< 1. (v.24)
Anélogamente:
0° <A< 60°. (1V25)

2. Designando:

= A,By C a los vértices opuestos a los lados
a, b y c, respectivamente.

I al incentro™-?,

h, ala altura’"? correspondiente al lado a.

S al area® del tridngulo.

(1.12)

p al semiperimetro

r al inradio® D,

Tenemos:

S=pr, ver (1.14)

+b+
= %r, ver semiperimetro (1.12)
a b+c
= (— + a) r, usandoa=
2 2
3a
=—r
2
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1
S= Eaha, ver (1.13).

Igualando ambas férmulas tenemos:

h, = 3r. (IV.26)

3. Sea d, la distancia entre el circuncentro:-") y el lado a.

En el tridngulo rectangulo SOC sabemos por el Teorema de Pitdgoras‘*? que:
2 2, (@)
e=a+ (2], v27)
de donde se tiene:
a2
d>=R*— 7 (IV.28)

Por otro lado en el tridngulo rectdngulo AIT tenemos:

tanX/\Z =L
AT

= ——, ver propiedad de la circunferencia inscrita (2.1)

J

p—a
- : semiperimetro (1.12)
= atbtc—2a’ ver semiperimetro (I.
2
. r _r _2r
=— =g==
——+a =
2 2
Por lo que nos queda:
—= 2r
tanA/2 = —. (IV:29)
a
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Ahora tenemos:

R = a o usando el Teorema del Seno generalizado en el tridngulo ABC (I1.10)
sen
= ;/\, véase el seno en funcién de la tangente del 4ngulo mitad *
2tanA/2
—2
1+ (tanA/Z)
——\2
1+ (tanA/Z)
=a————
2tanA/2
()
1+ =
a
=a——5 —, Ppor (IV.29).
2_
a
a’+4r?
a2 a®+4r2  a?
=a = =—+r.
4r ar 4r
a

Por lo que tenemos:
2

QZ =r(2R—r). (IV.30)

Volviendo a (IV.28) y sustituyendo (IV.30) tenemos:

d>=R*—2Rr+r?=R—-r)% (IV31)
de donde se tiene:
d,=R-—r. (Iv32)
2tanX/\2

% Seno en funcién de la tangente del 4ngulo mitad: senA = —-
1+ (tana/2)
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Vamos a ver otra solucion de este apartado sin usar trigonometria.

Sea S la interseccion de la bisectriz de A con la mediatriz de a
(que esta en el punto medio del arco BC).

Y sean P, P2 y P3 los puntos de tangencia de la circun-

ferencia inscrita®! en el tridngulo y los lados a,c y b,

respectivamente.

Usando una propiedad de la circunferencia inscrita®" llamamos:
= x =PB=BP2
m y=CP=CP3
s z2=AP2=AP3

y tenemos:

b+c S
= a=x+y=T, por ser a la media aritmética de by c.

" b=y+z—-oy=>b—z

B C=Z2+X—>Z=C—X

Entonces tenemos:

b+
x= 2 c_ y, despejando x en (3)

b+

= C b+ Z, sustituyendo y por su valor (3)
b+c .

= 5~ b+c—x, sustituyendo z por su valor (3)

_b+c—2b+2c

B 2

Despejando x se tiene:
_3c—b

4

X

Aplicando el Teorema de la bisectriz*” al tridngulo ABC tenemos:

c_BQ
b CQ°

(IV.33)

(Iv.34)
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Sabemos que:

b+
BQ+CQ=a=—-
Dividimos por BQ y aplicamos (IV.34):
b b+c
1+—= .
¢ 2BQ
Despejamos BQ y nos queda:
c
BQ =-.
Q 2
= Como BA’ es la mitad de a:
, a b+c
BA = - =
2 4

Vamos a calcular:

(IV.35)

(IV.36)

(Iv37)

(IV.38)

QA —PQ = (BA'—BQ)—(BQ—BP), (véase el dibujo)

_b+c
4

b+c c(b+c) 3c—b
= — —+ 5
4 2(b+¢) 4

_ b+c—4c+3c—b
B 4

=0.
Por lo que QA' = PQ.

Y como:

= TPQ=QA'S = 90°.

» IQP =AQS por ser dngulos alternos internos *.

- 2% +x, usandose (IV37) y (IV38)

usandose (IV.38)

Entonces con por las tres tltimas igualdades tenemos que los tridngulos PIQ y AS’Q son iguales por el
primer criterio de igualdad de tridngulos®, por tanto A’S = IP = r, de donde queda finalmente:

OA' =0S—A'S=R—r.

(IV.39)
O

“Se les llama 4ngulos internos a los que, en una transversal que corta a dos paralelas (o a dos rectas), son internos a las rectas

pero alternos en la transversal.
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Ejercicio. 8.5. (Canarias, 2003, Ver 40 en las Referencias web)
Las alturas""? del tridngulo ABC se cortan en el punto H. Se sabe que AB = CH. Determinar el valor del

dngulo BCA.

SOLUCION. Distinguimos tres casos:

C < 90°: Llamemos A’ y C’ alos puntos en los que las alturas de Ay C cortan al lado opuesto respectivamente.
Tenemos:
» Eldngulo CHA' =AHC porque son angulos opuestos por
el vértice®.

» En el tridngulo CA'H el angulo CA'H es recto, entonces
el angulo HCA’ =180°—90° —a =90° —a.

» En el tridngulo AHC’ el dngulo HC'Aes recto, entonces
el angulo HAC’ = 180° —90° —a = 90° —a.

“Dadas dos rectas r y s, del plano, que se cortan en el punto P, dos dngu-
los se dicen opuestos por el vértice cuando los lados de uno son semirrectas
opuestas a los lados del otro. Dos dngulos opuestos por el vértice son con-
gruentes.

Por otro lado tenemos:

El angulo HAC' es igual al angulo AAB del triangulo
rectdngulo A’AB, entonces:

A'BA = 180° — 90° — HAC’ = 180° — 90° — (90° — a) = a.

Entonces los tridngulos CHA' y A’AB son iguales aplicando el primer criterio de igualdad de tridngulos®
(CH = AB por ser una condicién del enunciado y los angulos adyacentes de los lados CH y AB son igua-
les).

Por tanto todos los lados son iguales, en particular AA’ = CA’.
Si calculamos la tangente del dngulo C en el tridngulo AA’C tenemos:

/
tanC =

=1. V.40
A (IV40)

Andlogamente:
C = 45°. (1v41)
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C > 90°: Vamos a razonar andlogamente al apartado anterior. Llamemos A, B’ y C’ a los puntos en los que
las alturas de A, B y C cortan al lado opuesto respectivamente, tenemos:

= El dngulo A'CH = C'CB porque son angulos opuestos
por el vértice”.

» En el tridngulo CA’H el angulo CA'H es recto, entonces
el angulo A/HC = 180° —90° —a = 90° —a.

» En el tridngulo CC’H el angulo CC'H es recto, entonces
el angulo C/BC = 180°—90° —a =90° — a.

?Dadas dos rectas r y s, del plano, que se cortan en el punto P, dos dngu-
los se dicen opuestos por el vérticeangulos!opuestos por el vértice cuando
los lados de uno son semirrectas opuestas a los lados del otro.Dos angulos
opuestos por el vértice son congruentes.

90°-q

Por otro lado tenemos: i / e
El angulo C'BC es igual al 4angulo ABA' del triangulo
rectdngulo AA’B, entonces:

BAA’ = 180° —90° — C/BC = 180° — 90° — (90° — @) = a.

Entonces los tridngulos AA’B y A’CH son iguales aplicando el primer criterio de igualdad de tridngulos®
(CH = AB por ser una condicién del enunciado y los angulos adyacentes de los lados CH y AB son igua-
les).

Por tanto todos lados son iguales, en particular AA’ = CA'.

Si calculamos la tangente del angulo ACA en el triangulo ACA’ tenemos:
/

——  AA
tanACA' = — =1 (IvV42)
CA

Por tanto por una de las propiedades de dos dngulos suplementarios tenemos:

tan (C) = tan (180° —ACA") = —tan (ACA)) = —1 (IV43)
“La tangente de dos 4ngulos complementarios verifica: tan (180° — a) = —tana.
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Andlogamente:

C =135° (Iv44)

C = 90°: En este caso C coincide con H.

Por lo que CH = 0.

Como AB # 0, entonces este valor de C no puede darse,
por lo que este caso no es valido.

Ejercicio. 8.6. (Ciudad Real, 2004, Ver 40 en las Referencias web)
Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que, en el tridngulo ABC, la mediana’"® desde B sea
dividida en tres partes iguales por la circunferencia inscrita®" en el tridngulo, es:

b c

a
a_b_°¢ V45
5 10 13 (I32)

SOLUCION.

1. Primero demostraremos la condicion necesaria.

Partimos de un tridngulo ABC tal que la mediana CK
(donde K es el punto medio de AC) corte a la circunfe-
rencia inscrita en dos puntos M y N tales que:

BM = MN = NK =x. (IV.46)

Sea T el punto de tangencia de la circunferencia inscrita
y el lado BC.

En el tridngulo se verifican las siguientes relaciones:

a+c—b=2BT. (v47)

(Férmula que deducimos directamente de la propiedad de la circunferencia inscrita‘®").
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2a® + 2¢? — b% = 4BK>. (IV.48)

Férmula de Apolonio™? correspondiente a la mediana del lado b y multiplicada por dos. Y como
BK = 3x (véase (IV.46)), tenemos:

2a% +2c% — b% = 4(3x)? = 36x2. (IvV49)

La potencia del vértice B respecto de la circunferencia inscrita se puede escribir de dos maneras teniendo
en cuenta el apartado (6) con su caso especial.

BT?> =BMBN. (IV.50)
Con lo que tenemos:

BT2=BMBN

+c—b)?
(%) =BMBN, sustituyendo el valor de BT (IV.47)

(a+c—b

2
2 ) = x2x, teniendo en cuenta (IV.46).

Con lo que nos queda:
(a+c—b)*=8x2 (IV.51)

En el triangulo ABC, los puntos B y K estan igualmente alejados del centro de la circunferencia inscrita.
Demostrémoslo:

a) Trazamos la perpendicular a BK que pasa por I.
b) Llamamos H al punto donde esta perpendicular corta a BK.

¢) Entonces los tridngulos rectangulos en H (IHK,IHB) son semejantes aplicando el tercer criterio
de semejanza de tridngulos® " por tener el lado IH comtn y el lado BH = KH (por ser IH perpen-
dicular a un arco de la circunferencia®) y ademds el 4ngulo comprendido entre los lados iguales
ser igual.

Entonces todos los lados son iguales, en particular BI = K1I.

a) Ellado IC es comun en ambos tridngulos.
b) BI =KI (lo acabamos de demostrar).
c) CIB =El?porquef1—ﬁ=ﬁ

d) Entonces los triangulos CKI y CIB son semejantes aplicando el tercer criterio de semejanza de
triangulos®.

SCualquier recta perpendicular que pase por el punto medio de cualquier cuerda de una circunferencia pasa por el centro de dicha
circunferencia.
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Entonces todos los lados son iguales, en particular BC = KC. Por lo que tenemos:

b =2a. (IV.52)

Sustituyendo esta tltima igualdad en (IV.49) y (IV.51) tenemos:

n 2a% +2¢% —4a® = 36x2.

Simplificando y dividiendo entre dos tenemos:

22— 2
2—a®>=18x> > x%= 15 (IV.53)
» (a+c—2a)®=8x2
Simplificando tenemos:
2 2 5 _ (c—a)
(c—a)*=8x"—>x“= g (IV.54)
Igualando las dos igualdades de x? tenemos:
c?—a? _ (c—a)?
18 8
y nos queda:
+
E_Z = %. (IV55)
Porque sabemos que ¢ — a # 0 y haciendo célculos nos queda:
13
2 == (IV56)
Uniendo esta ultima igualdad con (IV.52) tenemos:
b
% = 5= 16—3 (IV57)

2. Ahora demostraremos la condicion suficiente.

Podemos suponer sin perdida de generalidad:

mqg=
= b=10
m c=13
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VA A% Y igui i i v
Antes de empezar con este apartado vamos a resolver el siguiente sistema (que tiene que ver con una
propiedad de la circunferencia inscrita®1):

xX+y=5
y+2=10 } donde: x =BT =BT3,y=CT =CT2yz=AT2=AT3,
z+x =13

cuya soluciénes: x =4, y=1yz=9.
Estos valores los usaremos mas tarde para terminar el apartado.

Ahora sustituyendo en las férmulas (IV.48) y (IV.49) usadas en la condicién necesaria tenemos:

a+c—b=2BT - 8=2BT —» BT =4 — BT? =16. (IV.58)
2a? + 2¢? — b%> = 4BK? — 50 — 100 + 338 = 4BK? — 4BK? = 288 — BK = 6+/2. (IV.59)
Resumiendo tenemos:
BK =642, (IV.60)
y
16 = BT? = BMBN. (IV.61)

Si calculamos el semiperimetro"'? tenemos que p = 14 y usando esto calculamos la superficie® del
tridngulo mediante la férmula de Herén"49:

S = /14(14—5)(14—10)(14— 13) = 6+/14. (V62)

Despejando r (radio de la circunferencia inscrita) de la férmula el area"'® de un tridngulo en funcién
del radio de su circunferencia inscrita tenemos:

1
L_S_6v/14 _ 6 (IV63)

p 14 /14
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El tridngulo BCK es isdsceles por ser BC = CK (véase (1)) y CI comun, entonces la bisectriz del dngulo
C es también altura®. Llamemos H al pie de dicha altura.

Consideremos el tridngulo rectangulo BIT en el angulo BTI por ser T el punto de tangencia de la
circunferencia inscrita, entonces aplicando el Teorema de Pitdgoras*! :
BI>=BT?+CI?
=r2 + 42

36
=1 + 16, teniendo en cuenta (2)

_ 130
0

Por otra parte el tridngulo es rectdngulo BIH en el dngulo THB por ser CH la altura del tridngulo CBK.
Entonces aplicando el Teorema de Pitagoras.

BI? = HB? + HI?. (IV.64)

Por lo que:
HI? =BI?>—HB?

130
= 7 —HB?, por (2)

130
==~ (BK/2)?, por ser H el punto medio de By K

130
= — - (3v/2)%, por (IV.59)

Y finalmente en el tridngulo IHM aplicando Pitagoras y (2):

36
HM? =IM?—IH?=—— 4_ 2. (IV.65)
14 7

5En un tridngulo isésceles la bisectriz del angulo opuesto a la base, es perpendicular a la base. La bisectriz coincide con la altura
correspondiente al lado AB.
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Como H es el punto medio de M y N tenemos que MN = 2+/2, y por otro lado tenemos:

BM =BH—-MH
= (BK/2)—MH
=3+v/2—MH, usando (IV59)
=34/2—4+/2, usando (2)
=2v2.

KN =KN—-MH
= (BK/2)—NH
=3+/2—NH, usando (IV59)
=34/2—4+/2, usando (2)
=2v2.

Por tanto queda demostrado que BM = MN = NK.

Ejercicio. 8.7. (Girona, 2009, Ver 40 en las Referencias web)
Sean:

» ABC un tridngulo acutdngulo’ .
s [ el centro de la circunferencia inscrita®? .
» r el radio de la circunferencia inscrita.

= R el radio de la circunferencia circunscrita®? .

Se traza la altura’-? AD = h, con D perteneciente al lado BC.
Demuestra:

DI? = (2R—h,)(h, — 2r). (IV.66)
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SOLUCION. Sean:
= E y M las proyecciones ortogonales de I sobre BC y AD respectivamente.

= F el punto de tangencia de la circunferencia inscrita con el lado AC.

Entonces si nos centramos en el tridngulo rectdngulo AFI tenemos:

A
sen(—) = L, (IV.67)
2 Al

por ser Al una bisectriz del tridngulo ABC (al ser I el incentro™?),

Por otro lado vamos a usar dos formulas diferentes para el area del triangulo ABC.
(19 en funcién del inradio:

1. Vamos a despejar r de la férmula del drea
S
(IV.68)

2. Vamos a usar la férmula del drea’'® conociendo dos lados y el angulo que lo forman:

b A
g besen

2
1+ tan%)
= 5 véase el seno en funcién de la tangente del angulo mitad ®

A
sens
cos ‘% bc sen ‘% cos

bc )

[SThS

— A4
=bcsenscoss.

sen? ’% cos ’%
1+

24
Cos? 5

Sustituyendo primero este valor de r y luego el de S en (IV.67), y despejando Al en la misma tenemos:

bc sen%cos‘% bc cos‘%
- - = . (IV.69)
p sens p
Elevamos esta expresion al cuadrado:
) b2 ¢? cosz‘%‘
Al° = > (IV.70)
p
2tanX/\2

8Seno en funcién de la tangente del éngulo mitad: senA = —-
1+ (tana/2)

Elisabeth Gonzalez
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Ahora teniendo en cuenta que:

cos?A/2 = %. (V71)
tenemos:
b2 2 p(p—a)
b —
A2 = = bc _ C(Pp a)‘ (IV72)

Ahora también vamos a tener en cuenta otra serie de cosas:

» Despejando el semiperimetro de la férmula del drea’!? del tridngulo en funcién del inradio tenemos:

S
p=-—. Iv73)
r
= Despejando la base a de la férmula clasica del area’'® del tridngulo tenemos:
28
a= av.74)
h,
= Haciendo calculos en la férmula del drea ' del tridngulo en funcién del circunradio tenemos:
abc
S=—
4R
b
ah, = ace
4R
Despejando bc tenemos:
bc = 2Rh,,. (IV.75)

Entonces sustituyendo estas tres ultimas expresiones la expresién (IV.72) tenemos

AL% = be(p—a)

= 2R(h, —2r).
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Como el cuadrildtero IEDM es un rectangulo (MD = IR = r), aplicando el Teorema de Pitagoras 1) a ADI,

tenemos:
DI? = h2 + AI* — 2h,AM

= h% + AI* — 2h,(h, —MD), observando el dibujo
= h2 + 2R(h, —2r) —2h,(h, —r), teniendo en cuenta (8)

= (2R—h,)(h, —2r).

Ejercicio. 8.8. (Murcia, 2001, Ver 40 en las Referencias web)
Sea P un punto interior del tridngulo ABC, de modo que ABP verifica AP = BP.

Sobre cada uno de los otros dos lados se construyen, exteriormente, tridngulos BQC y CRA, semejantes al
triangulo ABP, cumpliendo BQ = QC y CR = RA respectivamente.

Probar que los puntos P, Q, C y R, o estan alineados, o son los vértices de un paralelogramo.

SOLUCION.
Veamos que los tridngulos ABC y PBQ son semejantes aplicando el tercer

criterio de semejanza®D:

» ABP = EB\Q por ser los tridngulos APB y BQC semejantes. Sumamos
la misma cantidad a ambos miembros:

ABP + PBC = CBQ + PBC.
Entonces tenemos:
ABC = PBQ.
= Y ademas los lados que forman dichos dngulos son proporcionales:

BP
= E, por ser los tridngulos APB y BQC semejantes.

c

a
Entonces ABC y PBQ semejantes, y por ello tenemos que todos sus dngulos
son iguales, en particular:

BQP = ACB. (IV.76)

Andlogamente tenemos que ABC es semejante a APR siguiendo el mismo razonamiento. Entonces todos sus
angulos son iguales y en particular:
ARP = ACB. av77)
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Entonces si unimos estas dos semejanzas de triangulos tenemos que los tridangulos PBQ y APR son semejantes
y como PB = PA, entonces todos sus lados tienen que ser iguales y por ello los tridngulos son iguales por el
tercer criterio de igualdad de triangulos®®.

Por otro lado vamos a llamar a = BAP = ABP por ser ABP isdsceles al tener dos dngulos iguales. Enton-
ces tenemos que los cuatro angulos del paralelogramo miden:

Tenemos que los dngulos opuestos del cuadrildtero PQCR son iguales, entonces PQCR es un paralelogramo”.

QCR=C +2a.

QPR = 360° —APB —APR — BPQ

= 360° — (180° — 2a) —APR — BPQ,

teniendo en cuenta que APB + BAP + PBA = 180°.

=2a+ (180° — B —A),

por la igualdad de los angulos de los triangulos semejantes ABC, BPQ y APR

=2a+C

teniendo en cuenta que A+ B + C = 180°

PRC = 180° — 20 — ARP

=180°—2a—C.

PQC = 180° — 2a — BQP

=180°—2a—C.

9

La alineacion es un caso particular y se producird cuando:

. 180°—C
C+2a=180° - a= — (IV.78)

°Si ambos pares de angulos opuestos de un cuadrildtero son congruentes, entonces el cuadril4tero es un paralelogramo.
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Capitulo V

Olimpiadas Internacionales

9. Problemas

9.1. Segunda Olimpiada Internacional de Matematicas,1960 (Rumania)

La segunda Olimpiada Internacional de Matematicas se celebrd del 18 al 25 Julio de 1960 en las ciudades de
Sinaia y Bucarest.

Los paises participantes fueron: Bulgaria, Checoslovaquia, Alemania Oriental, Hungria y Rumania.

Ejercicio. 9.1. (Hungria,[2, Enunciado, solucion: pag 12,15, Ejercicio 2.4])
Usando regla y compds construye el triangulo ABC conocidas: h,, hy, y m,, donde:

= h,: altura™? del tridngulo que parte del lado BC.
» hy: altura del tridngulo que parte del lado AC.

» m,: mediana"* del tridngulo que parte del vértice A.

SOLUCION.
Denotamos:
= AH =h,.
u BK = hb'

n AD =m,.
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En el triangulo ADC sea L el pie de la altura que parte del lado AC, hy.

Entonces:

1. ALD es un triangulo rectdngulo por la definicién de altura.
2. Consideremos los triangulos ADC y ABC. Entonces:

= El drea del tridngulo ADC es la mitad que la del tridngulo ABC, (véase la propiedad de la mediana

(1.4)).

= Tomemos como base de ambos tridngulos el lado AC.

Entonces la altura del triangulo ADC debe ser la mitad que la del tridngulo ABC.

Por lo que una construccién del triangulo ABC puede ser la siguiente:
» Trazamos una recta: [.
= Tomamos un punto de larectal: D €.
» Trazamos una recta paralela a [ y a la distancia h, de [: I'.

= Dibujamos la circunferencia de centro D y radio m, siempre que h, < m, y obtenemos dos puntos de
corte de la circunferencia con la recta I’: Ay A'.

= Nos quedamos con el punto A.

= Dibujamos otra circunferencia con didmetro AD de centro el punto medio de Ay D y radio =

L e . . - hy . h
= Inscribimos en esta dltima circunferencia el triAngulo ADL con DL = ?b siempre que ?b <m,.

= Alargamos el lado AL del triangulo ADL hasta que corte con la recta [. El punto de corte es el punto C.

= Elpunto D es el punto medio de By C. Por lo que calculamos el simétrico de C respecto de D y obtenemos
el punto B.

= Asi queda determinado el tridngulo ABC.
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O

Si el ejercicio en lugar de dar la mediana que parte del vértice de A, diera la que parte de C, el ejercicio seria
mucho mas fécil y lo podriamos poner como nivel local. Por lo que podemos encontrarlo en el capitulo de
Problemas de Olimpiadas a nivel local (7.8.).

9.2. Tercera Olimpiada Internacional de Matematicas, 1961 (Hungria)

La tercera Olimpiada Internacional de Matematicas se celebr6 del 18 al 25 de Julio de 1961 en las ciudades
de Budapest y Veszprém.

Los paises participantes fueron: Bulgaria, Checoslovaquia, Alemania Oriental, Hungria, Polonia y Rumania.

Ejercicio. 9.2. (Alemania oriental,[ 2, Enunciado, solucion: pag 21,23, Ejercicio 3.4])

Sea P, P,P; un tridngulo y P un punto interior del mismo.

Denotamos a Q1,Q, y Q5 los puntos de interseccion de P, P, P,P, P3P con los lados opuestos P,P;, P3P, P, P,,
respectivamente.

P1
Demuestra que entre estas tres relaciones: 03
Q2
2

P,P P,P P;P

PQ," PQ," PQj’
existe una mayor o igual que dos y otra menor o
igual que dos.
suatq P2 a1 P3
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SOLUCION. Sean:

= G el baricentro!’-* del tridngulo P, P,P;.

= R; el punto de interseccion de P;G con el lado opuesto respectivamente, i = 1,2, 3.
Distinguimos dos casos:

1. P =G. Entonces Q; = R;, por lo que tenemos:

P\G PG PG

= = 2, véase la propiedad de la mediana (1.4).
GR, GR, GR,

P1

R3 R2

P2 R1 P3

2. P # G. Entonces P es un punto interior de los seis tridngulos que determinan las medianas, pertenece a
una de las medianas o es un punto del borde de dichos triangulos.

Suponemos que P € int(P; GR,). Entonces:
= Sea S el punto de intersecciéon de P,Q; y la paralela a P,P; que pasa por el punto G.
PP _PS _ PG _
PQ; SQ; GRy

donde la primera igualdad se da por ser los tridngulos P;GS y P;R;Q; semejantes por estar en
posicién de Thales® D y la tltima igualdad por una propiedad de la mediana?.

2,

P2 Q1 P3
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b,p b,G
> —— = 2,
PQy GRy

donde la igualdad vuelve a darse por la misma propiedad de la mediana®?.

P1

En el caso de que el punto P estuviera dentro de otro de los triangulos, la demostracion seria andloga.
Supongamos que P esté en el borde del tridngulo P;GR, (es decir, en la mediana del triangulo que
parte de P;). Entonces Q; =R, y por tanto:

P,P PG
E— > — =2
PR, ~ GR,

2

donde la igualdad vuelve a darse por la misma propiedad de la mediana.

P1

P2 R1 P3

O

9.3. Sexta Olimpiada Internacional de Matematicas, 1964 (URSS, Union de Republicas So-
cialistas Soviéticas)

La sexta Olimpiada Internacional de Matematicas se celebré del 30 de Junio al 10 de Julio de 1964 en las
ciudades de Moscu.

Los paises participantes fueron: Bulgaria, Checoslovaquia, Alemania Oriental, Hungria, Mongolia, Polonia,
Rumania y Yugoslavia.
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Ejercicio. 9.3. (Yugoslavia,[ 2, Enunciado, solucion: pag 39,41, Ejercicio 6.3])

SeaABC un tridngulo y a, b, ¢ las longitudes de sus lados. Las rectas tangentes a la circunferencia inscrita>' en
el tridngulo, las cudles son paralelas a los lados, dividen a ABC en tres pequeiios triangulos. En cada tridngulo
pequefio consideramos la circunferencia inscrita.

Calcula la suma de las dreas de las cuatro circunferencias inscritas.

SOLUCION.

Sea KL la recta tangente a la circunferencia inscrita del tridngulo
ABC, la cudl es paralela al lado BC y sea r, el radio de la circunfe- )
rencia inscrita en el tridngulo AK L.

De la misma forma, sean:
= 1 el radio de la circunferencia inscrita en el tridngulo PBQ.

= ¢ el radio de la circunferencia inscrita en el tridngulo JM C.

Y sea r el inradio®!) del tridngulo ABC.

Los tridngulos ABC y AKL son semejantes porque estan en posicién de Thales®") | por lo que la razén de

semejanza es:
r

—. (V2)
A
Esta razon de semejanza coincide con la correspondiente a las alturas de los tridngulos:
h r
- 3
h—2r 1y (3)
donde:
= h es la altura’? del tridngulo ABC.
= 2r coincide con la altura del cuadrilatero BKLC.
Entonces: ) )
rth—2r) rh—2r 2r
Ty = = =r——. L4
A h n 3 (V4)

Igualando las férmulas:
» Area® del triangulo.

» Areal'?¥ del tridngulo en funcién del radio de la circunferencia inscrita.
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y despejando h tenemos:
__2rp

h= (V.5)
a
Entonces:
2r2 2r’a rp—ra r
m—r——zi—r— 2rp = o —E(P—a)- (Vi6)
a

De la misma manera:

r
= r3=—(p—b).
p

r
" rc==(p—c).
p

La suma de las areas de las cuatro circunferencias inscritas es:

T=n(r2+r§+r§+rg)

(rZ + (g(p - a))2 + (Ig(p - b))2 + (Ig(p - c))z)

- (1 LR OB+ —c)2)
p

3

o, p%2—2ap +a®+ p?—2ab + b% + b% + p% —2pc + ¢
=nre| 1+ P2

2(4p2~|ra2+b2+c2—2p(a+b+c)
=nr
p2

), usando(a + b +c¢)=2p, (ver semiperimetro!'?)

2(a2+b2+c2)
=nre| ——— |-
p

Igualando las férmulas:

» Férmula del Herén 49,

» Area"'¥ del tridngulo en funcién del radio de la circunferencia inscrita.

y despejando r? tenemos:

r*=p(p—a)(p—b)(p—c), (V.7)
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por tanto nos queda:

- 7T((a2 +b%2+c2)(p—a)p—Db)p—c) @©12)

), sustituyendo p por su valor, ver semiperimetro

p3
(a2+b2+cz)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
B 2 2 2
=1 p3
o (a2+b2+c2)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c))
B a+b+c)?
(=)
_n(a2+b2+c2)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
(a+b+¢)? ‘

9.4. Octava Olimpiada Internacional de Matematicas, 1966 (Bulgaria)

La octava Olimpiada Internacional de Matematicas se celebrd del 3 al 13 Julio de 1966 en la ciudad de Sofia.

Los paises participantes fueron: Bulgaria, Checoslovaquia, Alemania Oriental, Hungria, Mongolia, Polonia,
Rumania, la URSS y Yugoslavia.

Ejercicio. 9.4. (Polonia,[ 2, Enunciado, solucion: pag 52,54, Ejercicio 8.6])
Sean:

» ABC un tridngulo.

= M, K y L puntos interiores de los segmentos AB, BC y CA, respectivamente.

Demostrar que, entre los tridngulos MAL, KBM y LCK, al menos el drea de uno de ellos no es superior a la
cuarta parte del drea del triangulo ABC.
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SOLUCION. Sean a, b, ¢ los lados del tridngulo ABC y A, B, C sus respectivos dngulos.
Si denotamos:

s AM =p,cy BM = psye,
» BK =mjay CK =maa,
» CL=n,byAL =nyb.

tenemos que:

= Dy, Py, M, My, Ny, Ny SON NUMeros reales positivos,

L p1+p2=n1+n2=m1+m2=1.

1. Por un lado aplicando la siguiente férmula:

1 ~
S = Eab senC, véase (1.16), (V.8)
tenemos:
1 ~
—n;bmyasenC
SkLc _ 2 _
S = 1 = nlmz. (Vg)
ABC —ab
Andlogamente:
SiMaA I
- = Py,
SaBc
SkLc _
" = pomy.
SaBc

Razonemos usando la reduccién al absurdo, por lo que vamos a suponer que las dreas de los tres peque-

- ., 1 - .
fios tridangulos son mayores que Zarea(ABC ). Entonces multiplicando las tres dreas tenemos:

1V 1
P1poningmqimy > Z = —. (\].10)

2. Por otro lado aplicando la desigualdad de las medias aritmética y geométrica: a + b > 2+ ab, tenemos:

1=p1+py>24p1p2 (V1D
l=m;+my>2y/mmy (V12)
1:n1+n2>21/ ninyg (V13)
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Si multiplicamos estas tres desigualdades tenemos:

1> 84/p1pay/ming/mymy (V14)

1> (8»\/p1p2 »\/nlnz \/mlmz)s . le)

Entonces hemos llegado a una contradiccién, por lo que al menos una de las tres areas es mayor que
1
Zarea(ABC).

9.5. Duodécima Olimpiada Internacional de Matematicas, 1970 (Hungria)

La segunda Olimpiada Internacional de Matemadticas se celebrd del 8 al 22 Julio de 1970 en las ciudades de
Keszthely y Budapest.

Los paises participantes fueron: Alemania, Austria, Bulgaria, Checoslovaquia, Francia, Alemania Oriental,
Hungria, Mongolia, Paises Bajos, Polonia, Rumania, Suecia, Reino Unido, la URSS y Yugoslavia.

Ejercicio. 9.5. (Polonia,[ 2, Enunciado, solucion: pag ,79,80 Ejercicio 12.1])
Sea ABC un tridngulo y M un punto interior del lado AB.

Sean:

® 1,,7,,7 los radios de las circunferencias inscritas™® a los tridngulos AMC, BMC, ABC, respectivamente.

" 01,05, p los radios de las circunferencias exinscritas>> a los tridngulos AMC, BMC, ABC, respectiva-
mente.

Probar la igualdad:
riry r
=—. (V16)
P1P2 P

SOLUCION.
Sean:
a I el incentro*® del tridngulo ABC.

= D el punto de tangencia de la circunferencia ins-
crita en el tridangulo ABC y el lado AB.

= E el punto de tangencia de la circunferencia exins-
crita en el tridngulo ABC y el lado AB.
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Sabemos que:
AD =p—a, BD=p—b, (véase (2.1)), ~N17)

BE=p—a, AE =p—b, (véase (2.3)). (V18)

Por tanto a partir de la tangente de los tridngulos rectangulos IDA y IDB tenemos:

A

tan — = T , aplicando (IV.67),
2 AD p-—a
B r r .

tan — = — = ——, aplicando (IV.67).
2 BD p-b

Entonces nos queda:

A B
r=(p—a)tan§=(p—b)tan§. (V19)

A AE —b

cotg—=— = p_, aplicdndo (V/18),
2 p P
B BE —

cotg — = — = u, aplicando (V/18).
2 p P

Entonces nos queda:

A B
p= (p—b)cotgi = (p—a)cotg 5 (V.20)

Por lo tanto:

A A
(p —a)tanE tanE
_ - ) (V21)

( ) cot B tanB
—a =2 =z
p 82 5

r
Jo}
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Por otro lado, aplicando todo este procedimiento a los tridngulos CAM y CM B, tenemos:

r A ZAMC
= — =tan—tan ,

P1 2 2

ry B /ZCMB
= —= =tan—tan .

P2 2 2

Ademads sabemos:
/AMC =n—/ZCMB, v22)

por lo que:

2 2 2

ZAM /CMB
C_T_<sCMB (V23)

Si aplicamos tangente en esta ultima igualdad tenemos:

ZAMC n  ZCMB /ZCMB . . .1
tan 2 =tan 27 5 = cotg 2 , aplicando la tangente del &ngulo complementario".

Entonces tenemos:

ZAMC Z/CMB
tan = cotg 2 . vV.24)
Por tanto:
rTs A /AMC B /CMB
= tan — tan tan — tan
P1P2 2 2 2 2
A /CMB B /CMB .
= tan — cotg tan — tan ,  véase (V.24)
2 2 2 2
A B
= tan — tan —.
2 2
Por lo que queda demostrada la igualdad pedida. O

9.6. Décima Olimpiada Internacional de Matematicas, 1968 (URSS, Unidn de Republicas So-
cialistas Soviéticas)

La décima Olimpiada Internacional de Matemadticas se celebrd del 5 al 18 Julio de 1968 en las ciudades de
Moscu y Leningrado (San Petersburgo).

Los paises participantes fueron: Bulgaria, Checoslovaquia, Alemania Oriental, Hungria, Italia, Mongolia, Po-
lonia, Rumania, Suecia, Reino Unido, la URSS y Yugoslavia.

1 . i 7r
Tangente del angulo complementario: tan 7= a | =cotga.
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Ejercicio. 9.6. (Rumania,[2, Enunciado, solucion: pag ,63,64 Ejercicio 10.1])

Demuestra que solo existe un triangulo cuyos lados vienen dados por tres enteros positivos consecutivos y un

dngulo es dos veces otro dngulo.

SOLUCION.

Sean:

s B=2A

= BD la bisectriz interior del 4ngulo B.

Usando el Teorema de la bisectriz*”’ tenemos:

AB _ AD

— =— 125
BC DC (V25)
lo que es igual a:
c AD
—-—=— 126
a DC (V26)

Expresando DC como b —AD y AD como b — DC, tenemos:

c_AD
"4 b-AD

¢ _b—DC
"4~ " DC

Despejando AD y DC, respectivamente, tenemos:

Ap = P

[ ] =

a+b’
ab

s DC = .
a+c

Ademds tenemos que el tridngulo ABD es is6sceles porque tiene dos dngulos iguales, por lo tanto tenemos que

AD = BD.

Por otro lado los tridngulos ABC y BDC son semejantes por el siguiente razonamiento. Demostremoslo:

ABD Sabemos queA/BB =BAD = a, por lo tanto:

BDA = 180° — 2a.

V27)
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BDC Sabemos que CBD =a y tenemos que BDC = 180° — (180° —2a) = 2a por (V.27).

Ahora, si nos centramos en los dos triangulos ABC y BDC, tenemos:
ABC: A= a, B =2a.
BCD: DBC = ay}i)z’ =2a.
Entonces aplicando el primer criterio de semejanza® !, tenemos que los tridngulos ABC y BDC son semejantes

Entonces tenemos que:
AB AC AB

e 128
DB BC BD (V28)
Centrandonos en la primera igualdad y sustituyendo DC por su valor (véase (9.6)), tenemos:
a+c b
——— (V29)
b a
Despejando obtenemos la relacion clave para el ejercicio:
a(a+c)= b2 (V.30)

Ahora consideramos tres casos:

A<B<C: Entonces b =a+1yc=a+2. En este caso, sustituyendo en (V.30), tenemos que a = 1, por lo
que b=2yc=3.
Entonces el tridngulo no verifica la desigualdad triangular*®.

A < C < B: Entoncesc =a+ 1y b =a+2. En este caso, sustituyendo en (V.30), tenemos que a = 4, por lo
que b=6yc=>5.

C <A<B: Entonces c = a—1y b = a+ 1. En este caso, sustituyendo en (V.30), no tenemos soluciones
enteras.

Por tanto sélo existe un triangulo cuyos lados vienen dados por tres enteros positivos consecutivos y un angulo
es dos veces otro angulo y es el que cumple:

= a=4
m b=6
IC=5

(4.5)

3
m COSA= 7 Valor obtenido aplicando el Teorema del Seno con los valores a,b y c anteriores.

O
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9.7. Decimoséptima Olimpiada Internacional de Matematicas, 1975 (Bulgaria)

La decimoséptima Olimpiada Internacional de Matemadticas se celebré del 3 al 16 Julio de 1975 en las ciudades
de Burgas y Sofia.

Los paises participantes fueron: Austria, Bulgaria, Checoslovaquia, Francia, Alemania Oriental, Grecia, Hun-
gria, Mongolia, Paises Bajos, Polonia, Rumania, Suecia, Reino Unido, Estados Unidos, la URSS, Vietnam y
Yugoslavia.

Ejercicio. 9.7. (Paises Bajos,[ 2, Enunciado, solucién: pag ,116,118 Ejercicio 17.3])
Sea ABC un tridngulo. Los triangulos ABR, BCP y CAQ son dibujados externamente en los lados AB, BC y CA,
respectivamente, de forma que:

= /PBC = ZCAQ =45°,
= /BCP=/ZQCA=30°
» /RBA= /RAB =15°.

Demuestra que ZQRP = 90° y QR =RP.

SOLUCION.

Sea RS el segmento obtenido al rotar RB sobre R

un angulo de 90°.

Como el triangulo ABR es isOsceles porque tiene

dos angulos iguales, tenemos que AR = BR y R
entonces RS = RA.

Por otro lado sabemos:

SRA=R—90° = (180° —30°) — 90° = 60°.

Entonces el tridngulo RSA es equilatero por
tener dos lados iguales y el angulo que los une
tener valor 60°, por lo que tenemos:

AS =RA=AS. (M31)

TFM: OLIMPIADAS MATEMATICAS SOBRE EL TRIANGULO Elisabeth Gonzalez




78 CAR V. OLIMPIADAS INTERNACIONALES

Por otro lado tenemos:
SAQ = BAC. (V32)

Para demostrar esta igualdad, si nos centraremos primero en el tridngulo AGR, tenemos:
RGA =180° — ARG — RAG = 180° — 60° — 15° = 105°.

Fijandonos ahora en el tridngulo AGS, tenemos:

AGS = 180° —RGA = 75° y GAS = 180° —AGS —ASG = 180° — 75° — 60° = 45°.

Entonces resulta GAS = m, y restandole a ambos angulos el angulo BAS nos queda la igualdad que busca-
bamos.

Ahora vamos a usar el Teorema del Seno > en los tridngulos AQC y ARB:

AQ AC
AQC: = , entonces:
sen30° sen105°
30°
AQ = AC
sen 105°
sen(2-15°)

sen (90° + 15°)

2sen15°cos15°
=AC Sen > o8 ver coseno de la suma y seno del 4ngulo doble?

€0s90° cos 15° 4+ sen 90° sen 15°°

2sen15°cos15°
1cos15°+0sen15°

= 2AC sen 15°.

. AR —
" sen15°  sen150°

, entonces:

sen15°
sen 150°

sen15°

N

= 2ABsen 15°.

2Coseno de la suma: cos(x + y) = cos x cos y —sen x sen y. Seno del dngulo doble: sen 2x = 2sen x cos x.
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Teniendo en cuenta estas dos tltimas igualdades tenemos que:

AQ _ AQ

—, or (V31
s age Por (V3D
_ 2ACsen15°
~ 2ABsen15°
_4Ac
=5
lo que es igual que:
A AS
2= (v3)

Entonces con (V.32) y (V.33) tenemos que los tridngulos CAB y QAS son semejantes®?)

semejanza de tridangulos, podemos decir que:
= ABC =ASQ.

AB BC
. — = 5 de donde despejando y aplicando (V.31) tenemos:

y, aplicando de nuevo

AS
SQ =2BCsen15°. (V.34)

Aplicando nuevamente el Teorema del Seno en el triangulo BPC, obtenemos:

BP =2BCsen15° (V35)

Entonces tenemos que SQ = BP.

Sabemos:
= RBP =ABC + 45° + 15° = ABC + 60°,

= RSQ =ASQ +60°, por ser el tridangulo RSA equildtero.

Por (9.7) tenemos:
RBP =RSQ. (V36)

Por lo que podemos concluir que la linea poligonal RSQ es obtenida por una rotacién de 90° de centro R de
la linea poligonal RBP, entonces el segmento RQ es obtenido del segmento RP por la misma rotacién. Esto
prueba:

= PR=RQ
n 171%722900.

O
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