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La geometria ilumina el intelecto y templa la
mente. Todas sus pruebas son claras y ordenadas.
Apenas caben errores en el razonamiento geométrico,
pues estd bien dispuesto y ordenado. Asi, no es pro-
bable que la mente que se aplica a la geometria con
regularidad cometa errores. De este modo, quien
sabe geometria adquiere inteligencia.
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Preambulo

Este libro es una version extendida de mi libro original del mismo titulo.
Ademés de haber anadido bastante material nuevo, otra diferencia sustancial
respecto de la versién anterior es que ahora las nuevas versiones de los libros
Algebra [Al], Geometria |G|y Andlisis matemdtico [An] estan concebidas para ser
leidas simultaneamente, mientras que las anteriores podian leerse sucesivamente
en el orden indicado. Esto ha hecho que parte del material original haya pasado
de un libro a otro en las versiones nuevas.

Mas concretamente, si los capitulos de los tres libros se leen de arriba hacia
abajo y de izquierda a derecha segun la disposiciéon de la tabla de la pégina
siguiente, cada uno s6lo requiere el conocimiento de los capitulos precedentes,
salvo por unas pocas excepciones indicadas después de la tabla. Consideramos
que este orden es mucho mas natural en la medida en que imita lo que seria el
estudio simultédneo de tres asignaturas y se aprovecha dicha simultaneidad para
enfatizar las relaciones entre ellas.

El libro [An| es el tnico que no cubre todos los contenidos de la version
anterior, sino que los ultimos capitulos de dicha version seran tratados en nuevas
versiones de mi serie de libros, empezando por el de Geometria diferencial.

El primer capitulo de [Al] es una introduccién a la teoria de conjuntos, cuyos
aspectos mas técnicos (los relacionados con el axioma de eleccion y la teoria de
cardinales infinitos) se han relegado a dos apéndices. La teoria descrita es la
teoria de Zermelo, que resulta mas que suficiente para formalizar los contenidos
de los tres libros. El tnico inconveniente es que “se queda corta” para desarrollar
plenamente la teoria de cardinales infinitos, pero hemos preferido reducirla a lo
imprescindible, aun al precio de no poder enunciar con total precisiéon algunos
resultados sobre rango y dimensién de médulos y espacios vectoriales de dimen-
sién infinita que, aunque resulta natural presentarlos al tratar estos conceptos,
no son realmente necesarios en ningin momento.

Los contenidos de [Al I] (y sus apéndices) sirven de base a los tres libros.
A su vez, los capitulos [G II] y [An I] se apoyan en las estructuras algebraicas
introducidas en [Al II]. En estos dos capitulos se presentan dos construcciones
alternativas de los nameros reales, mediante secciones de Dedekind en [G II] y
mediante sucesiones de Cauchy en [An I]. Por otra parte, el capitulo [An II] se
apoya en la geometria analitica expuesta en [G IV].
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Preambulo

ALGEBRA GEOMETRIA ANALISIS
All
Preliminares
Al 1l GI
Anillos Geometria absoluta
Al 111 GII Anl
Aritmética Geometria arquimediana | Nameros reales
Al IV G III
Aplicaciones Geometria euclidea
AlV G IV An II
Médulos Geometria analitica Topologia
Al VI GV An III
Grupos Complejos y cuaternios Compacidad, ...
Al VII G VI An IV
Cuerpos Regla y compas Calculo una variable
Al VIII G VII An 'V
Algebra lineal Biyecciones afines Calculo varias variables
Al IX G VIII An VI
Ecuaciones Geometria afin Variedades
Al X G IX An VII
Enteros algebraicos | Geometria proyectiva Ecuaciones diferenciales
Al XI G X An VIII
Enteros cuadraticos | Conicas Medida |
Al XII G XI An IX
Factorizacién ideal | Geometria parabdlica Medida Il
Al XIII G XII An Ap A
Complementos Geometria hiperbdlica | Complecién de un e.m.
Al Ap A G XIII An Ap B
Ax. de eleccién Geometria eliptica Fracciones continuas
Al Ap B G Ap A An Ap C
Conjuntos infinitos | Geometria inversiva Dinamica cléasica

Las tnicas dependencias que no respetan el orden indicado en la tabla pre-
cecente son las siguientes:

e La seccion [G 7.7] usa la medida de Jordan definida en [An 9.1], pero dicha
seccion puede leerse antes de [G 7.7], pues no requiere nada intermedio.

e El capitulo [An VII] usa en un ejemplo las conicas definidas en la seccion
[G 10.1], pero esta seccion (no ya el resto del capitulo) puede leerse tras
[G IV] y resulta incluso recomendable hacerlo, como ilustracion de las
posibilidades de la geometria analitica.

Las lineas horizontales en la tabla separan bloques tematicos. El segundo
bloque de [Al], después del capitulo de preliminares conjuntistas al que ya hemos
hecho referencia, contiene una presentaciéon de la aritmética bésica desde el
punto de vista del algebra abstracta, junto con aplicaciones que conectan este



X1

enfoque abstracto con resultados clasicos. En el tercer bloque se introducen
nuevas estructuras abstractas con resultados que se aplican principalmente a
la geometria (en [G]) y a la aritmética en el cuarto bloque, que contiene una
introduccion a la teoria algebraica de nimeros. El libro termina con un capitulo
en el que se recopilan algunos resultados que no han sido necesarios en los
capitulos precedentes pero que son relevantes de cara a estudios mas avanzados.

El primer bloque de [G] contiene un tratamiento axiomatico de la geometria
euclidea, el segundo desarrolla los elementos basicos de la geometria analitica,
el tercero esta dedicado a la geometria proyectiva y el cuarto a las geometrias
no euclideas.

Por dltimo, [An] esta dividido en tres bloques, dedicados respectivamente
a la topologia, al calculo diferencial y al calculo integral. El libro termina
con tres apéndices, el primero de los cuales es una prolongacién técnica del
capitulo [An I] con material que no es necesario para los capitulos posteriores,
el segundo expone la teoria de las fracciones continuas, en la que se combinan
aspectos aritméticos con aspectos topologicos y, por tltimo, hemos considerado
oportuno incluir un resumen de la dindmica clésica que puede servir al lector
para asimilar mejor las numerosas aplicaciones a la fisica presentadas en el libro.
En realidad, todos los conceptos fisicos involucrados se van explicando en los
propios ejemplos a medida que van siendo necesarios, pero tal vez el lector no
familiarizado con la fisica prefiera una exposicion concentrada en unas pocas
péaginas que le sirva de referencia.






Introducciéon

La geometria es, junto a la teoria de ntimeros, una de las ramas més antiguas
de la matematica. Si por un momento restringimos el término para referirnos
a lo que los antiguos griegos entendian como tal, podemos decir que su objeto
de estudio esta intimamente arraigado en nuestra forma de concebir la realidad.
Toda la informacién que recibimos del mundo que nos rodea, todo lo que vemos,
oimos y tocamos, lo procesamos en primera instancia en términos geométricos.
Sin embargo, no podemos considerar a las leyes formales que rigen el espacio
tridimensional que percibimos como una parte de la fisica. Al contrario que
las leyes fisicas, las leyes de la geometria nos son dadas a priori, en cuanto que
ninguna experiencia puede confirmar o refutar ninguna de ellas. Por ejemplo,
podemos asegurar a priori que es imposible percibir una recta que posea dos
paralelas por un mismo punto.! Nuestra intuicién geométrica nos permite de-
cidir inmediatamente la verdad o falsedad de un gran ntimero de afirmaciones.
A su vez, de todas ellas se sigue mediante razonamientos 16gicos un cuerpo
de teoremas no menos numeroso que, si nuestra intuicién no alcanza a validar
directamente, al menos los corrobora en instancias particulares.

Los antiguos griegos exploraron en profundidad este cuerpo de teoremas y
llegaron a comprender en gran medida su estructura légica. Tanto es asi que
en sus exposiciones més elaboradas, el modelo de las cuales son, sin duda, los
Elementos de Euclides, no s6lo se demuestran con un gran sentido del rigor todos
los hechos no evidentes, sino que incluso los que cualquiera daria tranquilamente
por obvios son demostrados a partir del minimo ntimero de principios a los que
el autor pudo reducirlos (y a algunos mas que se usan implicitamente).

Fermat y Descartes descubrieron que la geometria como teoria logica es equi-
valente a una estructura algebraica, esencialmente al espacio vectorial R3, en
el sentido de que los puntos, rectas, planos, circunferencias, etc. pueden ser
identificados con ciertos subconjuntos de R? de modo que los teoremas geomé-
tricos sobre estos conceptos se corresponden con los teoremas algebraicos sobre
sus conjuntos asociados. Asi surgio6 la llamada geometria analitica y con ella la
clave para una comprensiéon mucho mas profunda de la geometria en general.

El algebra es especialmente dada a encontrar principios profundos, poco evi-
dentes por s{ mismos pero enormemente iluminadores. El que una determinada
afirmacion se nos aparezca o no como evidente es una cuestién psicolégica sin

1Por supuesto, salvo que pervirtamos el significado de la palabra “recta” y lo confundamos,
por ejemplo, con un concepto fisico como pueda ser el de “trayectoria de un rayo de luz”.
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xiv Introducciéon

ningin significado matematico, por lo que la geometria axiomética al estilo de
Euclides se considera hoy, con razén, como algo superado. El tratamiento al-
gebraico de la geometria, aparte de ser légicamente mas simple, nos abre las
puertas de “otras geometrias’, es decir, de otras teorias algebraicas lo suficien-
temente cercanas a las de la geometria tradicional euclidea como para que sea
justo englobarlas bajo el mismo nombre. El caso mas elemental es la sustitucion
del exponente en R? por cualquier otro nimero natural. No tenemos ninguna
intuicién que pueda aplicarse a R*, pero el cambio de un 3 por un 4 apenas
modifica la teoria algebraica, que de hecho se desarrolla sin dificultad y por
el mismo precio en el espacio general R™. Otros casos menos triviales son las
geometrias no euclideas o las geometrias basadas en los ntimeros complejos.

La algebrizacion de la geometria no supone tnicamente un cambio de len-
guaje. En el siglo XIX la geometria, al igual que las demés ramas de la ma-
tematica, experiment6é un desarrollo gigantesco en varias direcciones. Por un
lado, Poncelet senté las bases de la geometria proyectiva, que viene a demostrar
que nuestra intuicién nos proporciona una imagen sesgada de una estructura
algebraica mas regular de lo que los o0jos nos muestran. Esta regularidad se
pone de manifiesto postulando la existencia de puntos infinitos. Gracias a ellos,
una hipérbola y una elipse pueden considerarse como una misma figura vista
desde posiciones distintas (la primera con dos puntos en el infinito y la segunda
con todos sus puntos finitos). Si postulamos la existencia de puntos imaginarios
(en el sentido de los nimeros complejos) la regularidad de la geometria se mul-
tiplica una vez més. Por otra parte, Gauss mostr6 las posibilidades del calculo
diferencial aplicado al estudio de las superficies. La geometria diferencial es hoy
la aproximacion méas potente a la mayoria de las ramas de la geometria.

El objeto de este libro es presentar una panoramica de la geometria previa a
la geometria diferencial? o, mas precisamente, de la geometria sin topologia. Hay
varias razones por las que consideramos 1til conocer las técnicas no topologicas
en geometria. Por una parte entre ellas se encuentran las técnicas genuinamente
algebraicas, que son de gran valor en si mismas y por sus posibilidades de
aplicacion. En muchos casos el algebra suple con razonamientos conceptuales
exquisitamente limpios lo que en un enfoque mas directo se convertiria en una
ristra de calculos, concluyentes, pero ciegos.

En segundo lugar, y a pesar de que mas arriba la hayamos calificado de
anticuada, es interesante conocer la geometria sintética, es decir, la geometria
tradicional que parte de axiomas evidentes intuitivamente. Esta aproximacion
es la unica que justifica que ciertas ramas del algebra describen realmente las
leyes de nuestra intuicién. Formalmente es posible evitarla, pero con ello se
incurre en una especie de “estafa legal”. Pensemos por ejemplo en un resultado
tan clasico como el teorema de Pitagoras. Podemos definir la norma de un vector
de R? como ||(z,y)|| = /22 + y? y la perpendicularidad como (z,y) L (2',y')
siy s6lo si zz’ +yy’ = 0, y a partir de aqui demostrar el teorema de Pitdgoras,
pero esa demostracion, logicamente irrefutable, no puede convencer a nadie

2No obstante, los dos ultimos capitulos, dedicados a las geometrias no euclideas, contienen
sendas secciones en las que mostramos su relacién con la geometria diferencial.
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de la validez del teorema si antes no se nos “demuestran” las definiciones, si
antes no se nos convence de que si tomamos un papel cuadriculado y clavamos
las dos puntas del compéas en los angulos opuestos de un rectangulo de lados
3 y 4, nos encontraremos con que podemos girarlo hasta situarlo sobre dos
puntos que disten 5 unidades, o que si dibujamos los vectores (2,1) y (—1,2)
obtendremos realmente segmentos perpendiculares. Al igual que este ejemplo
podemos encontrar muchisimos mas, en torno a la definiciéon de la medida de
angulos, de las razones trigonométricas, de la ortogonalidad de vectores, del
célculo diferencial béasico, etc. Cubrir estas lagunas apenas cuesta tres de los
trece capitulos que tiene este libro, por lo que creemos que merece la pena.






Capitulo 1

La geometria absoluta

En este capitulo y los siguientes nos ocuparemos de formalizar en el seno
de la teoria de conjuntos la geometria intuitiva, es decir, la geometria con la
que interpretamos nuestras percepciones que, como se sabe, no coincide con la
geometria que los fisicos usan para describir el espacio fisico. Podemos decir que
lo que vamos a estudiar es el espacio. No podemos definir este concepto, pero
todos tenemos una imagen intuitiva del mismo. Nuestra intencién es introducir
unos axiomas sobre el espacio que puedan considerarse intuitivamente evidentes
y explorar sus consecuencias logicas.

La primera aproximacion a la caracterizacion matemaética del espacio sera
considerar al espacio como un conjunto E a cuyos elementos llamaremos puntos.
Un punto es una posicién en el espacio, carente de toda extensiéon. Un punto
ortogréafico es una buena imagen de un punto geométrico, si bien hemos de tener
presente que la pequena mancha de tinta tiene una cierta extension, de la que
debemos hacer abstraccion.

Hay dos conceptos més que se encuentran al mismo nivel elemental que el
concepto de punto. Se trata de los conceptos de recta y plano. De nuevo es
imposible definir la caracteristica que diferencia a una linea recta de una linea
curva o a una superficie plana de una superficie curva, pero intuitivamente todos
sabemos distinguir las rectas y los planos de las restantes curvas y superficies.

Una recta r y un plano II que se cortan en un punto P.

Hemos de hacer una aclaraciéon sobre la interpretacién que vamos a dar a
estas palabras: una hoja de papel proporciona una buena imagen de un plano,
salvo por el hecho de que la hoja termina en unos bordes, mientras que para
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nosotros un plano serd una superficie ilimitada. Si apoyamos la hoja en una
mesa, la superficie de la mesa representa una porcién mas amplia del mismo
plano que representa la hoja. Similarmente, por una recta entenderemos una
linea recta sin extremos, de modo que si trazamos una porciéon de recta con
la ayuda de una regla, cualquier extension de la misma por cualquiera de sus
extremos sera una porciéon mayor de la misma recta. Del mismo modo que hemos
hecho con el espacio, podemos concebir las rectas y los planos como conjuntos
de puntos, es decir, como ciertos subconjuntos' de E que no podemos definir.

1.1 Axiomas de incidencia

Definicion 1.1 Una geometria de Hilbert esta formada por un conjunto E al
que llamaremos espacio, y a cuyos elementos llamaremos puntos, junto con dos
familias no vacias de subconjuntos no vacios de E a cuyos elementos llamaremos
respectivamente rectas y planos, de modo que se cumplan los cinco axiomas
indicados a continuacion.

Diremos que una recta o plano X pasa por un punto P, o que X incide en
el punto P, si P € X.

Axioma A1l Por cada par de puntos distintos P y @ pasa una unica recta,
que representaremos por PQ.
Axioma A2 Toda recta pasa al menos por dos puntos.

Diremos que tres o méas puntos son colineales si hay una recta que pasa por

todos ellos.

Axioma A3 Por cada tres puntos no colineales P, @), R pasa un unico plano,
al que representaremos por PQR.

Axioma A4 Siuna recta tiene dos puntos en comiun con un plano Il, entonces
estd contenida en II.

Axioma A5 Todo plano pasa al menos por tres puntos no colineales.

Estos no son los unicos axiomas de incidencia que vamos a considerar, sino
que més adelante consideraremos algunos axiomas alternativos o adicionales,
pero conviene distinguir los resultados que pueden probarse tinicamente a partir
de estos axiomas.

Veamos algunas consecuencias elementales de estos axiomas:

Si una recta o un plano X no pasa por un punto P, diremos que P es un
punto exterior a X.

1Se puede cuestionar que intuitivamente el espacio sea un conjunto de puntos, ya que
no podemos imaginarnos el espacio como formado por puntos, sino que mas bien podemos
imaginar algunos puntos en el espacio. En este sentido, el considerar el espacio como un
conjunto de puntos es simplemente un convenio habitual en la teoria de conjuntos, en la cual
todo es un conjunto. Pero es un convenio intrascendente, pues en la practica, decir que E es un
conjunto de puntos so6lo significa que expresaremos mediante la expresion P € E la propiedad
“P es un punto”. Lo mismo se aplica a las rectas y los planos.
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Teorema 1.2 Toda recta tiene un punto exterior que esté en un plano dado
que la contenga (Por A5)

Teorema 1.3 Si P y @ son puntos de una rectar y R es exterior ar, entonces
P, Q y R no son colineales. (Por A1)

Teorema 1.4 Dos rectas distintas tienen como mdrimo un punto en comun.

(Por A1)

Definiciéon 1.5 Diremos que dos rectas son paralelas (gr. ‘una al lado de la
otra’) si son iguales (en cuyo caso se dice también que son coincidentes) o bien
ambas estan contenidas en un mismo plano y no tienen puntos en comin.

Si dos rectas no tienen puntos en comun, pero no estan contenidas en el
mismo plano, se dice que se cruzan.

La tnica alternativa a estos casos es que las rectas tengan un tnico punto
en comin, en cuyo caso se dice que son secantes (lat. ‘que se cortan’).

Teorema 1.6 Dados un plano y una recta, o bien no tienen puntos comunes, o
bien tienen un unico punto en comun, o bien la recta estd contenida en el plano.

(Por A4)

Diremos que una recta y un plano son secantes si se cortan en un punto y
paralelos si no tienen puntos comunes.

Teorema 1.7 Una recta y un punto exterior a ella estdn contenidos en un unico
plano. (Por A2, A3y A4)

Teorema 1.8 Dos rectas secantes estan contenidas en un unico plano.

El axioma de las paralelas El axioma de las paralelas es el siguiente axioma
de incidencia:

Axioma A2b Por cada punto pasa una unica paralela a una recta dada.

Observemos que esto equivale a exigir que por cada punto exterior a una recta
dada pasa una unica paralela, pues si el punto P esta en la recta r entonces r
es claramente la tnica recta paralela a r por P, y esto no requiere el axioma de
las paralelas.

Hemos llamado A2b a este axioma porque podemos incorporarlo al grupo de
axiomas de incidencia en sustitucion del que hemos tomado como A2, ya que el
axioma A2 original se puede demostrar a partir del axioma de las paralelas (y
de los demas axiomas de incidencia). En efecto:

Dada una recta r, por definiciéon es un conjunto no vacio, luego contiene
un punto P. Tenemos que probar que contiene al menos otro punto. En caso
contrario, sean @ y R dos puntos no colineales con P (por A5) y sea s la paralela
a PQ por R. Entonces r = { P} esta contenida en el plano PQR, al igual que s,
y de hecho r y s son paralelas, pues P no esta en s. Pero entonces r y PQ son
dos paralelas a s por el punto P, lo cual contradice al axioma de las paralelas.

|
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La geometria que puede desarrollarse sin suponer el axioma de las paralelas
se llama geometria absoluta o geometria neutra, y es la que vamos a estudiar en
este primer capitulo.

1.2 Axiomas de ordenacion

Definicién 1.9 Una geometria de Hilbert esta ordenada si hay definida una
relacion triddica entre los puntos del espacio que representaremos con la notacion
A—B—Cy leeremos “B esta entre A y C”, de modo que se cumplen los axiomas
siguientes:

Axioma B1 Si se cumple A — B — C, entonces A, B y C son tres puntos
colineales distintos dos a dos, y ademds se cumple C' — B — A.

Axioma B2 Si A y B son puntos distintos, existe otro C' tal que A— B —C.

Axioma B3 Dados tres puntos distintos en una misma recta, uno y sélo uno
de ellos estd entre los otros dos.

Axioma B4 (Axioma de Pasch)? Sean A, B, C tres puntos no colineales y
sea r una recta contenida en el plano ABC, pero que no pase por ninguno de
ellos. Sir pasa por un punto situado entre A y B, entonces r pasa por un punto
entre A y C o bien por un punto entre B y C'.

C

A r

El axioma B4 admite una precision:

Teorema 1.10 (Teorema de Pasch) FEn las condiciones del axioma B4, no
puede suceder que r pase a la vez por un punto entre A y C y también por un
punto entre B y C.

DEMOSTRACION: Supongamos que 7

pasa por un punto A; entre Ay B, por un By &!

punto Bj entre A y C' y por un punto C r

entre B y C. Los tres puntos A1, By,

tienen que ser distintos entre si, pues si, A a B

por ejemplo, A; = Bj, entonces tendri-
amos AB = AC, con lo que A, B,C serian colineales. Puesto que A1, By,
estan sobre la recta r, el axioma B3 afirma que uno de ellos tiene que estar entre
los otros dos. Por simetria podemos suponer que A; — By — Cf.

2Moritz Pasch advirti6 que Euclides usaba implicitamente este hecho, a pesar de que no
se podia deducir de sus postulados.
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Como r no pasa por B, los puntos B, A1, C no son colineales, y la recta AC'
pasa por Bj, que esta entre A; y C7. Por el axioma B4, tiene que pasar por un
punto entre B y A; o bien por un punto entre B y Cp, pero dicho punto tiene
que ser la intersecciéon de AC' con la recta A1 B = AB o bien con BC; = BC,
luego tiene que ser A o C, pero, por B3, ni A esté entre A; y B, ni C esté entre
B y (1, con lo que tenemos una contradiccion. n

Definicién 1.11 Dados dos puntos distintos A y B, llamaremos segmento (lat.
‘corte’) de extremos A y B al conjunto formado por A, B y todos los puntos
situados entre A y B. Lo representaremos por AB. Notemos que el axioma B1
implica que AB = BA, asi como que AC C AC. La recta AC (que es la tinica
recta que contiene al segmento, se llama su prolongacion.

Ahora probamos una variante del axioma B2:
Teorema 1.12 FEntre dos puntos distintos siempre hay un tercero.

DEMOSTRACION: Sean A y B dos puntos distintos. Sea X un punto no
colineal con ellos, sea C' tal que A — X — C. Entonces C no es colineal con A y
B, pues la recta AC es distinta de AB (porque contiene a X) y por consiguiente
solo corta a AB en A. En particular C # B, luego podemos tomar Y tal que
Y -C-B.

Y
C

A B

Es claro que todos los puntos estan en el mismo plano AX B. Notemos que
X #Y, pues la recta AX es distinta de CB, o de lo contrario A, X, B serian
colineales, luego su tnico punto en comun es C'. Si fuera Y = X seria otro punto
comun distinto de C.

Es facil ver que la recta XY no pasa por A, B o C (de lo contrario se llega a
que A, B, X son colineales). Pero XY pasa por X, que esta entre A y C, y no
puede pasar por ningtn punto entre B y C' porque la interseccion de XY con
BC es Y, que no esta entre B y C (por B3). El axioma B4 nos da entonces que
XY pasa por un punto situado entre A y B. n

Seguidamente vamos a demostrar que toda recta divide a un plano en dos
semiplanos y que todo punto divide a una recta en dos semirrectas. Para ello
empezamos definiendo una relacién de equivalencia:

Teorema 1.13 Sea II un plano y r una recta contenida en II. Entonces, la
relacion en I1\ r dada por

P~.Q siysolosi P=Q oPQ nocorta ar

es una relacion de equivalencia que determina exactamente dos clases de equi-
valencia.
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DEMOSTRACION: La relacion es trivialmente reflexiva y simétrica. Veamos
que también es transitiva. Supongamos, pues que A ~,. By que B ~,. C. Si dos
de los puntos son iguales, es inmediato que A ~, C, asi que podemos suponer
que son distintos dos a dos. Ahora distinguimos dos casos:

a) Los puntos A, B, C € II'\ r no son colineales. Entonces tenemos que r no
corta ni a AB ni a BC, luego el axioma B4 implica que tampoco corta a AC,
luego A ~p C.

b) Los puntos A, B,C estan en una misma recta s. Como r contiene al
menos dos puntos, podemos tomar X € r que sea distinto de la intersecciéon de
de s con r (si es que existe tal interseccion). Por B2 existe un punto D tal que
X — A— D. Es claro entonces que D ¢ r, porque la recta AD es distinta de r
y ya corta a r en X. Similarmente, D ¢ s, luego D no es colineal ni con A, B,
ni con B,C, ni con A, C.

Por B3 tenemos que r no corta a AD, ya que la interseccion de r con AD es
X, que no esta en el segmento. Por lo tanto, D ~,. A. Por el caso ya probado
D~,ByD~,C,dedonde asuvez A~, C.

Veamos ahora que hay dos clases de equivalencia. Dado X € ry A € IT\ r,
tomamos un punto B tal que A — X — B (por B2), que claramente est4 en II\ r
y 7 corta a AB, luego A y B estan en clases de equivalencia distintas. Asi pues,
hay al menos dos clases.

Veamos por tltimo que cualquier otro punto C' € IT \ r esté relacionado con
A o con B. Si A, B,C no son colineales, esto se debe a 1.10, pues r corta a
AB, luego no puede suceder que corte tanto a AC' como a BC. Supongamos,
pues, que A, B, C estan en una recta s y tomemos X € r distinto de la posible
interseccion de r con s. Sea D tal que X — C' — D. Como antes, D € II no esta
nien 7 ni en s. Entonces D ~,. C'y, por el caso ya probado, D esta relacionado
con A o con B, luego lo mismo le sucede a C. L]

Ahora podemos decir que dos puntos en IT\ 7 estan al mismo lado o en lados
opuestos de r segin que estén en la misma clase de equivalencia o en clases
distintas respecto de la relaciéon considerada en el teorema anterior.

Teorema 1.14 Si A es un punto en una recta r, entonces la relacion en r\{A}
dada por L
PrpQ siysdlosi P=Q oA¢PQ

es una relacion de equivalencia que determina exactamente dos clases de equi-
valencia.

DEMOSTRACION: Sea X un punto que no esté en r, sea s = AX y sea II el
plano que contiene a X y a r. Entonces s C I y se comprueba facilmente que,
para puntos de r \ {A}, se cumple

P~syQ siystlosi P~;Q,

de donde se concluye que la relacién es de equivalencia y que determina a lo
sumo dos clases de equivalencia. Para probar que hay dos exactamente tomamos
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cualquier punto P € r\ {A} y un punto tal que P — A — @, con lo que Py @
no estan relacionados. [

Diremos que dos puntos P,Q € r \ {A} estan al mismo lado o en lados
opuestos de A segin que estén en la misma clase de equivalencia o en clases de
equivalencia distintas respecto de la relacion considerada en el teorema anterior.

Nota Ahora ya podemos probar que un segmento determina sus extremos,
es decir, que no puede ocurrir que un mismo conjunto pueda ser el segmento
determinado por dos pares distintos de extremos.

Para ello basta observar que si s = AB, entonces A y B son los dos tnicos
puntos de s con la propiedad de que no estan entre otros dos puntos de s.

En efecto, si P € s es un punto distinto de A y B, existen puntos X, Y € s
(concretamente, X = A e Y = B) tales que X — P — Y. En cambio, si P es
uno de los puntos A y B, esto es imposible, ya que si, por ejemplo, P = A, de
X, Y € ssesigue que X ~4 B, Y ~4 B, luego X ~4 Y, lo cual contradice a
X-A-Y. n

Teorema 1.15 Si tres puntos cumplen A — B — C, entonces
ABNBC={B), AC=ABUBC.

DEMOSTRACION: Sea r la recta que contiene a A, B, C. Si se cumple
P e ABN BC, pero P # B, entonces P ~g Ay P ~p C, luego A ~p C, lo
cual es falso. Esto nos da la primera igualdad.

Para demostrar la segunda tomamos X € AB. Si X = A o X = B es claro
que X € AC. Supongamos, pues, que X # Ay X # B. Sea Y un punto no
colineal con A, B, C y sea Z tal que A —Y — Z. Es claro que todos los puntos
estan en el mismo plano, asi como que la recta XY no pasa por ninguno de los
otros puntos. 7

A X B c

La recta XY corta a la recta BC en el punto X, que no esta entre B y
C por la igualdad que ya hemos probado. Asi pues, XY no pasa por ningin
punto entre B y C. Si XY pasara por un punto entre Z y C, por el axioma
B4 tendria que pasar por un punto entre Z y B, pero eso es imposible por ese
mismo axioma aplicado a A, B, Z, ya que XY pasa por un punto entre Ay B.
Concluimos que XY no pasa por ningin punto entre Z y C', luego por B4 tiene
que pasar por un punto entre A y C, y dicho punto es necesariamente X. Asi
pues, X € AC.

Con esto hemos probado que AB C AC, e igualmente BC C AC, luego
tenemos una inclusion.
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Supongamos ahora que X € AC, y nuevamente podemos suponer que es
distinto de A, B, C. Consideramos puntos Y, Z en las mismas condiciones
anteriores. Ahora sabemos que XY pasa por un punto entre A y C' y por un
punto entre A y Z, luego no puede pasar por ningun punto entre Z y C.

Como pasa por un punto entre A y Z, o bien pasa por un punto entre A y
B, en cuyo caso dicho punto es X y tenemos que X € AB, o bien pasa por un
punto entre Z y B, en cuyo caso una nueva aplicacion de B4 nos da que pasa
por un punto entre B y C, que tiene que ser X, con lo que X € BC. [

Definicién 1.16 Un conjunto de puntos C' es convero si cuando P, @ € C' son
dos puntos distintos, entonces PQ) C C. Equivalentemente, si cuando P—X —@Q
con P, @ € C, entonces X € C.

Es inmediato que el espacio E, los planos y las rectas son conjuntos convexos,
asi como que la intersecciéon de conjuntos convexos es convexa.

Del teorema anterior se sigue que los segmentos son conjuntos convexos.
En efecto, si tenemos puntos distintos P, Q € AB, entonces, por el teorema
anterior, Q € AP o bien Q € PB. Intercambiando A y B si es preciso, no
perdemos generalidad si suponemos el primer caso. Entonces, de nuevo por el
teorema anterior vemos que PQ C AP C AB.

Volvamos ahora al teorema 1.14:

Definicién 1.17 Dado un punto O en una recta r, llamaremos semirrectas en r
con origen O a los dos conjuntos que resultan de anadir el punto O a cada una
de las dos clases de equivalencia dadas por el teorema 1.14.

—

Dados dos puntos distintos O y A, llamaremos OA a la semirrecta que el
punto O determina en la recta OA que contiene al punto A. Toda semirrecta
puede expresarse de esta forma.

Una semirrecta estd contenida en una unica recta, a la que llamaremos su

prolongacion. Ademas, cada semirrecta s = OA determina su origen, pues O es
el tinico punto de s que no esté entre otros dos puntos de s.

En efecto, si P € s es un punto distinto de su origen A, entonces podemos
tomar un punto tal que A — P — Y, de modo que P ~4 Y, luego Y € s, y asi
tenemos dos puntos X, Y € s (tomando X = A), de modo que X — P —Y. En
cambio, esto no sucede si P = A, pues de X, Y € s se sigue que X ~4 Y,y
esto contradicea X — P —Y.

Dada una semirrecta s de origen O y prolongacion r, la otra semirrecta s’ que
O determina en 7 se llama semirrecta complementaria de s. Es claro entonces
que sNs'={0} yque sUs =r.

Notemos por ultimo que las semirrectas son convexas. En efecto, tomamos

=
P—X—Qcon P, Q€ OA. Si Py @ son distintos de O, entonces X # O (o
P y Q estarian en lados opuestos respecto de O) luego X ~p @, porque de lo

contrario O € XQ C PQ, contradiccion. Por lo tanto X € OA. Si, por ejemplo,
P = O, entonces también X ~¢o @, e igualmente X € OA.



1.2. Axiomas de ordenacion 9

Definicion 1.18 Sea r una recta contenida en un plano II. Llamaremos semi-
planos en Il de frontera r a los conjuntos que resultan de unir con r cada una
de las clases de equivalencia dadas por el teorema 1.13.

Cada semiplano estd contenido en un tnico plano, al que llamaremos su
prolongacion. Vamos a probar que un semiplano determina su frontera. Para
ello probamos un hecho general:

Sea S un semiplano en el plano II de frontera r, sea A € r y sea
P e S\ r. Entonces AP C S,

En efecto, si X € ﬁ, entonces, o bien X = A € S o, en caso contrario,
X ~4 P respecto de la recta s = AP, lo cual equivale a que A no esta en X P,
lo cual equivale a que 7 no corte a X P, porque el tnico punto de corte posible
es A, lo cual equivale a que X ~, P, es decir, a que X € S.

Por el contrario, la semirrecta complementaria de ﬁ no contiene mas punto
de S que el propio A, pues todo punto @ # A de dicha semirrecta complemen-
taria cumple @ — A — P, luego no Q ~, P, luego Q ¢ S.

Veamos ahora que los puntos de 7 son los tinicos puntos P de S que cumplen
que existe una recta s que pasa por P tal que una de las semirrectas determi-
nadas por P en s esta contenida en S y la complementaria no tiene méas puntos
en comun con S que el propio P.

Ya hemos probado que los puntos de r tienen esta propiedad. Tomemos
ahora P € S\ r y consideremos cualquier recta s que pase por P con una
semirrecta contenida en S. Eso implica en particular que s C II. Si s no corta
a r, entonces es claro que todos los puntos ) € s cumplen @ ~, P, luego las dos
semirrectas de s estan contenidas en S. Si s corta a r en un punto A, sabemos
que ﬁ C S y si tomamos un punto en s tal que A — P — @, entonces A y @
estan cada uno en una semirrecta distinta de P en s y ambos estdn en S (en
el caso de @ porque Q ~4 P, luego @ ~, P). Por lo tanto, s no cumple la
propiedad considerada.

Asi pues, si S es un semiplano, esta determinada su frontera r, al igual que
su prolongacion II, y el otro semiplano determinado por r en II se llama el
semiplano complementario de S.

Claramente, si S’ es el semiplano complementario de S, entonces SNS’ =r
es la frontera comtn a ambos y S U .S’ es su prolongaciéon comun.

Ahora es facil probar que los semiplanos son convexos: Si S es un semiplano
de fronterar y P — X — @ con P, Q € S, distinguimos varios casos:

1) Si P, Q € r, entonces X € PQ =r C S.

2)Si P er, Q ¢ r, entonces sabemos que X € 1@ CS.

3) Si P, Q ¢ r, entonces X ¢ r (o si no Py @ estarian en lados opuestos
respecto de 7) y X ~,. @, pues en caso contrario r cortaria a XQ C PQ y de
nuevo Py (@) estarian separados por r, contradiccién.
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Ordenacion de las rectas Seguidamente vamos a probar que los axiomas
de ordenacién permiten ordenar las rectas de forma natural. Concretamente,
dados dos puntos distintos A y B en una recta, vamos a definir una relacién
de orden X <4p Y que se interpretara como que para llegar desde X hasta Y
hay que desplazarse sobre la recta en el mismo sentido que para llegar desde A
hasta B.

Definiremos en primer lugar la relaciéon sobre las semirrectas y luego “pega-
remos” las relaciones correspondientes a dos semirrectas complementarias.

Observemos que si dos puntos X, Y estan en una semirrecta S de origen O
(v son distintos de O), entonces O — X —Y o bien O — Y — X, y el teorema
1.15 implica que OX ¢ OY o bien OY ¢ OX. Como se ha de dar uno de los
dos casos, tenemos de hecho una doble implicacién:

O—-X-Y siysolosi OX ¢ OY.

Definicion 1.19 Sea S una semirrecta de origen O. Definimos el orden <JSr
en S como el dado por

X<§Y siysolosi O—X —Y siysolosi OX ¢ OY,
para X, Y € S distintos de O, con el convenio adicional de que O <j§ X para
todo X € S distinto de O.

Es inmediato comprobar que se trata realmente de una relacién de orden
total (estricto) en S. Llamaremos <I a la relacion no estricta correspondiente
y llamaremos <g a la relacién inversa, de modo que

X <gY siysolosi X—-Y -0 siy soélosi OY ¢ OX,

para X, Y € S distintos de O, con el convenio adicional de que X <g O para
todo X € S distinto de O.

Asi O es el maximo para la relaciéon <s vy el minimo para la relacion SJSF.

Dados tres puntos A — O — B, definimos el orden <p sobre la recta AB
como el dado por

——
XeOA,_)YeO? o
X <apY siysolosi X, YcOAyX <Y
X,YcOBy X <tY,

—
donde las relaciones <~ y <™ son las correspondientes a las semirrectas OA y
OB, respectivamente.

. —
Observemos que lo que hace <4 es ordenar la semirrecta OA de modo que
O sea el maximo y a continuacién pone todos los puntos de Oﬁ con O como
punto minimo.
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Es claro que A <ap By que <pa es la relaciéon inversa de < p.

En principio deberiamos escribir §23, porque la definicién depende de los
tres puntos, pero enseguida veremos que realmente no depende de la eleccion
de O. Observemos de momento que, en realidad, A y B so6lo intervienen en
la definicién para distinguir las dos semirrectas de origen O, de modo que si
elegimos otros puntos A’ < O < B’, es claro que <4sp' es la misma relacion que
<aB. En otras palabras, para cada punto O de una recta r, tenemos definidas
tnicamente dos relaciones de orden en r mutuamente inversas.

Teorema 1.20 Dada una rectar y en ella dos puntos distintos A y B, entonces:

1. La relacion <ap es una relacion de orden total en r independiente de la
eleccion del punto A — O — B con la que se calcula.

2. Se cumple que A <ap B
8. La relacion <pga es la relacion inversa de <apg.

4. C y D son puntos distintos en r, entonces <cp coincide con <ap 0 con
<pa (segin si A <cp B o B<¢gp A).

DEMOSTRACION: Consideremos ahora un punto P € AB, P # O. Suponga-
mos, por ejemplo, que P € O?, sea C tal que O — P — C' y llamemos S = OB,
S'=P

Entonces S C S, pues si X € §’, o bien X = P € S, o bien X ~p C'y,
como no O ~p C, tampoco X ~p O, luego O — P — X, luego X € S.

Si X,Y € S’ son distintos de P, tenemos que O —P—X y O— P —-Y, luego
X <4 Yo PXCPY + 0PUPX COPUPY ¢ OX OV & X <ap Y.

Ademas, como O — P — X, se cumple que P <4p X (y también P <j§, X),
luego la restriccion de <45 a S’ es <t

Consideramos ahora la semirrecta complementaria de S’, que es S” = %
Ahora se cumple que S” = OP U O—/i En efecto, si X € S” es distinto de P y
de O, tenemos que X ~p O, luego O — X — P o bien X — O — P. En el primer
caso X € O&y en el segundo, no X ~p Py tampoco A ~o P, luego X ~p A,
luego X € OA.

Vamos a probar que la restriccion de <, p a S” es <g». Esto obliga a
distinguir varios casos. En primer lugar veamos que P es el maximo de S para
<ap. En efecto, si X € S” es distinto de P, o bien X = O, en cuyo caso es
claro que O <4p P, porque O es el minimo de S, o bien O — X — P, en cuyo
caso llegamos a la misma conclusion, o bien X € OA, en cuyo caso también
X <ap P por definicién, pues X y P estan en semirrectas opuestas respecto
de O.
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Ahora tomamos X, Y € S” distintos de P. Si ambos estan en OP y son
distintos de O, entonces

X<upY 2 O0-X-Y = X-Y-PX<gY

La equivalencia central se debe a que OP = OX U XP, pero O — X — Y
implica que Y no puede estar en el primer segmento, luego esta en el segundo
y, reciprocamente, OP = OY UY P y X —Y — P implica que X no puede estar
en el segundo segmento.

—
Supongamos ahora que X e Y estan en OA y son distintos de O. Entonces
X<apY & X-Y-0<X-Y-PeX<g Y

En efecto, si X —Y — O, entonces no X ~y Oy O ~y P (porque Y — O — P),
luego no X ~y P, luego X —Y — P. Reciprocamente, si X —Y — P, como
X—-0O—-P,es XP=XOUOP, pero Y no esta en el segundo segmento (porque
Y—-0—-P),luego X - Y —O.

— -
Ahora supongamos que X € OA y que Y € OP son puntos distintos y

distintos de O. Entonces X <4p Y por definicion y, por otra parte, como

X — O — P, tenemos que Y € OP C XP, luego X —Y — P, luego X <g, Y.

Dejamos al lector los casos en los que uno de los puntos es igual a O, pues
son mas sencillos.

En total hemos probado que si P € O? es distinto de O, entonces SZB
coincide con <5.. Dicho de otro modo, la relacion <9 es una de las dos
relaciones en r definidas a partir de las semirrectas con origen P. Esto es
trivialmente cierto si P = O, y si P € O—>A se cumple también aplicando lo
que ya hemos probado a la relacion <p4 (obtenemos que <p4 es una de las
dos relaciones definidas a partir de Py, por consiguiente, <4p es la otra). En
particular, <4 p es independiente de la eleccion de O y esto completa la prueba
del teorema. m

Por ultimo probamos que la relacién de orden determina la relacion “estar
entre”:

Teorema 1.21 Sean A y B dos puntos distintos y sean X,Y,Z puntos de la
recta AB. Entonces

X-Y -7 siysolosi X <apY <apZ o Z<apY <ap X.

DEMOSTRACION: Si se cumple X — Y — Z, tomando O = Y para definir
las relaciones de orden, es inmediato que X <xz Y <xz Z. Como la relacién
<xz coincide con <4p 0 con su inversa, la conclusion es inmediata.

Si se cumple X <ap Y <ap Z, entonces también X <xz Y <xz Z,
y podemos calcular esta relacion usando O = Y, y entonces es claro por la
definicion que X y Z estdn en semirrectas opuestas respecto de Y, luego se
cumple X —Y — Z. n

En particular vemos que

AB={X € AB|A<ap X <ap B}, AB={XecAB|A<apX}.
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1.3 Dimension

Informalmente, podemos decir que una recta tiene una dimension (gr. me-
dida) en el sentido de que es necesario dar una coordenada para determinar un
punto en ella (por ejemplo, indicar el km en el que se encuentra un vehiculo en
una carretera), mientras que un plano tiene dos dimensiones porque es necesario
dar dos coordenadas para especificar la posicién de un punto en él, y el espacio
intuitivo tiene tres dimensiones porque, ademas de las coordenadas que sittan
un punto en un plano, hay que especificar su altura con una tercera coorde-
nada. En este sentido podemos decir también que los puntos tienen dimension
cero, pues no hay que dar ninguna informacién para especificar un punto en un
conjunto formado sélo por dicho punto.

Esta idea se formaliza en estos mismos términos a través de la geometria
analitica, en la que a cada punto se le asocia unas coordenadas en un sistema de
referencia. Este enfoque de la geometria lo presentaremos en el capitulo IV, pero
los axiomas de incidencia y ordenacién nos bastan para distinguir los puntos,
las rectas, los planos y el espacio segtin su dimension.

Observemos que los axiomas de incidencia s6lo aseguran que el espacio tiene
dimensiéon mayor o igual que 2, concretamente a través del axioma A5, que
afirma la existencia de tres puntos no alineados. Sin embargo, nada en ellos
contradice la posibilidad de que exista un tinico plano II que contenga todos los
puntos del espacio E, es decir, que el espacio sea un plano.

Si queremos estudiar exclusivamente la geometria plana podemos simplificar
la axiomatica para eliminar de ella el concepto de ‘plano’. Concretamente,
podemos definir una geometria plana de Hilbert como un conjunto P al que
llamaremos “plano”, y a cuyos elementos llamaremos “puntos” junto con una
familia no vacia de subconjuntos no vacios de P a cuyos elementos llamaremos
“rectas”, de modo que se cumplan los tres axiomas siguientes:

Axioma A1 Por cada par de puntos distintos pasa una unica recta.

Axioma A2 Toda recta pasa al menos por dos puntos.

Diremos que tres o més puntos son colineales si hay una recta que pasa por
todos ellos.

Axioma A3 Ezxisten tres puntos no colineales.

En este contexto dos rectas paralelas se definen como dos rectas iguales o sin
puntos comunes (omitiendo la condicién ahora trivial de que estén contenidas en
el mismo plano). Si incorporamos el axioma de las paralelas, podemos hacerlo
igualmente en sustitucién de A2, pues la demostracion de que el axioma de las
paralelas implica A2 s6lo se basa en lo que era el axioma A5, que aqui es A3.

A estos tres axiomas de la geometria plana podemos anadir los axiomas de
ordenacion sin més variaciéon que eliminar en el axioma B4 el requisito ahora
redundante de que la recta esté contenida en el plano determinado por los tres
puntos.
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Todos los resultados que hemos demostrado hasta ahora pueden probarse
igualmente a partir de los axiomas de la geometria plana, sin mas que eliminar
toda referencia a planos en los enunciados o en las pruebas, aunque algunos de
ellos se vuelven vacios, como que dos rectas secantes estan contenidas en un
mismo plano.

Reciprocamente, todo resultado demostrable a partir de los axiomas de la
geometria plana se traduce automaticamente en un resultado demostrable a
partir de los axiomas generales sin més que observar que todo plano II de una
geometria de Hilbert (tomando como familia de rectas la de las rectas contenidas
en él) satisface los axiomas de la geometria plana de Hilbert.

En efecto, el axioma A4 afirma que las rectas de una geometria de Hilbert
que pasan por dos puntos de II estan contenidas en II, luego son rectas de la
geometria plana. Esto hace que II cumpla el axiomas Al, mientras que A2 se
cumple en II por el propio axioma A2 y el axioma A5 implica el axioma A3
para II.

La mayor parte de los resultados que vamos a demostrar en los tres primeros
capitulos son en realidad teoremas de la geometria plana. No obstante, ahora
vamos a estudiar como completar los axiomas generales que hemos dado para
que exijan que el espacio tenga exactamente tres dimensiones. Para ello vamos a
describir con una notacién homogénea algunas caracteristicas que ya conocemos
de puntos, rectas y planos:

e Diremos que un conjunto formado por un solo punto P, es siempre afin-
mente independiente, y definimos la variedad afin generada por Py como
el conjunto A°(Py) = {Py}.

e Diremos que un conjunto formado por dos puntos distintos Py, P; es siem-
pre afinmente independiente, y definimos la wvariedad afin generada por
ellos como la recta A'(Py, P1) = PyP;.

e Diremos que un conjunto formado por tres puntos Py, P, P> es afinmente
independiente si no son colineales, y definimos la variedad afin generada
por ellos como el plano A%(Py, Py, Ps) = PyP Ps.

e Diremos que un conjunto formado por cuatro puntos Py, P, P>, P3 es afin-
mente independiente si no son coplanares, es decir, si no estan contenidos
en un mismo plano.

A partir de aqui nos encaminamos a dar una definiciéon razonable de la
variedad afin A3(Py, P1, P, P3) generada por cuatro puntos affnmente indepen-
dientes, que seré el anédlogo tridimensional de los conceptos de punto, recta y
plano.

Definicion 1.22 Diremos que un plano II separa dos puntos A y B,y lorepre-
sentaremos por A —I1 — B, si A, B ¢ Il y II corta al segmento AB, es decir, si
existe un punto T' € II (necesariamente tinico) tal que A — T — B.
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Teorema 1.23 Si un plano I1 separa dos puntos A y C y R € 11, entonces 11
separa a C' de todos los puntos de la semirrecta RA (distintos de R).

—

DEMOSTRACION: Sea B € RA tal que B # R. Entonces B ¢ II, pues de lo
contrario A € RB C 11, contradiccién. Por hipotesis existe un punto 7' € II tal
que C —T — A.

B

A Si T # R, llamamos » = TR, y en
caso contrario tomamos cualquier recta r
tal que R € r C II (que existe por Ab).
R T\ Sea IT* el plano que contiene a r y a A, que
claramente contiene también a los puntos

\ C ByC(C.
Por una parte tenemos que r corta a la
recta AB en R, que no esta entre A y B, luego A ~, B. Por otra parte no
A ~, C, luego no B ~,. C. Esto significa que existe un punto X € r C II tal

que B— X —C, luego B—11 - C. [

II

Definicion 1.24 Si A y B son puntos exteriores a un plano II, diremos que
A ~q1 B si existe un punto C exterior a Il tal que A—II—Cy B—1I - C.

El lector deberia comparar esta definicion con lo que seria su andloga en una
dimensién menos, es decir, dos puntos estéan relacionados respecto de una recta
si hay un punto separado de ambos por la recta. Es facil ver que esto equivale a
que ambos estén en un mismo semiplano con la recta como frontera. Del mismo
modo, la relacién que acabamos de definir viene a decir que A y B estan en
un mismo semiespacio respecto del plano II, aunque esto no puede visualizarse
exactamente porque en un espacio tridimensional un plano determina dos tinicos
semiespacios (mientras que una recta determina muchos semiplanos distintos).

Un hecho crucial para manejar esta relacion es que, fijado A, el punto C tal
que A —IT — C puede escogerse arbitrariamente:

Teorema 1.25 Si A — 11 — C, entonces A ~1 B es equivalente a B — 11 — C.

En otras palabras, fijado C, los puntos relacionados con A son los separados
por II de dicho punto prefijado C'y no de uno cualquiera, como dice la definicién.

DEMOSTRACION: Una implicaciéon es obvia. Suponemos que A —I1 — C'y
que A ~11 B y tenemos que probar que B — II — C. La hipétesis es que existe
un punto D tal que A—II— Dy B—II— D, lo que a su vez significa que existen
puntos X,Y € [T talesque A— X —Dy B-Y —D.

Si X =Y, entonces A, B, X estan en la misma recta. Mas atn, ambos estéan
en la semirrecta opuesta a D respecto de X, luego A y B estdn en la misma
semirrecta respecto de X. El teorema anterior implica entonces que B —II— C.

Si X # Y, usamos como sigue el axioma B4: la recta AY corta al lado BD
del triangulo de vértices X, B, D, y no puede cortar a X D, porque corta a la
recta XD en A, que no esta en dicho segmento.
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A B Por lo tanto existe un punto Z en AY
\ / tal que B — Z — X. Similarmente, la recta
X B tiene que cortar a AY, pero la inter-
r / seccion tiene que ser el mismo Z, luego en
X\ /Y total tenemos B—Z - Xy A—Z-Y.
I \/D Por el teorema anterior, A —II — C im-

plica Z —1II — C', y una segunda aplicaciéon
nosda B —1I—C. L]

Ahora ya es inmediato que la relacion ~p; es una relacién de equivalencia
sobre los puntos exteriores al plano II. La reflexividad y la simetria son obvias,
mientras que la transitividad se sigue del teorema anterior: si A ~ B ~p C,
por definicion existe un D tal que A —II — D y B —II — D, y por el teorema
anterior C — IT — D, luego A ~p C.

Definicion 1.26 Si IT es un plano y P es un punto exterior, definimos
A3I,P)={X € E| X ~i1 P, o bien X €I, o bien X —II — P}.
Equivalentemente, si definimos
SA3IL,P)={X €E| X ~q P},
y P —1I — @, entonces A3(II, P) = SA3(II, P) UTT U SA3(I1, Q).

En efecto, s6lo hay que tener en cuenta que X — Il — P equivale a X ~p Q,
por el teorema anterior.

Con esto tenemos definido el “espacio” y los “semiespacios” definidos por un
plano y un punto exterior. Nuestra intencion es definir

A3(Py, Py, P2, P3) = A3(PyPy Py, P3),

pero necesitamos justificar que la definicién no depende del orden de los puntos,
y algunos hechos mas. Empezamos demostrando lo siguiente:

Teorema 1.27 Si Il es un plano y P, Q son dos puntos exteriores de modo que
Q € A3(IL, P), entonces A3(I, P) = A3(I1, Q).

DEMOSTRACION: Distinguimos dos casos:
1) Si P —II — @ entonces directamente
A3(TL, P) = SA3(IT, P) UTI U SA3(T1, Q) = A3(11, Q).

2) Si @ ~11 P, entonces tomamos R —IT — P (es claro que siempre podemos
tomar un punto asi, por el axioma B2), con lo que también R —II — Q, y asi

A3(I1, P) = SA3(I1, P) UTT U SA3(I1, R)
= SA3IL, Q) UTTU SA3(TL, R) = A3(I1,Q),

donde la igualdad SA3(II, P) = SA3(II, Q) se sigue de que dos puntos relacio-
nados tienen la misma clase de equivalencia. [
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Teorema 1.28 Sea II un plano, sea P un punto exterior, sea r una recta con-
tenida en I1 y sea I’ el plano que contiene ar y a P. Entonces II' C A3(IL, P).

DEMOSTRACION: El plano II' es la union disjunta de la recta r y los dos
semiplanos en que ésta lo divide (desprovistos de su frontera r). Trivialmente
r C II C A3(IL, P). Si un punto Q esti en el semiplano de II' opuesto a P,
entonces existe un 17" € » C II tal que @ — T — P, luego @ — II — P, luego
Q € A3(II, P). Por tltimo, si Q' estd en el mismo semiplano que P, entonces
Q' — 1 — Q, luego Q' ~11 P, luego Q' € A3(I1, r). "

Supongamos ahora que IT y II' son dos planos cuya interseccion sea una
recta r. Entonces podemos definir A3(II,I') = A3(II, P), donde P es cualquier
punto de IT" \ II = I \ r sin que importe la eleccion de P.

En efecto, si tomamos otro punto P’ € II' \ TI, entonces II’ es el plano que
contiene a r y a P, luego el teorema anterior nos da que P’ € II' C A3(IL, P), y
el teorema 1.27 nos da a su vez que A3(II, P) = A3(II, P').

Teorema 1.29 Sean IT y IT' dos planos cuya interseccion sea una recta v. En-

tonces I1 C A3(IL 1), T € A3(IL 1) y A3(IL, I') = A3(IT, I0).

DEMOSTRACION: Las dos inclusiones son obvias por la definicién. Por si-
metria basta probar que A3(IL,I') C A3(II',II). Pongamos que A*(IL, 1) =
A3(II, P), para cierto P € II' \ II. Tomemos X € r y un punto @ tal que
P—X—Q. Notemosque P-II—-Qy Q €II' \ r.

Tomemos cualquier punto Z € A3(II,II'). Si Z € Il o Z € II', ya sa-
bemos que Z € A*(II',II), luego podemos suponer lo contrario. Entonces
Z € SA3IL,P) o Z € SA3(I,Q). Por simetria podemos suponer el primer
caso.

Entonces Z ~11 P, luego Z —I1—(Q, luego existe un T' € Il tal que Z —T — Q.
No puede ser que T € II', pues entonces también Z € II', luego T # Q). Ahora
consideramos cualquier recta contenida en II' que pase por @) y consideramos el
plano IT* que contiene a ésta y a T. Entonces el teorema anterior nos da que
Z ell* C A3(IU',T) = A3(I1', 10). ]

Finalmente podemos definir:

Definiciéon 1.30 Dados cuatro puntos Py, P;, P>, P3 afinmente independientes,
es decir, no coplanares, la variedad afin (tridimensional) que generan es

A3(Py, P1, P>, P3) = A*(Py P Ps, P3).

Ahora es inmediato que la definiciéon no depende del orden de los puntos.
En efecto, observemos que los planos PyP P> y PyP Ps se cortan en la recta
PyP; (la interseccion no puede contener ningin X punto mas, pues en tal caso
PoPiP, = PP X = PyP,Ps, luego Ps € PyP1 P>, y los cuatro puntos serian
coplanares). Por lo tanto

A3(Py, Py, Py, Ps) = A3(PyP1 Py, P3) = A3(PyP, Py, PyP1 )
= A3(PyP\ P, PP Py) = A*(Py P\ Ps, Py) = A*(Py, Py, Ps, Py),

e igual que hemos intercambiado P, con P3, podemos poner en cuarto lugar
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cualquiera de los puntos. Ahora probamos el teorema fundamental sobre varie-
dades tridimensionales:

Teorema 1.31 Si E es una variedad afin tridimensional y Py, Py, P>, P3 € E
son puntos no coplanares, entonces E = A3(Py, Py, Py, P3).

DEMOSTRACION: En principio E = As(Qo, Ql; Qg, Q3) = A3(Q1Q2Q3, QQ),
para ciertos puntos afinmente independientes ();. Como los P; también son
afinmente independientes, alguno de ellos no esta en el plano Q1Q2Q3. No
perdemos generalidad si suponemos que es Py, y entonces el teorema 1.27 nos
da que

E = A*(Q1Q2Qs, Py) = A*(Py, Q1, Q2. Q3) = A*(PyQ2Q3, Q1).

Nuevamente, uno de los puntos P;, P>, P3 no puede estar en el plano Py()2Qs,
y no perdemos generalidad si suponemos que es P;, con lo que

E = A (PyQa2Qs, Pr) = A*(Py, P1,Q2,Q3).
Continuando de este modo llegamos a que E = A3(Py, Py, P3, Ps). ]
Por consiguiente:

Teorema 1.32 Por cuatro puntos no coplanares Py, Py, Py, P3 pasa una inica
variedad afin tridimensional, que es la que representamos por A3(Py, Py, Py, P3).

Notemos que, por definicién, toda variedad afin tridimensional contiene cua-
tro puntos no coplanares. Méas atin, si X C E = A3(Py, Py, P2, P3) esta formado
por uno, dos o tres puntos afinmente independientes, entonces X se puede ex-
tender hasta un generador de F.

En efecto, si Q¢ € E, algin P; tiene que ser distinto de Qq, luego existe
un @1 € E distinto de Qp. A su vez, si Qp,Q1 € E son puntos distintos,
algin P; tiene que ser exterior a la recta QQoQ1, luego existe un Q)2 € E tal
que Qp, @1, Q2 no son colineales. Por tultimo, dados tres puntos no colineales
Qo,Q1,Q2 € F, algin P; tiene que ser exterior al plano QyQ1Q>2, luego existe
un Q3 € F tal que Qq,Q1,Q2,Q3 € E son puntos no coplanares, y entonces

E = AB(QOv Q17 Q27 Q3)

De aqui se sigue a su vez que si una variedad afin tridimensional E contiene
a dos puntos, también contiene a la recta que los une, y si contiene tres puntos
no colineales, también contiene al plano que determinan. Esto es la version
tridimensional del axioma A4. También es claro que si E contiene una recta r y
un punto exterior P, entonces contiene al plano que determinan y, en particular,
a la paralela a r por P.

Necesitamos una tltima propiedad de las variedades afines tridimensionales.
Notemos que, en general, si II y II’ son dos planos distintos, su interseccion
puede ser vacia, puede ser un punto o puede ser una recta, pero no hay maés
opciones, pues si la intersecciéon contiene dos puntos, entonces contiene la recta
r que los une (por A4), y no puede contener otro punto P exterior a r, ya que
entonces II = I’ serian ambos el tnico plano que contiene a P y a dos puntos
de r. En una variedad afin tridimensional uno de los casos es imposible:
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Teorema 1.33 Si E es una variedad afin tridimensional y ILII' C E son dos
planos distintos con interseccion no vacia, entonces su interseccion es una recta.

DEMOSTRACION: Supongamos que la interseccion fuera sélo un punto P.
Podemos tomar puntos P’ y P” en II' tales que P, P’, P no sean colineales.
En particular, P’, P"” ¢ TI (pues en caso contrario tendrian que ser P). Por lo
tanto, E = A3(II, P') y, como P"” € II' C E, tiene que darse uno de los dos
casos: P/ —II — P” o bien P’ ~1x P”.

Si se da el primer caso existe un punto 17" € II tal que P — T — P”, pero
entonces T' € IINII', luego T' = P, y llegamos a que P, P’, P son colineales, en
contra de lo supuesto.

Si se da el segundo caso tomamos P"’ tal que P — P — P” y entonces
P" eIl y P —11 — P”, luego P —II — P’. Mas atun, P,P’ y P" siguen
siendo no colineales, por lo que estan en el caso anterior y tenemos igualmente
una contradiccion. n

Ahora tenemos varias caracterizaciones de la tridimensionalidad del espacio:

Teorema 1.34 Supongamos que existen cuatro puntos no coplanares. Las afir-
maciones siguientes son equivalentes:

1. El espacio E es una variedad afin de dimension 3.
2. Si Py, Py, Py, Py son puntos no coplanares, E = A3(Py, Py, Py, P3).

3. Todo plano 11 tiene un punto exterior y la relacion ~g en E\II determina
dos clases de equivalencia, es decir, I divide a E\II en dos semiespacios,
de forma que dos puntos estdan en el mismo semiespacio si y sdlo si Il no
corta el segmento que los une.

4. Si dos planos tienen un punto en comin, entonces tienen dos puntos en
comun (y, por consiguiente, su interseccion es una recta).

DEMOSTRACION: 1) = 2) es el teorema 1.31.

2) & 3) Si Py, P1, P> son tres puntos no colineales en II, sabemos que existe
un cuarto punto P de modo que E = A3(Py, Py, P2, P) = A3(Il, P). En par-
ticular P es un punto exterior a Il y 3) se cumple por definicion de A3(IL, P).
Reciprocamente, si se cumple 3), dados puntos P;, tomamos II = PyP Pa, y
entonces 3) implica que E = A3(I1, P3).

2) = 4) es el teorema anterior.

4) = 1). Por hipotesis existen cuatro puntos no coplanares Py, Py, Ps, Ps.
Si E # A3(Py, P1, P2, P3), entonces existe un punto Py € E\ A3(FPy, P1, P2, Ps).
Entonces Py, P3, P, no son colineales, pues si lo fueran Py € A3(Py, Py, P2, P3).
Por consiguiente, podemos considerar los planos I1 = PyP Py, y II' = PyP3Py.
Claramente Py € IINTII'. Por 4) tenemos que IINTI' es una recta r, en la cual
no puede estar P; (pues en tal caso P; € II y los cuatro puntos dados serfan
coplanares). Por lo tanto I’ es el plano determinado por dos puntos de r C II
y P3, luego Py € I C A3(Py, Py, P», P3), contradiccion. "
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Con esto tenemos ya una forma (o varias equivalentes) de completar los
axiomas de incidencia para asegurar que el espacio sea tridimensional:

Definicién 1.35 Una geometria de Hilbert tridimensional es una geometria de
Hilbert que incluya los axiomas de incidencia siguientes (aziomas de tridimen-
sionalidad):

Axioma A5b Ezxisten cuatro puntos no coplanares.

Axioma A6 Si dos planos tienen un punto en comin, entonces tienen dos
puntos en comun.

Hemos llamado A5b al primero de los axiomas porque con estos dos nuevos
axiomas se puede demostrar el antiguo axioma A5. En efecto:

DEMOSTRACION: Sea II un plano y vamos a ver que contiene tres puntos no
colineales. Por definicién IT es no vacio, luego podemos tomar un punto P € II.
Por el axioma A5b existen puntos @ y R no colineales con P. Si ambos estan
en IT ya hemos terminado. En caso contrario el plano PQR corta a Il en Py
por A6 en otro punto mas. No perdemos generalidad si suponemos que es @,
con lo que R ¢ II. De nuevo por A6 existe un punto S no coplanar con P, @,
R. El plano PRS corta a Il en P y en otro punto P’ que no puede estar en
PQ, pues PQ esta contenida en PQR (por A4) y en tal caso los planos PRS'y
PQR tendrian en comun los puntos P, Ry P’, luego serfan iguales (por A3) y
P, @, R, S serian coplanares. Por lo tanto, los puntos P, @, P’ son tres puntos
no colineales en II. m

Del mismo modo que los planos cumplen los axiomas de la geometria plana,
es facil ver que las variedades tridimensionales cumplen los axiomas de la geo-
metria tridimensional, por lo que los teoremas de la geometria tridimensional
son aplicables a geometrias de dimensiones superiores particularizados a subva-
riedades tridimensionales.

En la geometria tridimensional dos planos se dicen coincidentes si son iguales,
secantes si su interseccién es una recta y paralelos si son iguales o no tienen
puntos comunes. No obstante, del mismo modo que para que dos rectas sean
paralelas se exige que estén contenidas en un mismo plano (aunque esto es trivial
en el caso de la geometria plana), para que dos planos se consideren paralelos
tienen que estar contenidos en la misma variedad afin tridimensional (aunque
esto es trivial en la geometria tridimensional).

Observemos que un punto intermedio entre no suponer los axiomas de tri-
dimensionalidad y suponerlos consiste en suponer tnicamente A5b (sin reem-
plazar entonces a Ab), lo cual significa postular que el espacio tiene al menos
dimensioén 3, pero sin excluir que pueda tener una dimensién mayor. Conviene
observar una consecuencia de A5b:

Teorema 1.36 Toda recta es interseccion de dos planos.
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DEMOSTRACION: Sea r = AB una recta. Como existen puntos no colineales,
tiene que haber un punto C exterior a r. Sea II el plano ABC. Como existen
puntos no coplanares, tiene que haber un punto D exterior a II. Sea II' = ABD.
Es claro entonces que r = II N1II'. n

De momento estamos interesados en describir la geometria intuitiva, es de-
cir, tridimensional, pero es conveniente no usar los axiomas que exigen la tri-
dimensionalidad del espacio si no son necesarios, de modo que los resultados
que obtengamos valdran igualmente para geometrias de dimensiones superiores.
Vamos a ver un ejemplo de como el concepto de variedad afin tridimensional
nos permite evitar estos axiomas en una demostracion.

Teorema 1.37 Admitiendo el axioma de las paralelas, si dos rectas son para-
lelas a una tercera, entonces son paralelas entre si.

DEMOSTRACION: Sean r; y 7o paralelas a r3. Supongamos que 11 y 79 1No
son paralelas (en particular que son distintas). Sea II; el plano que contiene a
r1, r3 y sea Il el plano que contiene a 19 y r3. Si II; = Ily entonces ry y 7
estan en el mismo plano, y como no son paralelas se cortan en un punto P, con
lo que r3 tiene dos paralelas distintas por P, contradiccion.

Si II; # Il entonces la interseccion de ambos planos es la recta r3, luego
podemos formar la variedad afin E = A3(II;,113). Sea II el plano que contiene
ar; C Iy y aun punto Q de ro C Iz. Entonces E = A3(I11,Q) y I C E por el
teorema 1.28. Por consiguiente, el teorema 1.33 nos da que II corta a IIs en una
recta ' disjunta de r3 (pues si R estd en 7’/ N3 entonces no puede estar en rq,
ya que entonces estarfa en r1 Nr3. De aqui que II = II;, pues tienen ar; y a R
en comun, luego r’ = r3 y Q estarfa en ro Nr3). Por lo tanto v’ es paralela a 73
y pasa por un punto de rg, luego ' = ry. De nuevo tenemos que r; y 7o estan
en un mismo plano, y concluimos como antes. [

Nota Conviene observar que el teorema anterior se demuestra a partir de los
axiomas de incidencia y ordenacion sin los axiomas de tridimensionalidad (los de
ordenacién intervienen en la construccion de la variedad afin A3(I1;,I1z)), pero
si suponemos los axiomas de incidencia de la geometria tridimensional, entonces
no es necesario considerar dicha variedad, ya que la hemos usado tnicamente
para probar que los planos IT y IIs se cortan en una recta, y esto se obtiene
directamente de A6. m

1.4 Angulos y triangulos

Definicion 1.38 Sean [; y ls dos semirrectas con origen comun O y no conte-
nidas en la misma recta. Sean ry y ro sus respectivas prolongaciones. Sea II el
plano que las contiene. Hemos visto que 1 esta contenido en uno de los semipla-
nos en que 19 divide a Il y [y esta contenido en uno de los semiplanos en que 71
divide a II. Llamaremos dngulo (lat. ‘rincon’) de vértice (lat. ‘cumbre’) O y
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lados I1 y l2 a la interseccion del semiplano de II respecto a ro que contiene a [y
con el semiplano de II respecto a r1 que contiene a ly. Lo representaremos lyls.
Los puntos de [ y l3 constituyen la frontera del angulo.

Observemos que EE contiene mas puntos, aparte de los de sus lados. De
hecho es un conjunto convexo, pues es la intersecciéon de dos conjuntos convexos.
Por lo tanto, si A y B son puntos en [y y lo respectivamente, entonces todos los
puntos entre ellos estan en el angulo.

Si tres puntos A, O y B no son colineales, llamaremos AOB al angulo de
vértice O y lados @)1 y O?

Un angulo esta contenido en un tnico plano, llamado su soporte. Se com-
prueba que un angulo determina su vértice y sus lados.

Dos rectas secantes dividen el plano que las contiene en cuatro dngulos con
vértice comin. Dos angulos con el mismo vértice, un lado en comun y los otros
lados formados por semirrectas complementarias se llaman angulos adyacentes.
Dos angulos con el mismo vértice y cuyos lados son semirrectas complementarias
se llaman &ngulos opuestos por el vértice. Cada angulo tiene exactamente dos
angulos adyacentes y un dngulo opuesto por el vértice.

Angulo adyacente

la —

Angulo
opuesto Angulo adyacente

Teorema 1.39 Sean A, O, B puntos no colineales en un plano I1. Entonces

una semirrecta de origen O y contenida en II estd contenida en el dngulo A0B
si y solo si corta al segmento AB.

DEMOSTRACION: Sea s una semirrecta de origen O y contenida en II. Pode-
mos suponer que no es uno de los lados de AOB. Si s corta a AB en un punto
X y P es cualquier otro punto de s (distinto de O), entonces la prolongacion
del segmento PX es la prolongacion de s, que corta a los lados del angulo en el
punto O, y éste no esta en PX. Por lo tanto P y X estan en los mismos semi-
planos respecto a los lados del angulo, y como X esta en el &ngulo, P también.
Esto prueba que s esté contenida en AOB.

Reciprocamente, supongamos que s esta contenida en AOB. Sea 5 la pro-
longaciéon de s y consideremos un punto C' tal que O esté entre C'y B. Los
puntos A, B y C no son colineales, y § no pasa por ninguno de ellos. Como 5
pasa por O, que es un punto entre C' y B, por el axioma B5 ha de pasar por
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un punto entre A y B o bien por un punto entre A y C. Ahora bien, s esta
contenida en AOB y puesto que al pasar por O cruza a la vez sus dos lados, es
claro que la semirrecta complementaria de s esta contenida en el &ngulo opuesto

por el vértice a AOB. Sin embargo el segmento AC esta contenido en el angulo
AOC, que es uno de los adyacentes a AOB. Por lo tanto 5 no puede cortar a
AC'. Asi pues, § corta a AB. Sin embargo, la semirrecta complementaria de s

no puede cortar a este segmento, pues esta fuera de AOB. Concluimos que es
s quien corta al segmento. [

Observemos que si un punto P esta en un angulo AOB entonces la semirrecta
O—}>’ esta contenida en AOB.

Teorema 1.40 Si dos dngulos tienen un lado en comin y estdn contenidos en
el mismo semiplano respecto a €l, uno de ellos estd contenido en el otro.

DEMOSTRACION: Los angulos seran de la forma A/OE y A/OE Suponga-
mos que el segmento AB; no corta a la recta OBs. Entonces todos los puntos
de AB; estdn en el mismo semiplano que A respecto a OBs, y por hipotesis
también estan en el mismo semiplano que Bs respecto a OA. Por lo tanto AB;
esta contenido en A/OE Si P es cualquier punto de A/O-E (que no esté en
OA) la semirrecta ﬁ corta a AB; en un punto X. Si X = P ya tenemos que
P esta en A/OE En caso contrario, el segmento X P no contiene a O, por lo
que X y P estén en los mismos semiplanos respecto a los lados de A/OE, luego
P esta en A/OE

Supongamos ahora que AB; corta a la recta OBs en un punto X. Entonces
X esta en A/OE, luego esté en el mismo semiplano que Bs respecto a OA,
luego en realidad X esta en O?g. Esto implica que AOX = A/O-E, luego no
perdemos generalidad si suponemos que X = By. Ahora, si P esta en A/OE la
semirrecta OP corta a ABy, luego corta a AB1, luego esta contenida en A/O—E,
luego P esta en A/OE L]

De la prueba del teorema anterior y del teorema 1.39 se deduce el hecho
siguiente:

Teorema 1.41 Sean Iy, ls y l3 semirrectas de origen O tales que dos de ellas
no estén sobre una misma recta y de modo que ly y l3 estén contenidas en un
mismo semiplano respecto de l1. Entonces EE estd contenido en @ si y solo
st ly estd contenida en @

También tenemos esta equivalencia:

Teorema 1.42 Sean Iy, ls y ls semirrectas de origen O tales que dos de ellas
no estén sobre una misma recta y de modo que ly y ls estén contenidas en un
mismo semiplano respecto de li. Entonces ly estd contenida en @ si y solo si
l1 y l3 estdn en semiplanos opuestos respecto de lo.
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DEMOSTRACION: Pongamos que I} = O—>A, ls = O? Notemos que l; esta
contenida en uno de los semiplanos determinados por [ en el plano que contiene
a ambas, pues si P esta en [, y es distinto de O, entonces AP no contiene a O,
luego no corta a la prolongacion de o, luego I esta en el semiplano que contiene
a A. Lo mismo vale para I3.

Si lo esté en El\g, por el teorema 1.39 tenemos que Iy = @, con A— B-C.
Entonces A y C estan en semiplanos opuestos respecto de Iz, luego lo mismo
vale para [ y I3, pues [ esta en el semiplano de A y I3 en el de C.

Reciprocamente, si l; y I3 estin en semiplanos opuestos respecto a I, el
segmento AC' corta a la prolongacion de ls en un punto B # O (pues si fuera
B = O entonces l; y I3 estarian alineadas). Por el teorema 1.39 tenemos que la

semirrecta O? estd contenida en El\g, luego en particular I3 y @ estédn en el
mismo semiplano respecto de l;. Basta probar que es l5, pero en caso contrario
seria su semirrecta opuesta, y asi lo y I3 estarian en semiplanos opuestos respecto
de [, en contra de lo supuesto. [

Definicion 1.43 Sean A, B y C tres puntos no colineales. Llamaremos tridn-
gulo de vértices A, B 'y C a la interseccion de los angulos BAC', ABC'y ACB.
Lo representaremos por ABC.

Los &angulos W, ABC y ACB se llaman dngulos del triangulo ABC.
Cuando no haya ambigiiedad, nos referiremos a ellos como A, By C, respecti-
vamente (es decir, los nombraremos por sus vértices). Los segmentos AB, AC'y

BC se llaman lados de ABC'. Los tres lados de un triangulo forman su frontera.

Los lados AB y AC se llaman lados contiguos al angulo /1, mientras que el
lado BC' es el lado opuesto al angulo A (similarmente con los otros dos angulos).

Normalmente llamaremos a, b y ¢ a los lados de un tridngulo ABC, de modo
que a seré el lado opuesto al angulo A, b serd el lado opuesto a B y ¢ seré el

lado opuesto a C.
B

1.5 Axiomas de congruencia

Continuamos introduciendo conceptos geométricos bésicos estudiando ahora
la congruencia de figuras. La idea subyacente es que dos figuras son congruen-
tes si se diferencian a lo sumo en su posicién en el espacio, es decir, si una
puede convertirse en la otra mediante un movimiento. Aunque en principio el



1.5. Axiomas de congruencia 25

concepto de congruencia es aplicable a cualquier figura, de momento sbélo nece-
sitamos considerar congruencias de segmentos, 4ngulos y tridngulos. Ademés,
la congruencia de triangulos puede definirse en términos de las otras dos.

Definicion 1.44 Una geometria métrica es una geometria ordenada junto con
dos relaciones, que llamaremos de congruencia y las representaremos por =,
definidas respectivamente sobre los conjuntos de los segmentos y angulos, y que
cumplen los axiomas siguientes:

Axioma C1 Las dos congruencias son relaciones de equivalencia, es decir,
son reflexivas, simétricas y transitivas.

Axioma C2 Dados puntos A # By A’ y una semirrecta s de origen A’, existe
un inico punto B’ en s tal que AB = A’B’.

Axioma C3 Sean A, B, C puntos colineales de modo que B esté entre A
y C, sean A', B' y C' otros tres puntos en las mismas condiciones. Entonces,
si AB=A'B" y BC = B'C’, también AC = A'C".

Axioma C4 Sea L un dngulo, s una semirrecta y Il un semiplano cuya fron-
tera sea la prolongacion de s. Entonces existe un unico dngulo L' contenido
en II, con un lado igual a s y tal que L = L'.

Diremos que dos tridngulos T'y T’ son congruentes si existe una correspon-
dencia entre sus vértices para la cual cada par de lados y 4ngulos correspondien-
tes son congruentes. En lo sucesivo, cuando digamos que dos tridngulos ABC
y AB’C’ son congruentes, se sobrentendera que cumplen la deﬁnﬂén para la
correspondencia A — A’, B — B, C — (', es decir, que AB = A’B’, etc.

Axioma C5 Dado un tridngulo ABC, un segmento A'B’ = AB y un semi-
plano II de frontera la prolongacion de A'B', existe un (inico) tridngulo A’ B'C’

contenido en Il y congruente con ABC.

Observemos que la unicidad del tridngulo se sigue del axioma C4, pues las
rectas A’C’ y B’C’ son tnicas, y C' ha de ser su interseccion. En el lenguaje
tradicional de la geometria es costumbre hablar de angulos, segmentos y trian-
gulos ‘iguales’ en el sentido que aqui hemos dado a la palabra ‘congruentes’,
mientras que para indicar que dos segmentos, dngulos o tridngulos son iguales
en el sentido conjuntista, es decir, que contienen los mismos puntos, se suele
decir que son ‘coincidentes’. Nosotros usaremos estos términos excepto cuando
pueda dar lugar a confusion.

Comencemos estudiando las propiedades de la congruencia de segmentos. El
axioma C3 nos permite definir una suma:

Teorema 1.45 Dados dos segmentos AB y CD existe un segmento PQ con
la propiedad de que existe un punto R entre P y Q de modo que PR = AB
y RQ = CD. La clase de congruencia de PQ sélo depende de las clases de
congruencia de AB y CD.
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DEMOSTRACION: Tomamos por ejemplo P = Ay R = B. Ahora considera-
mos la semirrecta de AB con origen B y que no contiene a A. Por el axioma C2
existe en ella un punto Q tal que RQ = CD. Es claro que P, Q y R cumplen
lo pedido. El resto es consecuencia del axioma C3. n

Definicion 1.46 En las condiciones del teorema anterior, escribiremos

PQ=AB+CD,

entendiendo la expresién como una igualdad entre clases de congruencia.®

De este modo tenemos definida la suma de dos (clases de) segmentos cuales-
quiera. Es obvio que esta suma es asociativa y conmutativa. El hecho siguiente
no es exactamente una consecuencia inmediata de la definicién de suma:

Teorema 1.47 Sz'_P_Q = u + v entonces existe un unico punto R entre P y Q)
tal que PR=u y RQ = v.

DEMOSTRACION: Por el axioma C2 existe un tinico punto R en la semirrecta
1@ tal que PR = u. Del mismo modo, existe un punto R’ en la semirrecta de
PQ de origen R y que no contiene a P de modo que RR’ = v. Por definicion de
suma tenemos que PR’ = u+v = PQ, luego la unicidad del axioma C2 implica
que R =Q n

De aqui se sigue que la suma de segmentos es simplificable:
Teorema 1.48 Dados tres segmentos u, v y w, st u+v = u+w entonces v = w.

DEMOSTRACION: Sea u+ v = u+ w = PQ. Entonces existe un punto R
entre Py Q tal que PR =u y RQ = v. También tiene que existir un punto R’
tal que PR’ = uy R'QQ = w, y por la unicidad de C2 ha de ser R = R’, luego
v=RQ=RQ=w. .

Definicién 1.49 Diremos que un segmento u es menor que un segmento v (y
lo representaremos por u < v) si existe un segmento w tal que v = u + w.
En tal caso el teorema anterior afirma que w es tnico (salvo congruencia) y lo
llamaremos resta o diferencia de u y v, y lo representaremos w = v — u.

De las propiedades de la suma se sigue inmediatamente que la desigualdad
de segmentos depende soélo de las clases de congruencia y es una relaciéon de
orden estricto. También es facil probar lo siguiente:

Teorema 1.50 Si AB < AC y ambos segmentos estdn situados sobre una se-
mirrecta de origen A, entonces B estd entre A y C.

3Esto significa que, dados dos segmentos « y v no tenemos definido ningtin segmento en
concreto al que llamar w4 v, sino una unica clase de congruencia de segmentos w que cumplen
w=u+v.
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Nos ocupamos ahora de la congruencia de angulos y triangulos. Comenzamos
con dos criterios de igualdad de tridangulos.

Teorema 1.51 (Criterio lado-angulo-lado) Si dos tridngulos T = ABC vy
- ABC cumplen AB=A'B, AC =AC" y A= A’ entonces T =T".

DEMOSTRACION' Por el axioma C5 el tridngulo T es igual a un triangulo

= ATB'C" contenido en el mismo semiplano que 71" respecto a la recta A’ B’

y con todos sus lados y angulos congruentes con los de T'. En particular, usando
el axioma C1 resulta que A’C' = A'C" y BIAC! = BTAIC".

Estos dltimos &ngulos tienen un lado en comun y estdn contenidos en el
mismo semiplano respecto a dicho lado, luego por el axioma C4 son coincidentes.
En particular la semirrecta ﬁ coincide con A’C”. Ahora el axioma C2 implica
que C' = C", por lo que T’ coincide con T", luego Ty T’ son iguales. n

Teorema 1.52 (Criterio angulo-lado- angulo) Si dos triangulos T = ABC
yT' = ABC cumplen AB=A'B, A= A" y B= B’ entonces T =T".

DEMOSTRACION: Razonamos igual que en el teorema anterior, con lo que
obtenemos un tridngulo 7" = ATBO" igual a 7'y que comparte con 7" el lado
AR y los dngulos A’ y B'. Esto implica que A'C" = A'C” y B'C" = B'C”,
pero C" y C" son los respectivos puntos donde se cortan estas semirrectas, luego
C" = C" y concluimos igualmente. n

Mas adelante probaremos que si dos tridngulos tienen dos angulos iguales
entonces tienen los tres angulos iguales, con lo que el criterio anterior cubrira
cualquier caso en que dos tridngulos tengan iguales dos dngulos y un lado. Més
delicado es probar el criterio lado-lado-lado. Necesitamos algunos resultados
previos:

Teorema 1.53 Sean Iy, ls y l3 semirrectas de origen O de modo que no haya
dos sobre una misma recta y con lo y ls en el mismo semiplano respecto de ly.
Sean I}, l5 y 13 semzrrectas de orzgen O en las mismas condlcwnes Si g esta

contenida en Iyl3 13, lllg = l’ Iy Lis 13 = l'llé, entonces l estd en l'llg Yy 1213 =1 l'
DEMOSTRACION: Tomemos puntos A € Iy y B € l3. Por el teorema 1.39
sabemos que la semirrecta Iy corta a AB en un punto C. Consideremos puntos

A’ €lyy B' €Y tales que O'A’ = 0Ay OB’ = OB.

I3

ly
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Por el criterio LAL de igualdad de tr1angulos tenemos que A0B = A0'B B,
luego Aﬁ: A'B’. Sea C' el punto de A'B' que cumple AC = A’C". Como
AC < AB resulta que C’ esta entre A’ y B'. Veamos que esta en l},. Esto se debe

a que los triangulos AOC y A’O’C" son iguales, porque tienen iguales el angulo
A=A yloslados OA = O’A y AC = A’C". Por lo tanto A0C = A’O’C’

por la unicidad del axioma C4 ha de ser I}, = 0’'C". (Notemos que O'C” esté en
1115 por 1.39, luego esta en el mismo semiplano que I respecto de I}, luego por

hipétesis también en el mismo que l5.) En particular I esta en I}l5.
El teorema 1.48 implica que BC BC = B'C’, y el criterio LAL (tenlendo en

cuenta que B = B’ ) implica que BOC = 1 O’C' luego en particular l2l3 = l’ 15.
| ]

A su vez:

Teorema 1.54 Sean ly, Iy y l3 semirrectas de origen O tales que ls esté conte-
nida en lllg Sean ll, 12 y l5 semirrectas de omgen O’ en las mismas condiciones.
Si lils =1 l’ Yy l2l3 = lélg entonces 1113 1ls = l'llg

DEMOSTRACION: Por el axioma C4 existe una semirrecta l§ de origen O’ y

contenida en el mismo semiplano respecto a I} que l§ y de modo que EE =il
Hemos de probar que l5 = I¥, pero esto es consecuencia de la unicidad del
ax1oma C4, ya que, por una parte, el teorema anterior implica que I} esta en

A 14y que l’ g = 1213 = 1213, mientras que el teorema 1.42 nos da que l5 y 14
estan en el mismo semiplano respecto de ls, ya que ambas estan en el semlplano
opuesto a lf. "

Definiciéon 1.55 Un tridngulo es equildtero (lat. ‘de lados iguales’) si sus tres
lados son iguales. Un tridngulo es isdsceles (gr. ‘de piernas iguales’) si tiene al
menos dos lados iguales. Un tridngulo es escaleno (gr. ‘oblicuo’) si sus lados
son desiguales dos a dos.

Probamos ahora un resultado con una prueba mucho més elemental de lo
que podria preverse:

Teorema 1.56 (Criterio del tridngulo isésceles) Si en un tridngulo ABC
se cumple CA = CB entonces A = B.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el criterio LAL a los triangulos (coincidentes)
ACB y BCA (es decir, tomando A’ =B, B'=Ay C' =C). ]

Observemos que el teorema anterior implica que los tridngulos equilateros
tienen también sus tres dngulos iguales. Finalmente podemos probar:

Teorema 1.57 (Criterio lado-lado-lado) SiT = ABC yT' = AB'C’ cum-
plen AB = A'B', AC = A'C" y BC = B'C", entonces T =T".
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A DEMOSTRACION: Trasladando uno de los tridn-
gulos podemos suponer que AC = A’C’ y que los
vértices B y B’ se encuentran en semiplanos distin-
tos respecto a este lado comun.
En estos terminos AB = A— BC = B'Cy
B P B’ hemos de probar que ABC C ABC. Paraello basta
probar que AB'C = ABC pues entonces el criterio
LAL nos da el resultado.
C Tenemos que el segmento BB’ corta a la recta
AC en un punto P. Sies P = C concluimos por el teorema anterior para

1@, e igualmente si P = A. Supongamos, pues, que A, P, C son distintos
dos a dos. Sies A— P— (|, aplicamos el teorema anterior a los triangulos ABB
y C?B’, con lo que obtenemos ABB' = AB'B y CBB' = CB'B. Entonces
el teorema 1.54 implica que AB'C = ABC. Sies P—-C—-AoP—A—C
concluimos analogamente usando ahora el teorema 1.53. L]

1.6 Suma de angulos

El teorema 1.54 nos permite definir una suma de édngulos de forma similar
a como hemos definido la suma de segmentos. Conviene definir primero la
ordenacién de los angulos.

Definicién 1.58 Diremos que un éngulo A es menor que un angulo B (y lo
representaremos por A < B) si existen angulos A’ y B’ congruentes con A y
B respectivamente, con un lado en comin, situados en un mismo semiplano
respecto a dicho lado y de modo que A’ esta (estrictamente) contenido en B’.

Si Ay B son dos dngulos no congruentes, por el axioma C4 existen angulos
A’ y B’ en las condiciones de la definicion, por el teorema 1.40 uno de ellos
estara contenido en el otro y por el teorema 1.54 el resultado de la comparacion
depende s6lo de las clases de congruencia de A y B. Ahora es facil probar que
la relacion que acabamos de definir es ciertamente una relacién de orden total
estricto sobre (las clases de congruencia de) todos los angulos, asi como que
si dos angulos comparten un lado y estan contenidos en un mismo semiplano
respecto a dicho lado, entonces el menor estara contenido en el mayor.

Teorema 1.59 Si L y L' son dngulos iguales, S es un dngulo adyacente a L y
S’ es un dngulo adyacente a L', entonces S y S’ también son iguales.

DEMOSTRACION: Digamos que L = AOB yque S = C/O\B, donde los puntos
C, O, A estan alineados. Sea O’ el vértice de L' y S’, tomemos B’ en el lado
comin entre ambos y de modo que OB = O'B’. Sea A’ en el otro lado de L’ de
modo que OA = O'A’ y sea C’ en el otro lado de S’ de modo que OC = O'C".
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B B’

C 0O A c’ o A

Es claro entonces que CA = C'A’, AOB = A’O’B’ (por el criterio LAL), de
donde AB = A’B’, de donde CAB=CAB (por el mismo criterio), de donde
BC = B'C’, de donde COB=COB (por el criterio LLL). Esto implica que
COB = C”/O’\B’, es decir, S = 5’. ]

Como consecuencia inmediata tenemos:

Teorema 1.60 Los dos dngulos adyacentes a un dngulo dado son iguales entre
st. Dos dngulos opuestos por el vértice son iguales entre si.

(Notemos que dos dngulos opuestos por el vértice son adyacentes a un mismo
angulo.)

Definicion 1.61 Dos angulos son suplementarios si uno es congruente con un
angulo adyacente al otro.

Es obvio que la relaciéon de ser suplementarios depende sélo de las clases de
congruencia de los d&ngulos, asi como que es simétrica. Si dos angulos suplemen-
tarios tienen un lado en comin y estdn en semiplanos opuestos respecto a éste,
entonces son adyacentes.

Teorema 1.62 Si un dngulo A es menor que un dngulo B, entonces el suple-
mentario de B es menor que el suplementario de A.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que A y B tienen un lado en comun y
estan contenidos en un mismo semiplano respecto a éste. Digamos A = Z/E y

=1l 1ls. Sea l] la semirrecta complementaria de [;. Entonces los suplementa—
rios de Ay B son l oy l’ l3. Basta probar que I3 esta contenida en l’ l5. Por el
teorema 1.39 esto equwale a que [} y Iy estén en semiplanos distintos respecto
a l3, lo que a su vez equivale a que l; y l2 estén en el mismo semiplano respecto
a l3, y por definicién de angulo esto equivale a que Iy esté contenida en EE, lo
cual es cierto por hipoétesis. [

Definiciéon 1.63 Un semihaz de semirrectas (lat. fascem = ‘manojo’) es el
conjunto de todas las semirrectas con un origen comin O contenidas en un
semiplano S que tenga a O en su frontera.

Notemos que un semihaz determina su origen y su semiplano. El origen O
divide a la frontera de S en dos semirrectas s y t a las que llamaremos extremos
del semihaz. Cada semirrecta [ en un semihaz que sea distinta de sus extremos
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determina dos angulos suplementarios sl y #l. Esto nos permite definir dos
ordenaciones totales en el semihaz: una dada por

1<u4l siysolosi sl <sl
(con el convenio adicional de que s <z | <y t, para cualquier semirrecta [
distinta de s y t), y otra <;s definida analogamente. El teorema anterior prueba
que ambas ordenaciones son mutuamente inversas.

En particular, si I; I y I3 son tres semirrectas de un semihaz, diremos que
lo esta entre ly v I3 sily <g lo <g l3, donde el orden de los extremos s y ¢ es
irrelevante. Es facil ver que esto sucede si y solo si 1 y I3 estan en semiplanos
distintos respecto a Is.

Ahora conviene adoptar el convenio siguiente:

Definicion 1.64 Llamaremos dngulos llanos a los semiplanos. Extendemos
la congruencia de angulos a los angulos llanos estipulando que todos ellos son
congruentes entre si y no son congruentes con ningtin angulo en sentido estricto.
Extendemos la relacion de orden estipulando que un angulo llano es mayor que
cualquier angulo en sentido estricto.

Notemos que un angulo llano no tiene definidos un vértice y unos lados.
Podemos considerar como tales a un punto cualquiera de su frontera y las semi-
rrectas que éste determina, pero hay infinitos a&ngulos llanos con el mismo vértice
y los mismos lados (todos los semiplanos con una misma recta como frontera).
Los angulos llanos no tienen suplementario. Si s y ¢ son los extremos de un
semihaz de semirrectas contenidas en el semiplano S, entonces convendremos
en que st representa precisamente a S (pero esto solo tiene sentido con respecto
a un semihaz prefijado). Con este convenio se cumple el teorema siguiente (la
demostracion es muy simple):

Teorema 1.65 Sean l; y lo dos semirrectas distintas en un semihaz prefijado.
Entonces l1ls es la union de todas las semirrectas del semihaz que estan entre
l1 Yy lg.

Todas estas consideraciones nos permiten estudiar comodamente la suma de
angulos.

Definicion 1.66 Diremos que un angulo A = EE es la suma de dos angulos B
y C si existe una semirrecta [3 de origen el vértice de A y contenida en A tal
que B =11l3 y C = I3l5. Lo representaremos por A = B + C.

Como en el caso de los segmentos, es claro que la relacion A = B + C
puede verse como una igualdad entre clases de congruencia de los angulos. Por
ejemplo, notemos que si A, B y C' cumplen la definicién anterior y A’ = A,
entonces B < A, luego existe un angulo B’ congruente con B con un lado en
comun con A" y contenido en A’. Por el teorema 1.53, los otros lados de B’ y A’
forman un angulo C’ congruente con C, luego A’ también es una suma de B
y C. Similarmente, el teorema 1.54 implica que todas las sumas de B y C son
congruentes.
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Convenimos en que un angulo llano A es la suma de dos angulos B y C
si y s6lo si éstos son suplementarios. Observemos que la definicién general de
suma, es aplicable a este caso tomando como vértice de A cualquier punto de su
frontera.

La suma de dngulos presenta una diferencia importante con la de segmentos,
y es que no todo par de angulos tiene una suma. Concretamente:

Teorema 1.67 Dos dngulos B y C' admiten una suma si y solo si C' es menor
o igual que el suplementario de B.

DEMOSTRACION: Sea A una suma de By C. Es claro que existe un semihaz
de semirrectas contenidas en el semiplano de A y con un extremo [; igual a un
lado de A (incluso si A es un semiplano). Sea l3 el otro lado de A. Por definicion
de suma, existe una semirrecta ls entre l; y I3 de modo que EZ\Q =By gl\g =C.

Si llamamos I4 a la semirrecta complementaria de [; tenemos

I <puy b2 <y 13 <gquy 1,

luego C' = EE < @, y este tltimo &dngulo es el suplementario de B.
Reciprocamente, si C' es menor o igual que el suplementario de B, entonces
podemos tomar B = EE, donde [; es un extremo de un semihaz de semirrectas
al cual pertenece ls. Por hipotesis C' < @, donde l4 es la semirrecta comple-
mentaria de [, luego existe una semirrecta I3 entre lo y 4 tal que C' = gl\g Es
claro entonces que EE es una suma de By C. L]

Se comprueba sin dificultad que la suma de angulos es asociativa, es decir,
si A+ B es sumable con C, entonces A también es sumable con B + C' y
(A+B)+C = A+ (B+C). Asi mismo es conmutativa y simplificable. Si B < C
entonces existe un tinico d4ngulo D (salvo congruencia) tal que C = B+ D. Lo
representaremos por D = C — B.

1.7 Mas propiedades de segmentos, Angulos y trian-
gulos

Con los resultados de que disponemos hasta el momento ya podemos pro-
bar con cierta agilidad muchas propiedades intuitivamente evidentes acerca de
segmentos, angulos y tridngulos. Recogemos aqui las que nos harén falta méas
adelante para estudiar la perpendicularidad, el paralelismo y las circunferencias,
entre otras nociones.

Teorema 1.68 Todo segmento AB contiene un tnico punto M que cumple
AM = MB. Se le llama punto medio del segmento.

DEMOSTRACION: Sea C' un punto cualquiera fuera de la recta AB. El

tridngulo ACB es congruente con un unico tridngulo BDA contenido en el
semiplano complementario del que contiene al primero.
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C Los puntos C, A y D no pueden ser co-
lineales, pues entonces los angulos CAB y

BAD serfan suplementarios, luego también

A B lo serian los angulos (iguales a éstos) ABD y

C/B\A, luego C', B y D serfan también colinea-
les, y asi los cuatro puntos estarian alineados,
D en contra de la eleccién de C.

Tenemos, pues, dos tridngulos ACD y B?C’, que tienen sus lados iguales,
luego también sus angulos. Ademéas CD corta a la recta AB en un punto M
(porque C'y D estan en semiplanos distintos). Los triangulos ACM y BDM
son iguales por el criterio ALA, luego AM = MB. El punto M ha de estar
entre A y B, pues en caso contrario habria dos segmentos iguales con extremo
M y el otro extremo al mismo lado de M.

La unicidad es facil de probar: Si hubiera dos puntos medios M; y Ms,
podemos suponer que M; esta entre A y Ms. Entonces AMo = AM 4 + M Mo,
luego AB = 2AM, = 2AM; + 2M M, = AB + 2M,Ms, lo cual es absurdo.

Teorema 1.69 Dado un dngulo @, existe una unica semirrecta | contenida
en €l, tal que 11 =11y. Se la llama bisectriz del angulo.

DEMOSTRACION: Sea O el vértice del angulo. Tomemos un punto A en [ y
sea B en I3 tal que OA = OB. Sea M el punto medio de AB y [ la semirrecta
de origen O y que pasa por M. Claramente [ estd contenida en el angulo. Los
tridngulos m y @ tienen los tres lados iguales, luego también los angulos.
En particular l = llg La unicidad se prueba como en el caso de los segmentos

0, alternativamente, se prueba que una bisectriz ha de pasar por el punto medio
de AB. .

Teorema 1.70 Todo dngulo de un tridngulo es menor que el suplementario de
cualquier otro de los dngulos.

B E DEMOSTRACION: Sea el triangulo ABC.
Vamos a probar que el suplementario de C es
mayor que B. Sea D el punto medio del lado
BC. Consideremos la semirrecta AD y, sobre
ella, sea E el Lnto quegmple AD = DE.

A ¢ Los triangulos ABD y EDC son iguales por el

criterio LAL, luego DOE = B esta contenido en el 4dngulo adyacente a C. m

El teorema siguiente generaliza al criterio del tridngulo isésceles.

Teorema 1.71 Los dngulos de un tridngulo satisfacen las mismas desigualda-
des que sus respectivos lados opuestos.
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DEMOSTRACION: Sea ABC un triangulo y supongamos, por ejemplo, que
BC < AB. Entonces existe un punto D en AB tal que BD = BC.

Entonces A = CAD < @, por el teorema anterior, pues el segundo es
el suplementario de un angulo de ﬁ; a su vez ODB = BC\B, porque el
triangulo DCB es isosceles, y por ultimo DCB < ACB = €. El reciproco es
obvio: Si A < C no puede ser AB < BC por la parte ya probada, y tampoco
puede darse la igualdad por el criterio del triangulo is6sceles. n

En particular tenemos que un triangulo es equilatero si y sélo si tiene sus tres
angulos iguales, es isosceles si y s6lo si tiene dos angulos iguales y es escaleno si
y s6lo si tiene sus tres angulos desiguales.

1.8 Perpendiculares

Ahora estamos en condiciones de estudiar el concepto de perpendicularidad.
La definicién bésica es la siguiente:

Definicion 1.72 Un angulo es recto si es su propio suplementario.
Teorema 1.73 FEuxisten dngulos rectos.

DEMOSTRACION: Sea EE un angulo cualquiera. Sea O su vértice, sea A un
punto en [; y sea B el punto de Iy que cumple OA = OB. Sea M el punto
medio de AB. Entonces los angulos OMA y OMB son adyacentes y por otra
parte son iguales, pues los tridngulos correspondientes tienen los lados iguales.
Por consiguiente ambos son angulos rectos. [

Dos angulos rectos cualesquiera son iguales, pues si fuera Ry < Rpg, sus su-
plementarios, por una parte, deberian cumplir la relacién inversa, pero por otra
parte deberian cumplir la misma. Por otro lado, es obvio que todo angulo con-
gruente con un angulo recto es recto. La existencia de angulos rectos generaliza
el teorema 1.69 al caso de angulos llanos.

Definiciéon 1.74 Dos rectas son perpendiculares (lat. perpendiculum = ‘plo-
mada’) si son secantes y uno de los d4ngulos que forman—y por consiguiente los
cuatro— es recto.

Dos semirrectas o segmentos son perpendiculares si lo son sus prolongaciones.
Un angulo es agudo (lat. ‘con punta’) si es menor que un angulo recto. Un dngulo
es obtuso (lat. ‘sin punta’) si es mayor que un angulo recto.

Es claro que el suplementario de un angulo agudo es un angulo obtuso y
viceversa. El teorema 1.70 implica que todo tridngulo tiene al menos dos dngulos
agudos, pues si tiene uno obtuso su suplementario es agudo, y los otros dos son
menores que éste. Esto nos permite clasificar los triangulos en obtusdngulos,
rectdngulos y acutdngulos segin si tienen, respectivamente, un angulo obtuso,
un angulo recto o si todos sus angulos son agudos. En un tridngulo rectangulo,
los lados perpendiculares se llaman catetos (gr. ‘perpendiculares’) y el lado
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situado bajo el dngulo recto se llama hipotenusa (gr. ‘tendido por debajo’). El
teorema 1.71 implica que la hipotenusa de un tridngulo rectangulo es mayor que
los catetos.

Teorema 1.75 Dada una recta v y un punto P contenidos en un plano 1I,
eriste una unica recta perpendicular a r que pasa por P y estd contenida en II.

DEMOSTRACION: Si el punto P esté en r es evidente, pues basta transportar
un angulo recto sobre una de las semirrectas que P determina en r. La unicidad
también es clara. Supongamos ahora que P no esté en r.

Sea A un punto de r, sea P’ el tinico punto del semiplano de IT opuesto al
que contiene a P y que cumple que el angulo que r forma con AP’ es igual al
que forma con AP asi como que AP = AP’.

Si P, Ay P’ estan alineados entonces la recta PP’ forma con r dos dngulos
adyacentes iguales, luego es perpendicular a r y pasa por P. Si no estan alinea-
dos entonces la recta PP’ corta a r en un punto B distinto de A. Los tridngulos
ABD y ABP son iguales, luego también lo son los angulos ABP y ABP , que
ademas son adyacentes. Por lo tanto la recta PP’ es perpendicular a r y pasa
por P. Si hubiera dos perpendiculares a r que pasaran por P, formarian un
triangulo con dos angulos rectos, lo cual es imposible. [

El punto donde la perpendicular a una recta r por un punto P corta a r se
llama pie de la perpendicular a r por P.

Dados dos puntos A y B en un plano II, la perpendicular (en II) al segmento
AB por su punto medio se llama mediatriz de AB. Es inmediato comprobar
que la mediatriz de un segmento AB contiene exactamente a los puntos que
equidistan de sus extremos, es decir, que cumplen AX = BX.

Observemos que si P es un punto exterior a una recta r y @ es el pie de
su perpendicular por P, entonces PQ es menor que PR para cualquier otro
punto R de r. En efecto, el triangulo ﬁ es rectangulo, y su lado mayor es la
hipotenusa PR.

Teorema 1.76 Todo lado de un tridngulo es menor que la suma de los otros
dos y mayor que su diferencia.

DEMOSTRACION: Consideremos un triangulo ABC y tracemos la perpendi-
cular por A a la recta BC. Distinguimos tres casos.

1) Si el pie de la perpendicular es B o C (por ejemplo B), entonces el
triangulo es rectangulo y BC es menor que la hipotenusa AC, y en particular
€S menor que AC + AB.

2) Si el pie de la perpendicular esta fuera del segmento BC, digamos que
es un punto P de modo que B esta entre Py C, entonces BC < PC, que
es el cateto de un triangulo rectangulo de hipotenusa AC, luego tenemos que
BC < AC < AC + AB.
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3) Si el pie de la perpendicular es un punto X entre B y C, entonces tenemos
dos triangulos rectangulos AXB y AXC, de hipotenusas AB y AC, luego

BC =BX +XC < AB+ AC.

La segunda propiedad es consecuencia de la primera. Si llamamos a, by c a
los tres lados y, por ejemplo, b < ¢, entonces a +b > c implicaa >c—b. =

Teorema 1.77 Sea ABC un tridngulo rectdngulo, cuyo dngulo recto es A Y sea
X un punto entre A y B. Entonces CX < CB.

b DEMOSTRACION: Como X estd entre A y B, los angu-
los CXA y CXB son suplementarios, y el primero es
agudo, porque CAX es rectangulo y su angulo recto es A,
luego el segundo es obtuso. Por lo tanto, aplicando el teo-
rema 1.71 al tridngulo C?B7 concluimos que CX < CB.

X n

Ahora pasamos a ocuparnos de la perpendicularidad
C A entre rectas y planos. El resultado béasico es el siguiente:

Teorema 1.78 Si una recta es perpendicular a dos rectas contenidas en un
plano, entonces es perpendicular a todas las rectas contenidas en dicho plano y
que pasan por el punto de corte.

A DEMOSTRACION: Sea O el punto de corte entre la recta
y el plano. Sea A otro punto de la recta y A’ el simétrico
de A respecto a O (es decir, el que cumple AO = OA’).
Consideremos una recta cualquiera contenida en el plano que
pase por O. Fijemos en particular una de sus semirrectas de
) ¢ origen O. Esta estara contenida en uno de los cuatro angulos
en que las rectas de la hipotesis dividen al plano. Digamos

que este dngulo es BOC. Entonces la semirrecta corta al
segmento BC' en un punto D. En estos términos tenemos

que los angulos A0B y A0C son rectos, y queremos probar
A que AOD también lo es.

Los tridngulos A0C y A'0C son iguales por el criterio LAL y lo mismo
sucede con AOB y AOB. Esto implica que los tridngulos ABC y A'BC también
son iguales, por el criterio LLL. De aqui pasamos a que los tridngulos ADB y
A'DB también son iguales, esta vez por el criterio LAL, lo que nos da finalmente
la igualdad de los trién&l_lo\s @/ zﬁ), pues sus lados son iguales. Esto

implica que los angulos AOD y A’OD son iguales, a la vez que adyacentes, luego
son rectos. [
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Definicion 1.79 Diremos que una recta es perpendicular a un plano II si lo
corta en un punto P y es perpendicular a todas las rectas contenidas en II que
pasan por P.

Los teoremas siguientes valen Gnicamente en un espacio tridimensional:

Teorema 1.80 La union de todas las rectas perpendiculares a una recta r que
pasan por uno de sus puntos es un plano.

DEMOSTRACION: Sea P un punto de r. Consideremos dos planos que pasen
por r (teorema 1.36), tracemos en ellos sendas perpendiculares a r por P y sea
II el plano que las contiene. Entonces r es perpendicular a dos rectas de II,
luego por el teorema anterior es perpendicular a todas las rectas que pasan
por P y estan contenidas en II. Falta probar que toda recta perpendicular a
r por P estd contenida en II. Sea s una de estas rectas. Entonces, por el
axioma A6, el plano que contiene a 7 y a s corta a Il en una recta que, segin
sabemos, es perpendicular a ». Como en un mismo plano s6lo puede haber una
perpendicular, dicha interseccién es s, luego s esta contenida en II. n

Teorema 1.81 Dado un plano I1 y un punto A, existe una unica recta perpen-
dicular a II que pasa por A.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que A estd en II. Entonces consi-
deramos dos rectas perpendiculares contenidas en II que se corten en A. Sus
respectivos planos perpendiculares se cortaran en una recta, que seré perpendi-
cular a las dos elegidas, luego a todas las de II.

Supongamos ahora que A no esta en II. Tomemos una recta cualquiera r
contenida en II, sea D € II el pie de la perpendicular a r por A, sean By C
puntos en r situados en semirrectas opuestas respecto a D, sea s la perpendicular
a r por D contenida en II, sea A’ el punto situado en el semiplano de frontera
s complementario del que contiene a A y que hace que DA’ forme el mismo
angulo con s que DA y ademéas DA’ = DA y sea O el punto en que AA’ corta
a s (la figura de la prueba del teorema 1.78 ilustra también la situacion actual).

Por construccion ODA = O?A’7 de donde ADB=A'DBy ADC = AD'C

(recordar que ambos son rectangulos). Por lo tanto tenemos que ABO = A’BO

y ACO = A’CO, luego ambos son rectangulos, y asi la recta AA’ es perpendi-
cular a OB y OC, luego a II. L]

Como en el caso de las rectas, el punto donde la perpendicular a un plano
II por un punto A corta a II se llama pie de la perpendicular a IT por A.

1.9 Circulos y circunferencias

Definicién 1.82 Dado un plano II, un punto O en II y un segmento r, llama-
remos circulo de centro O y radio r al conjunto de todos los puntos P de II tales
que OP < r. Llamaremos circunferencia (lat. circumferre = ‘llevar alrededor’)
de centro O y radio r en II al conjunto de todos los puntos P de II tales que
OP =r.
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Cada circulo tiene asociada una circunferencia (la del mismo centro y radio),
a la que se llama también su frontera. Los puntos del circulo que no pertenecen a
la circunferencia se llaman interiores, mientras que los puntos que no pertenecen
al circulo se llaman puntos exteriores a él.

También se llama radio de un circulo o circunferencia a cualquier segmento
que una su centro con uno de los puntos de la circunferencia. Es claro que todos
los radios son congruentes entre si. Un segmento que une dos puntos de una
circunferencia se llama cuerda de la misma. Una cuerda que pase por el centro
se llama didmetro (gr. ‘medida transversal’). Es facil ver que un didmetro es
igual a dos veces el radio.

Se comprueba facilmente que cada circulo o circunferencia contiene al menos
tres puntos no colineales, con lo que determina el plano que lo contiene, al que
llamaremos su soporte. Veamos que también determina su centro y su radio
(éste ultimo salvo congruencia):

Supongamos que un mismo conjunto de puntos fuera a la vez un circulo
(o circunferencia) de centro O y radio r y de centro O’ y radio /. Entonces
consideramos los puntos que indica la figura:

A O o B

Tomamos A de modo que OA = r. Asi, A esté en la circunferencia (y en el
circulo), pero como O’A > r, tiene que ser 1’ > r. Pero razonando con B que
cumple O’B = 7’ concluimos igualmente que r’ < r, contradiccién.

Esto prueba que el centro de un circulo o circunferencia es tnico. En el caso
de la circunferencia es claro entonces que el radio es dnico salvo congruencia,
pues cualquier segmento que una un punto de la circunferencia con su centro
es un radio. En el caso del circulo un radio estd determinado por la propiedad
de que es un segmento que une el centro con un punto del circulo y que no hay
ninguno mayor que cumpla lo mismo.

En particular, esto implica que cada circulo determina su frontera y vice-
versa, pues cualquiera de los dos determina el centro y el radio y éstos a su
vez determinan el otro. Esto justifica que hablemos, por ejemplo, de puntos
interiores y exteriores a una circunferencia cuando propiamente son interiores o
exteriores al circulo que la tiene por frontera.

Teorema 1.83 Los circulos son conjuntos convexos.

DEMOSTRACION: Sean Ay B dos puntos en un circulo de centro O y radio r.
Si O esta en la recta AB es facil ver que todo X tal que A — X — B cumple
OX < r. En caso contrario sea C el pie de la perpendicular a AB por O.
Entonces OCA es un triangulo rectangulo, luego OC < OA < r, luego C esta
en el circulo, y el teorema 1.77 implica que todo X que cumpla A — X — C o
bien B — X — C cumple OX < OA,OB < r, y esto incluye a todos los puntos
de A — X — B distintos de C. m
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Definiciéon 1.84 Diremos que una recta r es tangente (lat. ‘que toca’) a una
circunferencia w si r y w estan contenidas en el mismo plano y no tienen més
que un punto en comun. Igualmente diremos que dos circunferencias w y w’ son
tangentes si estdn contenidas en el mismo plano y no tienen méas que un punto
en comun.

Veamos que toda circunferencia tiene rectas tangentes:

Teorema 1.85 Sea w una circunferencia de centro O y radio OA. Entonces
la recta perpendicular a OA por el punto A (en el plano de w) es tangente a w
y, excepto por el punto A, todos sus puntos son exteriores al circulo delimitado
por w. Reciprocamente, sir es una recta tangente a w por el punto A, entonces
r es perpendicular a OA. En particular, por cada punto de una circunferencia
pasa una unica recta tangente.

B DEMOSTRACION: Si r es la perpendicular a OA

por Ay B es cualquier otro de sus puntos, entonces el
w triangulo A0B es rectangulo y su hipotenusa es mayor
que sus catetos: OB > OA, luego B es exterior al
circulo. En particular, ningiin otro punto de r aparte
0 A de A estd en w, luego r es tangente.

Reciprocamente, si r es una recta tangente a w que
pasa por el punto A, no puede ser OA, porque esta
recta corta a w en otro punto A’ tal que A’ — O — A.
Sea B el pie de la perpendicular a r por O. Basta probar que B = A. En caso
contrario, sea A— B — A’ de modo que AB = BA’. Los triangulos OAB y OA'B
son rectangulos y tienen dos lados iguales (uno coincidente y otro congruente).
Por lo tanto son semejantes, luego OA = OA’, luego A’ € w y es un segundo
punto donde r corta a w, contradiccion. [

r

Teorema 1.86 Sea w una circunferencia y r una recta contenida en su mismo
plano. Sir corta a w pero no es tangente a ella, entonces se cortan exactamente
en dos puntos.

DEMOSTRACION: Sea A un punto de corte entre r y w. Si 7 no es tangente
a w, entonces no es perpendicular a OA, por el teorema anterior.

r Sea B el pie de la perpendicular a r por O y sea
A—B— A’ tal que AB = BA’. Como en la prueba del
teorema anterior razonamos que A’ también esta en
w, y ahora basta aplicar el teorema 1.77 para probar
que cualquier otro punto C' de r no estd en w. (El
caso en que B = O hay que tratarlo aparte.) De paso
B podemos concluir que la intersecciéon de r con el circulo
determinado por w es AA’. [

I . . .
A Ahora estudiamos la tangencia entre dos circunfe-
rencias:
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Teorema 1.87 Sean O, O’, A tres puntos colineales distintos dos a dos. En-
tonces, la circunferencia w de centro O y radio OA (en un plano dado) es
tangente a la circunferencia w' de centro O’ y radio O’ A (en el mismo plano).
Reciprocamente, si dos circunferencias son tangentes en un punto A, entonces
sus centros son colineales con A.

DEMOSTRACION: Es facil ver que w y w’ no pueden tener otro punto en
comun sobre la recta r que contiene a los tres puntos (distinguiendo dos casos
sobre su posicion relativa). Supongamos ahora que hay un segundo punto de
interseccion B fuera de dicha recta. Distinguimos también los dos casos O —
O—-—AyO—-A-20. __

B Si se cumple O O — A, como OB = OA,
cumple OAB = OBA pero por el mismo motlvo
OAB = O'AB = O'BA. Asi pues OBA = O’BA

O [0 A lo cual contradice la unicidad del axioma C4.
B En el caso en que O — A — O’ los dos tridngulos

Oﬁ, O'AB, son isbsceles, luego sus angulos en A
y en B deberian ser iguales, luego agudos, pero los
o A o’ adngulos OAB y O'AB son suplementarios, luego no
pueden ser los dos agudos, contradiccion.

Reciprocamente, supongamos que las dos circunferencias son tangentes en A,
pero que O, O' y A no son colineales. Entonces podemos formar un tridngulo
7 7 3 i i
OO’'B = OO0’ A en el semiplano opuesto al que contiene al punto A, y asi tenemos
otro punto B en la interseccion de las dos circunferencias, contradiccion. m

Teorema 1.88 Si dos circulos tienen circunferencias tangentes, o bien uno
estd contenido en el otro o bien no tienen mds punto en comin que el punto de
tangencia.

DEMOSTRACION: Sean O y O’ los centros y sea A el punto de tangencia.
Por el teorema anterior son colineales. Distingamos los casos O — O' — A y
O—-—A-0'.

Supongamos O — O’ — A, con lo que O’A < OA. Sean B y B’ los puntos de
la recta OO’ tales que BO = OA y B'O’ = O’ A. Es facil ver que

B'A=B'0O"+0'A< BO+ OA = BA.
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Como By B’ estan al mismo lado respecto de A (el lado al que estan O y O'),
podemos concluir que B’A C BA. Pero la interseccién de OO’ con el circulo
de centro O’ es B’A, y la intersecciéon con el circulo de centro O es BA. Por
lo tanto, si X es un punto del circulo de centro O’ contenido en OO’, podemos
afirmar que esta en el circulo de centro O.

Supongamos ahora que X no esté en la recta OO’. Entonces podemos aplicar
el teorema 1.76, segtn el cual

0X <00'+0'X <00’ +0'A=0A4,

lo que prueba que X estéa en el circulo de centro O.

Ahora supongamos que O — A — O’. Tomamos puntos B— 0O - A—-0O' — B’
tales que BO = OA y AO’ = O'B’. Ahora sucede que las intersecciones de los
circulos con la recta OO’ son los segmentos BA y AB’, que s6lo tienen en comtin
el punto A. Asi pues, un hipotético punto comin alternativo X no puede estar
en la recta OO’, pero si existiera tal punto, el teorema 1.76 nos daria que

00" < OX +X0' < OA+ A0" = 00,

contradiccion. n

Teorema 1.89 Si dos circunferencias (coplanares) distintas tienen un punto en
comun y no son tangentes, entonces tienen exactamente dos puntos en comun.

DEMOSTRACION: Sean O y O’ los centros respectivos y sea A un punto
comtn. Por el teorema 1.87 O, O’ y A no son colineales, y el argumento de la
parte final de la prueba muestra que existe un segundo punto de corte B situado
al otro lado de la recta OO’ respecto de A. Falta probar que no hay més. Ahora
bien, si C' es un punto de corte, tampoco puede ser colineal con O y O’, porque
entonces las circunferencias serian tangentes, y el triangulo 00'C solo puede
ser uno de los dos tridngulos OOA’A, O0'B , por el axioma C5, luego C tiene que
ser A o B. ]

El primer resultado que presenta Euclides en sus Elementos es la construc-
cién de un tridngulo equilatero. Consiste en tomar un segmento arbitrario AB,
trazar con el compas las circunferencias de centros A y B y radio AB y tomar
como tercer vértice del tridngulo uno de los dos puntos en los que éstas se cortan.

C

Sin embargo, la existencia de tales puntos de corte jno se deduce de los
postulados de Euclides! Tampoco se deduce de nuestros axiomas, sino que de
momento necesitamos introducir un axioma especifico para esta situacion:
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Axioma de las circunferencias Sean w y w' dos circunferencias coplanares.
Si w' pasa por un punto interior y otro exterior a w, entonces ambas circunfe-
rencias se cortan.

Notemos que en las hipotesis del axioma las circunferencias no pueden ser
tangentes, por el teorema 1.88, luego la conclusion es, mas concretamente, que
se cortan en dos puntos.

Con este axioma ya se puede justificar facilmente la existencia de triangulos
equilateros mediante la construccion de Euclides. A su vez deducimos una
propiedad analoga sobre existencia de cortes entre rectas y circunferencias:

Teorema 1.90 Si una recta estd contenida en el plano de una circunferencia
y pasa por un punto interior a ésta, entonces corta a la circunferencia en dos
puntos.

DEMOSTRACION: Sean O y r el centro y el radio de la circunferencia w y
sea s la recta. Si s pasa por O es inmediato que corta a la circunferencia en dos
puntos. En caso contrario sea B el punto de s por donde pasa la perpendicular
a s por O. Sea O — B — O’ de modo que OB = BO'. Sea ' la circunferencia
de centro O’ y radio 7 (contenida en el mismo plano). Esta corta a OO’ en dos
puntos C'y D. Concretamente, tomamos C en el mismo lado que O respecto
de O’ y D en el opuesto, como muestra la figura.

Que s contenga un punto A interior a w

s se traduce en que OB < OA < r, luego B

/ es también interior a w. Como OB = BO',

resulta que O'B < r = O'C. Pero By C

estan en el mismo lado de O’, luego tiene

Oi CBT o ID que ser C — B — O, luego C y O estan

en lados opuestos respecto de s. Lo mismo

pasa con O y O, luego C y O estan al

mismo lado de s. Vamos a probar que C' es
interior a w, para lo cual distinguimos dos casos:

S
S

Si O — C — B, entonces OC < OB < r, luego C' es interior.

Si C—O— B, como CO c CO’, también C — O — O, luego CO < CO’ =,
y llegamos a la misma conclusion.

Si C' = O la conclusién es trivial.

Por otra parte, O — O’ — D, luego OD > O’'D = r, luego D es exterior a w.

Esto nos permite aplicar el axioma de las circunferencias, que nos da que w
y w’ se cortan en dos puntos E y E’. So6lo queda observar que ambos estan en
s, pues equidistan de O y O y s es la mediatriz del segmento OO’. [

Ahora podemos demostrar que las condiciones necesarias dadas por el teo-
rema 1.76 para que exista un tridngulo con unos lados dados son también sufi-
cientes:
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Teorema 1.91 Sean r1, ro y r3 tres segmentos que cumplan las desigualdades
ro <rgyry—ro <ry <rotrs (o simplemente ri1 < ro+r3 siry = r3).
Entonces existe un tridngulo de lados r1, 9 y 73.

1) Al I o Y

DEMOSTRACION: Tomamos un segmento OO’ = r3 y consideramos la cir-
cunferencia w de centro O y radio r1 y la circunferencia w’ de centro O’ y radio rs.
Sean A y A’ los puntos en que w’ corta a la recta OO’. Concretamente, sea A
el que estd al mismo lado de O’ que O.

Entonces OA = r3 — ro (0 bien O = A), luego por hipétesis A es interior a
la circunferencia w. Por otra parte, OA’ = ro + 73 > r1, luego A’ es exterior a
la circunferencia w.

El axioma de las circunferencias nos da que w y w’ se cortan en un punto X
de modo que el triangulo OO’ X cumple lo requerido. m

Otra aplicacion es la siguiente:

Teorema 1.92 Dados dos segmentos ¢ < h existe un tridngulo rectdngulo cuya
hipotenusa es congruente con h y uno de sus catetos es congruente con c.

DEMOSTRACION: Sea ¢ = OA y sea w la circunferencia de centro O y radio
h. La perpendicular a OA por A pasa por A, que es interior a w, luego corta a

w en un punto B. El tridngulo OAB cumple lo requerido. L]

Ejercicio: Deducir del teorema anterior que por un punto exterior a una circunferen-
cia pasan dos de sus rectas tangentes.






Capitulo 11

La geometria arquimediana

Dedicamos este capitulo a introducir y desarrollar unos conceptos muy in-
tuitivos, pero también muy técnicos. De hecho, se trata de un punto en el que
la intuicién ‘engana’ un poco, pues una cuestiéon aparentemente muy simple en-
cierra una sutileza. Nos referimos a los conceptos de medida de segmentos y
angulos, es decir, al proceso que permite asignar a cada segmento un niimero que
determine su longitud y a cada dngulo otro nimero que determine su amplitud.

En sentido estricto, es imposible determinar la longitud de un segmento
mediante un niimero. Lo tnico que podemos hacer es encontrar un ntmero que
determine la longitud de un segmento en comparacion con la de otro conocido
que tomemos arbitrariamente como unidad. En la concepcion de la geometria
que tenian los griegos la nocién de proporcién o razoén entre dos segmentos
representaba un papel central. La idea es que la razén de dos segmentos v y
u es, por ejemplo, 4 : 7 si al dividir el segundo en siete partes iguales y sumar
cuatro de estas partes obtenemos un segmento igual al primero. En términos
de medidas esto significa que si tomamos a u como unidad, entonces v mide 4/7
unidades.

Los griegos no concebian otra forma de comparar longitudes entre segmentos
que encontrar una ‘razoén’ entre ellas, y por ello daban por hecho que, como era
inconcebible que un segmento no pudiera ser medido, debia guardar siempre una
cierta razén con cualquier unidad prefijada. Sin embargo, se dieron cuenta de
que no es asi, ya que, como veremos mas adelante, fijado un segmento unitario,
siempre es posible encontrar otro cuya longitud sea ‘irracional’ respecto a él,
pero nunca llegaron a asimilar completamente este hecho. No obstante, Euclides
desarroll6 una teorfa sobre proporciones entre segmentos disenada especialmente
para ser compatible con la existencia de tales longitudes irracionales.

El enfoque que presentamos aqui refleja la idea de Euclides de “dejar abierta
la posibilidad de que existan irracionales sin entrar de momento en ella”; pero
al mismo tiempo “materializaremos” las posibles longitudes irracionales de los
segmentos a través del concepto de ‘ntimero real’, que sin lugar a dudas va mucho
mas alla de lo que Euclides tenia in mente en su tratamiento de las proporciones.

45
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2.1 Proporciones entre segmentos

En el capitulo anterior hemos definido la suma de segmentos, de modo que
tres segmentos cumplen w = u + v si w = PQ y existe un punto R entre Py
Q tal que u = PR y v = RQ. Hay que tener presente que no hemos definido
un Unico segmento u + v, sino que existe una tunica clase de congruencia de
segmentos w que cumplen w = u + v.

En particular, dado un ntmero natural m > 1, podemos definir v = mu
como que v resulta de sumar u consigo mismo m veces, y nuevamente no tene-
mos definido un segmento mu, sino una tnica clase de congruencia de segmentos
v tales que v = mu. Esta relacion se interpreta como que el segmento v puede
dividirse en m segmentos, todos ellos congruentes con u (y en particular con-
gruentes entre si).

El teorema 1.48, que afirma que la suma de segmentos es simplificable, nos
daquesiv=muyv =mu yov=1,entonces u = u'. Esto significa que si un
segmento v se puede dividir en m partes iguales, la longitud de dichas partes
estad completamente determinada por la longitud de v y por el nimero m.

Hay un hecho elemental que no podemos demostrar con los axiomas que
hemos dado hasta el momento, aunque veremos (3.14) que se deduce del axioma
de las paralelas:

Propiedad de la division de segmentos Dado un segmento v y un nimero
natural n > 1, existe un segmento u tal que v = nu.

En otras palabras: todo segmento se puede dividir en cualquier nimero de
partes iguales. El teorema 1.68 sobre la existencia del punto medio implica que
para todo segmento v existe otro segmento u tal que v = 2u, de donde se sigue
claramente que v puede dividirse en 2" partes iguales, para todo natural n, pero,
con los axiomas que hemos dado, no podemos demostrar ni siquiera que todo
segmento se pueda dividir en tres partes iguales.

Para que la exposicién sea mas natural vamos a suponer la propiedad de
division de segmentos, pero al mismo tiempo explicaremos mediante notas al
pie como se puede sustituir en todo momento por su restriccién a potencias
de 2, que tenemos demostrada.

Segian hemos indicado, si se da la relacion u = nv, la clase de congruencia
de u determina la de v, por lo que podemos escribir v = u/n, donde hay que
entender, como siempre, que no tenemos definido ningtn segmento u/n en par-
ticular, sino que v es cualquiera de los segmentos que cumplen u = nv, que son
todos congruentes entre si (si es que existen).

Es facil ver que m(u/mn) = u/n, es decir, que si dividimos un segmento u en
mn partes iguales y tomamos m de ellas, obtenemos un segmento congruente con
el que resulta de dividir u en n partes iguales. Esto hace que sir =m/n =m'/n’
son dos fracciones correspondientes a un mismo nitimero racional positivo r (con
m, n, m’, n’ nimeros naturales no nulos) entonces

m(u/n) = mn'(u/(nn’)) = nm/(u/nn') = m/(u/n').
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A partir de aqui ya podemos definir el concepto de ‘razén’ entre dos segmen-
tos en el sentido explicado en la introduccién de este capitulo:

Definiciéon 2.1 Si u, v son dos segmentos y » = m/n es un niamero racional
positivo, definimos! v = ru como v = m(u/n).

Acabamos de probar que esta definicion depende de r y no de la expresion
que elijamos para r como cociente de nimeros naturales. Una vez mas, no
tenemos definido ningtin segmento ru en particular, sino que tenemos una tnica
clase de congruencia de segmentos v que cumplen v = ru, y dicha clase s6lo
depende de r y de la clase de congruencia de u.

Asi, ru es el segmento que resulta de dividir u en n partes iguales y sumar
m de ellas. Si v = ru podemos decir que el niimero racional r es la ‘razéon’ entre
los segmentos u y v.

Una comprobacién rutinaria nos da las propiedades siguientes:

1. (rs)u=r(su), rlu+v)=rut+rv, (r+s)u=ru+su, lu=u,
2. Si ru = rv entonces u = v,

3. Si ru = su, entonces r = s,

4. Sir < s entonces ru < su,

5. Si u < v entonces ru < v,

para todos los niimeros racionales positivos r, s y todos los segmentos u y v.

Podemos decir que al establecer una relacién v = ru entre dos segmentos
hemos “medido” v tomando a u como unidad, en el sentido de que el niimero r
determina el tamano de v en funcién del tamano de u. Pero, segin indicaba-
mos en la introduccién de este capitulo, este concepto de ‘medida’ no va a ser
suficiente, y vamos a introducir otro més general. Antes conviene considerar el
concepto siguiente:

Una recta graduada es una recta en la que hemos seleccionado arbitraria-
mente dos puntos distintos, Py y P;. Entonces a cada ntimero racional posi-
tivo 7 le podemos asignar univocamente un punto P, de la semirrecta I%ﬁ , a
saber, el tinico que cumple Py P, = r PyP;. Convenimos también en asignar a los
nimeros racionales negativos puntos en la semirrecta complementaria, de modo
que si 7 < 0 entonces P, esta determinado por la relacion Py P, = (—r) PyP;.

IDado un segmento v y un ntimero racional r > 0, la propiedad de division de segmentos
implica que existe otro segmento v que cumple v = ru. Si no suponemos esta propiedad,
podemos, no obstante, demostrar la existencia de tal v cuando r es un nidmero racional
diddico (positivo) es decir, un nimero de la forma r = m/2™. Observemos que la suma,
la resta y el producto de numeros diddicos es de nuevo un numero diaddico. Dicho en otras
palabras, los nimeros diadicos forman un subanillo del cuerpo Q de los niimeros racionales.
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Es importante notar que esta asignacion de ntimeros racionales a algunos
puntos de una recta depende de la eleccion arbitraria de los puntos Py y P;
0, en otros términos, de la eleccion de Py, de la unidad de medida u = PyP;
y de la orientacion de la recta (es decir, de la semirrecta determinada por P,
en la que situamos P;). Cambiando estas elecciones podemos obtener distintas
graduaciones de una misma recta. En una recta graduada consideramos siempre
el orden para el cual Py < Pj, y asi el orden en QQ se corresponde con el orden
de la recta.?

En estos términos, el problema que tenemos planteado es si todo punto de
una recta graduada es de la forma P,, para cierto nimero racional r o si, por el
contrario, existen puntos de la recta que no son de esta forma, es decir, puntos
inconmensurables con respecto a la unidad prefijada, puntos que no guardan
ninguna razén m : n con respecto a dicha unidad.

En este punto se vuelve esencial otra propiedad que tampoco puede demos-
trarse a partir de los axiomas que hemos dado hasta ahora (ni siquiera contando
el axioma de las paralelas):

Propiedad de Arquimedes Para todo par de segmentos u y v existe un
numero natural n tal que nu > v.

En términos de una recta graduada, lo que expresa esta propiedad es que si
vamos avanzando por una recta con pasos iguales: Py, Pi, Ps,... tarde o tem-
prano rebasamos cualquier punto de la recta, es decir, que no hay puntos “infini-
tamente alejados” a los que nunca podremos llegar por mucho que prolonguemos
la recta.

Naturalmente, esto vale tanto si avanzamos en un sentido como en otro, de
modo que, para todo punto P de la recta, existe un nimero natural n tal que
P_, <P<P,.

Tal y como acabamos de indicar, la propiedad de Arquimedes va a ser fun-
damental en todos los resultados de este capitulo, por lo que podemos decir que
aqui vamos a estudir la geometria arquimediana.

A partir de la propiedad de Arquimedes podemos demostrar un resultado

mas preciso:

Teorema 2.2 Si P < Q son dos puntos distintos de una recta graduada, existe
un numero racional r tal que P < P, < Q).

2Si no suponemos la propiedad de la divisién de segmentos tenemos definido igualmente
P, cuando r es un namero racional diadico.



2.1. Proporciones entre segmentos 49

DEMOSTRACION: Si P y (Q estan en semirrectas distintas respecto a Py
es obvio. Podemos suponer que Py < P < @Q. El caso contrario es analogo.
Sea u = PyP; y v = PQ. Por la propiedad de Arquimedes existe un ntiimero
natural® n tal que u < nv o, equivalentemente, (1/n)u < v. De nuevo por la
propiedad de Arquimedes existe un niimero m tal que (m/n)u > PyP. Podemos
tomar el minimo que cumpla esto. Entonces

m—1

_ _ 1 o _
u< PP, luego Lu<PoP+~u<BP+PQ=P0.
n n n

Por consiguiente si llamamos r = m/n tenemos que PyP < PyP, < PyQ, es
decir, P < P, < Q. n

Este teorema nos da una forma de determinar el tamano de cualquier seg-
mento en relacién a otro, si no puede ser con un nimero racional, al menos con
un conjunto infinito de ellos:

Definicién 2.3 Si P es un punto de una recta graduada, llamaremos*

ap={reQ|P. < P}.

La idea es que cada punto P de una recta graduada divide en dos partes
disjuntas a los nameros racionales: por una parte estan los ntmeros r que
cumplen P, < Py por otra los que cumplen P < P,. Una y otra se determinan
mutuamente, asi que hemos asociado a P arbitrariamente una de las dos. El
hecho es que ap determina completamente la posicién de P en la recta:

Teorema 2.4 Si P < @ son dos puntos distintos en una recta graduada, en-
tonces ap & ag. En particular, si dos puntos P y @ de una recta graduada
cumplen ap = ag, entonces P = Q).

DEMOSTRACION: Es claro que ap C aq, y por el teorema anterior existe un
namero racional 7 tal que P < P, < @, luego r € ag \ ap, luego la inclusion es
estricta. n

Definicion 2.5 Dados dos segmentos u y v, consideramos una recta graduada
con unidad u y llamamos P al tnico punto de la semirrecta positiva que cumple

Py P = v. Entonces podemos definir la proporcion de v respecto a u como

— = Qap.
u

3Si no suponemos la propiedad de la divisién de segmentos, podemos sustituir n por 2",
pues también u < nv < 2™v y la prueba vale igualmente, de modo que obtenemos un nimero
racional diaddico r, para el cual estd definido Pr, que cumple igualmente P < P, < Q.

4Si no suponemos la propiedad de la divisiéon de segmentos podemos definir igualmente

m
ap ={r € Q| existen m,n € N tales que r < on Prjon < P}.

Es facil ver que si los segmentos son divisibles ambas definiciones son equivalentes.
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Es facil ver que esta proporcion solo depende de las clases de congruencia de u

y v (en particular, que no depende de la eleccion del origen o de la orientacion
de la recta graduada), asi como que

;. v

v=v siysélosi —=—,

U u

de modo que el tamafio de un segmento v (es decir, su clase de congruencia)
esta determinado por la unidad u y la proporcion v/u.

En particular, para todo punto P de la semirrecta positiva de una recta
graduada, tenemos que
PP

N R

Asi pues, como no tenemos garantias de que vaya a existir un nimero racional
que cumpla precisamente v = ru, hemos encontrado una forma de determinar la
longitud de v a partir de © mediante un conjunto infinito de ntimeros racionales.
En la seccién siguiente vamos a ver como podemos determinar la proporcién
entre dos segmentos con un tinico nimero, pero eso no significa en realidad que
vayamos a mejorar lo que acabamos de obtener, sino simplemente que lo vamos
a asumir’y vamos a adoptar el convenio de considerar como un tnico ntimero a
un conjunto infinito de ntimeros racionales.

2.2 Longitud de segmentos. Los nimeros reales

A cada punto P de una recta graduada le hemos asignado un conjunto ap de
nimeros racionales que determina completamente su posiciéon en la recta. Estos
conjuntos ap no son arbitrarios, sino que tienen que cumplir ciertas propiedades:

Definicion 2.6 Una seccion inicial abierta de Q es un subconjunto @ C Q que
cumpla:

1. Sir € ay s <r entonces s € a.
2. Sir € a existe un s € a tal que r < s.

Llamaremos R al conjunto de todas las secciones iniciales abiertas en Q.

Es facil probar que los conjuntos ap son secciones iniciales abiertas que
cumplen dos propiedades mas: no son vacias (pues hay puntos anteriores a P)
y no contienen a todos los ntimeros racionales (pues hay puntos posteriores).

Definimos +o00 € @_como —00 =@y 400 = Q. Llamaremos conjunto de los
numeros reales a R = R\ {£o0}.

Teorema 2.7 R es un conjunto totalmente ordenado por la inclusion con mi-
nimo —oo y mdrimo +o0o. A su vez, R es un conjunto totalmente ordenado por
la inclusion sin mdximo ni minimo.



2.2. Longitud de segmentos. Los nimeros reales 51

DEMOSTRACION: La inclusién es claramente un orden parcial. Solo falta ver
que en este caso es total.

Sean «, f € R. Supongamos « # . Por ejemplo, pongamos que existe
bef\a

Si a € « entonces a < b (0 si no b € ), de donde a € 8. Esto prueba que
a C B, es decir, a < 3. Por lo tanto R esta totalmente ordenado.

Es claro que —oco = & esta contenido en todo elemento de R, luego es el
minimo, y todo elemento de R esta contenido en +o0o = Q, luego éste es el
maximo.

El hecho de que R esté totalmente ordenado por la inclusién implica que lo
mismo vale para R. Falta probar que R no tiene méximo ni minimo.

Si o € R entonces « # 400, luego existe un nimero racional r € Q \ a.. Es
facil ver que si r < s € Q, el conjunto 8 = {t € Q| t < s} es un namero real tal
que a < . Por lo tanto R no tiene méximo.

Si a € R, entonces o # —o0o, luego existe un nuamero racional r € «a. Si
s € Qy s < r, entonces el conjunto 8 = {t € Q | t < s} es un namero real tal
que 8 < a. Por lo tanto R no tiene minimo. n

La relacion de orden en R y en R tiene una propiedad fundamental, pero
para enunciarla necesitamos los conceptos de supremo e infimo:

Definicion 2.8 Sea A un conjunto parcialmente ordenado y X C A.

Un elemento s € A es un supremo de X si es una cota superior de X y, para
cualquier otra cota superior ¢ de X, se cumple que s < c.

Un elemento i € A es un infimo de X si es una cota inferior de X y, para
cualquier otra cota inferior ¢ de X, se cumple que ¢ < 3.

Notemos que si un conjunto X tiene supremo éste es tnico, pues dos supre-
mos s y s’ son ambos cotas superiores de X, y la definicién implica entonces
que s < s y s < s, luego s = s’. Lo mismo vale para los infimos, por lo que
podemos usar las notaciones sup X e inf X para referirnos al supremo y al infimo
de un conjunto, aunque teniendo en cuenta de que pueden no existir.

En suma, el supremo de un conjunto es la menor de sus cotas superiores,
mientras que el infimo es la mayor de sus cotas inferiores. Hay que insistir en
que estos conceptos no coinciden necesariamente con los de maximo y minimo
de un conjunto. Por ejemplo, si A = Q con el orden usual y

X={reQ|0<r<1},

sucede que el conjunto X no tiene ni maximo ni minimo elemento, ya que para
todo r € X existen q1, g2 € Q tales que 0 < ¢1 < r < g2 < 1, y en particular se
cumple que ¢q1, g2 € X. Por lo tanto, r no es ni el méximo ni el minimo de X.
Sin embargo, se cumple que sup X = 1 e inf X = 0, pues 1 es claramente una
cota superior de X y cualquier otra tiene que ser ¢ > 1, ya que en caso contrario
c € X y ya hemos visto que entonces no es cota superior. Igualmente se razona
con el infimo.
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No obstante, es fécil ver que si un conjunto X tiene maximo, entonces dicho
maximo es también su supremo, e igualmente si X tiene minimo, dicho minimo
es su infimo. Alternativamente, si un conjunto X tiene supremo s, entonces s
es el maximo de X si y solo si s € X (de hecho, esto es cierto para toda cota
superior de X) y analogamente sucede con los infimos. Ahora podemos probar
la propiedad fundamental del orden de los niimeros reales:

Teorema 2.9 Se cumplen las propiedades siguientes:
1. Todo subconjunto de R tiene supremo e infimo.

2. Si un subconjunto no vacio de R estd acotado superiormente tiene su-
premo, y si estd acotado inferiormente tiene infimo.

DEMOSTRACION: 1) Sea S un subconjunto de R. Es inmediato comprobar
que
UaeR
a€es
y es obviamente el supremo de S. El infimo de S no es sino el supremo del
conjunto de sus cotas inferiores.

2) Un subconjunto de R no vacio y acotado superiormente tiene supremo en
R, como no es vacio el supremo no es —oo, como tiene una cota en R tampoco
es 400, luego tiene supremo en R. Analogamente con infimos. n

El teorema 2.4 tiene ahora la traduccién siguiente:

Teorema 2.10 Sir es una recta graduada, la aplicacion 1 — R determinada
por P — ap cumple que si P < @, entonces ap < ag. FEn particular es
mnyectiva.

Asi, con el “truco” de considerar “ntmeros” a ciertos conjuntos infinitos de
nimeros, podemos decir que cada punto de una recta graduada esta completa-
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mente determinado por un “tnico” ntimero.

Observemos ahora que, en una recta graduada, para cada nimero racional r
el punto P, estd determinado, por una parte, por el nimero racional r y, por
otra, por el ntmero real ap.. El teorema siguiente nos permite eliminar esta

duplicidad:
Teorema 2.11 La aplicacion i : Q — R dada por
i(r)={s€Q]|s<r}

es inyectiva y conserva el orden. Si identificamos Q con su imagen en R, entre
dos numeros reales hay siempre un numero racional.

DEMOSTRACION: Es inmediato que i(r) € R. Sir, s € Q con r < s,
entonces existe un t € Q tal que r < t < s, de donde resulta que t € i(s) \ i(r).
Como obviamente i(r) C i(s), concluimos que i(r) < i(s). Esto prueba que i es
inyectiva y que conserva el orden.
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Sia < B, existira b € S\ a. Sean r, s € 8 tales que b < r < s. Entonces
todo @ € « es menor que r, luego a < i(r). Asi mismo todo t < r esta en [,
luego i(r) < B. Las desigualdades son estrictas pues b € i(r) \ay s € 8\ i(r).

|

En lo sucesivo consideraremos a los ntmeros racionales como parte de los
nimeros reales a través de la aplicacion que acabamos de definir. Para “olvi-
darnos” definitivamente de que los ntimeros reales son, por definicién, conjuntos
de nimeros racionales, s6lo tenemos que observar como se puede expresar la
pertenencia a un ntmero real en términos de la relacién de orden:

Sir es un numero racional y o es un niumero real, entonces r € a si
y solo sii(r) < a, es decir, siy solo sir se identifica con un nimero
real 7 < a.

En efecto, si 7 < a, entonces i(r) & «, luego existe un s € a '\ i(r), luego
r < s € a, luegor € a, por definicién de seccidn inicial abierta. Reciprocamente,
si r € a entonces todo s < r cumple s € «, luego i(r) C a, pero existe un s € «
tal que r < s, luego s € a\ i(r), y asi i(r) & a, es decir, r < a.

Podemos expresar esto diciendo que hemos definido un ntimero real como el
conjunto de los nimeros racionales menores que él mismo. Dicho asi es circular,
pero la idea es que definimos un nimero real como el conjunto de los ntimeros
racionales “que queremos que sean” menores que él, y luego hacemos que lo sean
identificando los ntimeros racionales con parte de los niimeros reales.

Nota Una idea fundamental en todo lo que estamos viendo es que un niimero
real « esta determinado por su posicién con respecto a los ntimeros racionales,
en el sentido de que si dos numeros reales « y 5 cumplen que todo nimero
racional < « es también r < f y viceversa (o, equivalentemente, que todo
r < « cumple r < f y todo r > a cumple r > ), entonces o = . La razom es
que si fuera, por ejemplo, a < 3, existirfa un ntimero racional a < r < .

Y la razéon por la que podemos sustituir los niimeros racionales por los ni-
meros racionales diddicos es que también es cierto que entre dos niimeros reales
hay siempre un numero racional diadico. En efecto, si a < 8, podemos tomar
numeros racionales a < r < r’ < f3, luego basta probar que entre dos niimeros
racionales hay un ntmero racional diddico. Ahora bien, podemos tomar un n
tal que 1/(r' —r) <n < 2", con lo que 0 < 1/2™ < ' —r. Claramente existe
un minimo nimero natural m > 2™r, con lo que

m—1< m _ m—1 1 , .
2—n_r<2—n—2—n+2—n<r+r—r—r.
Por lo tanto, m/2™ cumple lo requerido. n

Notemos que ahora tenemos con los ntimeros reales el problema opuesto al
que teniamos planteado con los ntimeros racionales: el teorema 2.10 afirma que
todo punto de una recta graduada tiene asignado un niimero real, pero no sabe-
mos si a todo nimero real le corresponde un punto en la recta. Podemos pensar
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que los niimeros reales representan todas las medidas posibles de un segmento
(admitiendo la propiedad arquimediana). Veremos que los axiomas que hemos
dado —incluyendo al de las paralelas, que de momento no estamos usando—
implican que necesariamente tiene que haber segmentos de longitud irracional,
pero dichos axiomas no obligan a que todo ntimero irracional sea necesariamente
la longitud de un segmento. Nos ocuparemos de esto mas adelante. De momento
vamos a extender la graduacion de las rectas:

Definicion 2.12 En una recta graduada, si 5 es un nimero real llamaremos
Pg al tnico punto (si existe) que cumple « Py = B,y que estd determinado por
que, para todo ntimero racional r, se cumple P, < Pg si y s6lo si r < .

Notemos que ahora, si r es un numero racional, tenemos definidos dos puntos
P, pero en realidad son el mismo, pues, para P, en el sentido original,

ap, ={s€Q|Ps<P}={s€eQ|s<r}=i(r),

luego con la identificacion de r con i(r) tenemos que ap, = r y P, en el sentido
que acabamos de definir es precisamente el P, que ya teniamos definido.

Observemos que la proporcién entre dos segmentos definida en 2.5 es un
namero real positivo. En lugar de v/u = « podemos escribir v = au, donde
hemos cambiado el signo = por el de congruencia porque dos segmentos u y v
cualesquiera determinan un tnico ntimero real positivo a = v/u, pero a y u no
determinan un segmento v en concreto, sino que a lo sumo existe una clase de
congruencia de segmentos v que cumplen v = cu (aunque en principio puede
no existir ninguna).

Observemos que, segiin hemos visto en 2.5, si a > 0 tiene asociado el punto
P, en una recta graduada, entonces

PP,
Do Py

o equivalentemente, Py P, = a Py P;.

El teorema siguiente precisa el significado de estas proporciones:

Teorema 2.13 Dados dos segmentos u, v y un numero real o > 0, la relacion
v = au equivale a que, para todo nimero racional 0 < r < «a, se cumple ru < v
y, para todo numero racional o < r, se cumple v < ru.

DEMOSTRACION: Fijamos una recta graduada con u como unidad, y en ella
consideramos el punto P de la semirrecta positiva tal que PyP = v. La relacion
v = au es equivalente a v/u = «, es decir, a que P = P,, y esto equivale a que
un namero racional r cumple r < « si y solo si P. < P. A su vez, esto equivale
aquesi0<r < «entonces P, < Pysia< rentonces P < P, (no necesitamos
considerar los nimeros racionales r < 0 porque cumplen trivialmente P. < P).
Teniendo en cuenta que PyP. = ru y que PyP = v, esto equivale a que ru < v

cuando 0 < r < @y v < ru cuando o < 7. L]
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Ahora es claro que v = ru en el sentido que ya tenfamos definido para
nimeros racionales 7 si y s6lo si v = ru, en el sentido que hemos definido para
nameros reales. En efecto, si llamamos « = i(r) y v = ru, tenemos que si
0 < s < « entonces s < r, luego su < vy si a < s entonces r < s, luego v < su,
luego el teorema anterior nos da que v = au, es decir, ru = au. El reciproco
es trivial: si v = ru en el sentido de niimeros reales y w = ru en el sentido
de nimeros racionales, hemos probado que también w = ru en el sentido de
nimeros reales, luego v = w = ru en el sentido de niimeros racionales.

Definicion 2.14 Llamaremos longitud de un segmento v respecto de una uni-
dad u a la proporcion 1, (v) = v/u € R.

El teorema anterior expresa que el namero real @ = v/u parte el conjunto de
los niimeros racionales en dos mitades, de modo que si 0 < r < « el segmento
ru “se queda corto” al compararlo con v y si a < r el segmento ru “se pasa”’ al
compararlo con v, luego el nimero « representa la longitud exacta de v.

Hemos visto en 2.5 que dos segmentos son congruentes si y s6lo si tienen
la misma longitud « (respecto de una misma unidad u). Mas atn, razonamos
ahora que segmentos mayores tienen mayor longitud:

Si 0 < a < S entonces au < Bu (si es que estan definidos), porque podemos
tomar un nimero racional a < r < 8y el teorema 2.13 nos da que au < ru < Su.
Esto implica a su vez el reciproco: si au < Bu, es que a < 3, pues si fuera 8 < «
tendriamos que fu < au o bien fu = au.

Vamos a definir una suma de nameros reales de manera que la longitud de
una suma de segmentos sera la suma de sus longitudes.

Definicion 2.15 Dados «, € R, definimos
a+fB=sup{r+s|r,scQ,r<as<ps}

Ciertamente tenemos que a+8 € R, pues el conjunto esta acotado superiormente
por la suma de dos niimeros racionales mayores que « y [, respectivamente.

Teorema 2.16 Se cumple:

1. La suma de numeros reales es asociativa y conmutativa, tiene a 0 por
elemento neutro y todo nimero real tiene un opuesto.

2. La suma + restringida a Q es la suma usual en Q.
8. Sia< B entoncesa+v < B+.

DEMOSTRACION: Notemos en general que para probar que dos nimeros
reales a y (3 son iguales es suficiente probar que todo ntmero racional r que
cumple z < « cumple también x < 3 y viceversa.

SizeQ, z < (a+ B)+ 7, entonces existen y, t € Q tales que z < y + t,
y < a+p,t <, luego existen r,s € Q, tales que y < r+s,r < a, s < 3, luego
s+t<fB4+vyr<r+(s+t) <a+(8+). Similarmente se recorre el camino
contrario, luego (o + ) +v=a+ (6 + 7).
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Es obvio que la suma es conmutativa. Veamos ahora que a« +0 = «. Si
r€Q,r<a+0existenr, s € Qtalesque z < r+s,r<a, s <0, luego
r<r+s<r<a. Asimismo, sir € Q, r < « entonces existe un s € Q tal que
r<s<ao, conloquer:s—i—(r—s) <a+0.

Dado un niamero real «, definimos
—a=sup{—r|reQ, a<r}.

Una cota superior del conjunto es —s, donde s € Q, s < «, luego —«a es un
nimero real. Veamos que o + (—a) = 0.

SizeQ, < a+ (—a) entonces existen r, s € Q tales que x < r + s,
r<a, —s > q,luego x < r+s < 0. Reciprocamente, si z € Q, z < 0, tomamos
nimeros racionales r < —u < 0y v < a. Entonces la sucesién v+nu sobrepasara
(un namero racional mayor que) « para algtn natural n, que podemos tomar
minimo. Asi obtenemos un nimero r < o talque s=r+u>a (sir+u=a
cambiamos u por un ntimero mayor que siga cumpliendo z < —u < 0). Entonces
r<—u=r—s<a+(-a).

Dados u,v € Q, si # € Q cumple = < i(u) + i(v) entonces existen r, s € Q
tales que . < r+ s, r < u, s < v, luego r < u+ v, luego x < i(u + v). Si
x < i(u+v) tomamos r € Q tal que 0 < r < (u + v — z)/2, de modo que
x<(u—7r)+ (v—r)<i(u)+i(v). Por lo tanto i(u + v) = i(u) + i(v).

Sir < ay s <~ son numeros racionales y a < 3, entonces r + s < 3+ v
por definicién de suma, luego tomando el supremo, a4+ v < 3+ 7. [

La interpretaciéon geométrica de la suma de nimeros reales estéd expresada
en la relacién siguiente, segin la cual, como habiamos anticipado, la longitud
de una suma de segmentos es la suma de las longitudes.

Teorema 2.17 Si « y B son niumeros reales positivos y u es un segmento,
entonces® (a+ B)u = au + Bu.

DEMOSTRACION: Sea au+ Bu =~yu. Hay que ver que vy =a+ . Sir < «
y s < [ son nameros racionales positivos, entonces

(r+s)u=ru+su<au+fu=yu,

luego r + s < 7, lo que prueba que a4+ 8 < . Si fuera a + 8 < v sea § > 0 tal
que ¥ = o+ 8+ ¢ (existe por la propiedad 3 del teorema anterior). Sea r € Q
tal que 0 < r < 6. Tomemos numeros racionales s y t tales que o < s < a+1r/2
yB<t<pB+4+r/2. Entonces s+t <a+f<r<a+pf+9§=r,luego

au+fu<suttu=(s+t)u<yu=au+ fu,

con lo que tenemos una contradicciéon. Por consiguiente se da la igualdad. m

5Aqui hay que entender que si estan definidos au y Bu, entonces también esta definido
(a+ B)u y cumple la relaciéon indicada.
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Observaciones El teorema anterior implica también que si o, § > 0 y existen
au 'y (o + B)u, entonces existe fu. En efecto, como o < « + 3, se cumple
que au < (a + B)u, luego existe un segmento (que podemos expresar como
~vu) tal que au + yu = (a + ﬁ)u pero por el teorema anterior esto equivale a
(o +7)u = (a+ PB)u, de donde a + v = a+ 3, luego v = S.

Si a un namero real o > 0 le corresponde un punto P, en una recta graduada,
entonces a —a le corresponde el punto simétrico respecto a Py, es decir, el punto
de la semirrecta negativa que cumple P_,Py = PyP,. En efecto, si llamamos
P a este punto, entonces, para todo ntimero racional r, se cumple P, < P siy
solo si P, < P_, (por la definicién de los puntos P, para ntimeros racionales),
si y sblo si a < —r, siys6losir < —a, luego P = P_,,.

De esto se desprende que si a y [ tienen asignados puntos en una recta
graduada, lo mismo sucede con o+ Sy a — 5. [

Teorema 2.18 Si a y 8 son dos numeros reales distintos que se corresponden
con puntos P, y Pg de una recta graduada, entonces la longitud del segmento
P, Pgs (respecto de la unidad de la recta) es |a— f].

DEMOSTRACION: Supongamos que « < 3, y veamos que P, Pz = PyPg_,.

En efecto, si 0 < o < 3, tenemos que PyPg = PyP, + P,Pg, es decir,
Bu = au + P, Pg, donde u = PyP; es la unidad de la recta graduada, pero por
el teorema anterior y las observaciones posteriores, fu = au + (8 — a)u, luego
concluimos que PP = (8 — a)u = PyPs_q.

Sia < f < 0 sabemos que PPy = PoP_o v P3Py = PyP_3, de donde
P,Pg = P_gP_, y el problema se reduce al caso ya probado.

Similarmente, si o < 0 < 8 partimos de que P, P3 = P, Py + Py Ps y usamos
los dos casos anteriores. Soélo faltan los casos en que « = 0 o § = 0, que son
inmediatos.

Asi pues, P, Ps = (8— a)u, lo que significa que la longitud de P, Pg respecto
de uw es B —a. Si 8 < o usamos que P, Ps = P3P, y, por la parte ya probada,
la longitud es « — 8 = |8 — a. n

La distancia entre dos puntos Py () se define como la longitud del segmento
PQ (respecto de una unidad de medida prefijada u) si P # @Q y como 0 si
P = Q. En estos términos, el teorema anterior afirma que la distancia entre dos
puntos P, y Ps de una recta graduada es |a — ().

Si tomamos dos unidades de longitud, por ejemplo el metro y el centimetro,
para expresar en centimetros una longitud dada en metros hemos de multiplicar
por 100, debido a que 1m = 100 cm. En general, si tenemos dos unidades
y v, para expresar respecto de v la longitud de un segmento dada respecto de
u necesitamos conocer la longitud de u respecto de v, es decir, el nimero (8
que cumple v = Sv. Entonces, si s = au, tendremos también s = af v, de
modo que la longitud de s en términos de v se obtiene multiplicando por 8 su
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longitud en términos de u. Todo esto es facil de probar si las longitudes son
todas racionales, pero si no es asi ni siquiera tenemos definido el producto af.
Vamos a definir un producto de ntimeros reales que dé sentido a estas férmulas.

Definicién 2.19 Si a y 8 son nameros reales positivos definimos
af=sup{rs|r,s€Q,0<r<a, 0<s<f}
El producto de dos numeros reales no nulos se define por las relaciones:

—((—a)B) sia<0, >0,
af =< —(a(=p)) sia>0, <0,
(—a)(=p) sia<0, B<0.

Finalmente, si « = 0 o 8 = 0 definimos a8 = 0.

Teorema 2.20 (R, +,-, <) es un cuerpo ordenado que contiene a Q como sub-
CUETPO.

DEMOSTRACION: La prueba de que el producto de ntimeros reales positivos
es asociativo, conmutativo, tiene por neutro a 1 y de que todo nimero real
positivo a tiene un inverso o' se obtiene cambiando sumas por productos en
la prueba de que la suma de niimeros reales tiene estas propiedades. Después las
propiedades se trasladan formalmente a ntmeros reales arbitrarios a partir de
la definicién de producto. Para probar que R es un cuerpo 6lo queda comprobar
que la suma distribuye al producto.

Tomemos en primer lugar a, S, v > 0 y veamos que a(f8 +v) = aff + .

Sir € Q cumple 0 < r < a(f + ), entonces existen u, v € Q positivos y
tales que r < wv, u < a, v < B+ 7, luego existen x, y € Q positivos tales que
v<x+ty, x<fB,y<~y. Entoncesr <u(x+y)=ur+uy <af+ ay.

Si0 < r < af+ ay entonces existen u, v € Q positivos tales que r < u + v,
u < af, v < ay. A su vez existen a, b, ¢, d € Q positivos de modo que
r<ab+cd,a<a, b<f,c<a,d<-. Seae=méax{a,c}. Entonces e < ay
r<eb+ed=-e(b+d) < a(f+ ). Esto prueba la igualdad.

Sif+~v>0,8>0,v <0, entonces aff = a((ﬂ+'y)f’y) =a(B+7)+a(-P)
(puesto que B+~ >0y —y > 0), de donde (8 + v) = af + ay. Los demas
casos se siguen formalmente de éstos dos.

Se cumple que R es un cuerpo ordenado, pues esto significa que la suma
cumple la tercera propiedad del teorema 2.16 y que el producto de ntmeros
positivos es positivo, lo cual es inmediato por la definicién.

El hecho de que la suma en R extienda a la suma en QQ implica sucesivamente
que el producto en R extiende al producto de N, al de Z y al de Q. L]

A partir de aqui podemos usar en R todas las propiedades generales de los
cuerpos ordenados, asi como los conceptos definibles en ellos, como el signo, el
valor absoluto, etc.

La interpretacion geométrica del producto de niimeros reales es la que ya
habiamos indicado:
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Teorema 2.21 Si « y B son numeros reales positivos y u es un segmento,
entonces a(fu) = (af)u.

DEMOSTRACION: Sea a(fu) = yu. Tenemos que probar que v = «af. Si
r < v, entonces® ru < a(Bu), luego existe 0 < 7/ < « tal que ru < 7/(Bu), luego
(r/r"u < Bu, luego r/r" < B, luego r < r' < af. Esto prueba que v < af.

Sir < af existen ntmeros racionales 0 < a < a, 0 < b < (3 tales que r < ab,
luego ru < abu, luego (r/a)u < bu < Pu, luego ru < a(fu) < a(fu) = yu,
luego r < 7, luego v = apf. [

Observemos que en la prueba del teorema anterior suponemos que estéan de-
finidos fu y a(Bu), y demostramos que también lo esta (af)u. Esto no significa
que si estan definidos au y Su, también tenga que estarlo (a8)u. Veremos que
esto puede probarse a partir del axioma de las paralelas.

Una consecuencia que si que podemos extraer del teorema anterior es que si
u<wvy a>0,entonces au < av (si estan definidos).

En efecto, expresamos v = fu > lu, luego § > 1 y por el teorema anterior
av = (afB)u > au.

Terminamos con una caracterizacion de la longitud de los segmentos que nos
sera util mas adelante:

Teorema 2.22 Sea m una aplicacion que a cada segmento le asigna un ndmero
real positivo y que cumpla las propiedades siguientes:

1. Siu=v entonces m(u) = m(v),
2. Para todo par de segmentos u, y v se cumple m(u + v) = m(u) + m(v).

Entonces, para todo par de segmentos u, v se cumple

DEMOSTRACION: Para todo ntimero natural ¢ se cumple por hipdtesis que
m(qx) = gm(x), y si aplicamos esto a © = u/q tenemos que m(u) = gm(u/q), o
equivalentemente

m(u/g) 1

m(u) ¢
Multiplicando esta igualdad por un ntimero natural p obtenemos, para cualquier
namero racional positivo r = p/q, que

6 Aqui usamos que, en general, si s < au, entonces existe un nimero racional 0 < r < «
tal que s < ru. En efecto, serd s = fu, con 0 < 8 < «a, y basta tomar 8 < r < a para que
s = Pu < ru.
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Si dos segmentos cumplen z < y, entonces existe un segmento z tal que y = x+z,
luego m(x) < m(x) +m(z) = m(y). Por lo tanto, si & > 0 es un ntimero real
para el que esta definido au y r, s son nmeros racionales tales que r < a < s

tenemos
~m(ru)  m(au)  m(ru) .
"= m(u) = m(u) < m(u)

Como esto es valido para todo r y todo s, ha de ser

m(au
(o) =a.
m(u)
Expresando v = au tenemos la relaciéon buscada. L]

Lo que afirma este teorema es que si una aplicacion m cumple las propiedades
indicadas, tomamos una unidad de longitud u y llamamos « = m(u), entonces
m asigna a cada segmento su longitud multiplicada por a.

2.3 Amplitud de angulos

Vamos a asignar un ntimero real a cada angulo tal y como hemos hecho con
los segmentos. En general, dados dos angulos I y M y un nimero natural m,
la relacion M = mL indicara que M se obtiene sumando L consigo mismo m
veces. Sin embargo, a diferencia de lo que sucede con la suma de segmentos, no
tiene por qué haber ningtn dngulo M que cumpla esto, incluso puede ocurrir
que no lo haya para m = 2. Por ejemplo, si L es un dngulo recto, esta definido
2L, pero no 3L, si L es la mitad de un angulo recto, esta definido 4L, pero no
5L, etc.

En primer lugar vamos a probar que la propiedad de Arquimedes implica
una propiedad anéloga para dngulos:

Teorema 2.23 Dados dos dngulos L y M, existe un nimero natural n tal que
nL no estd definido o bien nL > M.

DEMOSTRACION: Pongamos que M = A/O§, con OA = OB. Sea C el punto
medio de AB, de modo que la recta OC' es la bisectriz de M. Sea M’ = A0C.
Entonces M = 2M’ y basta probar el teorema para M’ en vez de M, por lo
que podemos suponer que M es uno de los angulos agudos de un tridngulo
rectangulo.

Sea OAB un tridngulo rectangulo con O=M y el angulo recto A SiL>M
no hay nada que probar. En caso contrario, suponemos por reducciéon al absurdo
que nL esta definido para todo n > 0y que nL < M. Podemos tomar A, en
AB de modo que m =nl.

Vamos a probar que AA; < A1As < A3 Az < --- Para ello llamamos C, D,
E a tres A;’s consecutivos, de modo que tenemos la situaciéon que muestra la
figura de la pagina siguiente.
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B Observamos que el dngulo a = ODA es agudo,
pues forma parte del tridngulo rectangulo ODA. Por
lo tanto, su suplementario ODE es obtuso, luego
podemos trazar una semirrecta lﬁ de modo que
a = ODF. Ademas el punto F' podemos tomarlo en

OF.

D Ahora, ODF = ODC, porque comparten un
lado y los dos édngulos de sus extremos, luego se cum-
ple FD = DC.

Por otra parte, b = DFE es un dngulo exte-
rior del tridngulo OF D, luego a < b (teorema 1.70).

Igualmente, a = CDO es un angulo exterior de

EDO, luego ¢ < a, y concluimos que ¢ < b. El
teorema 1.71 aplicado a DEF implica entonces que

DC =FD < DE,

como querfamos probar.

Por la propiedad de Arquimedes existe un n tal que AB < nAA;, y como
AA; < A;Ai41, esto implica que AB < AA,, lo cual es imposible, porque A,
estd en AB. ]

Nota Si aplicamos el teorema anterior a un angulo recto M, obtenemos que
para todo angulo L existe un n tal que nL no est& definido o bien nL. > R, en
cuyo caso 2nL ya no esta definido, luego siempre existe un natural n tal que nL
no esta definido. ]

No es posible demostrar que todo angulo se puede dividir en n partes iguales
ni siquiera suponiendo el axioma de las paralelas. Por ello trabajaremos con
bisecciones y ntimeros racionales diadicos, igual que podriamos haber hecho en
el caso de los segmentos.

Si n > 0 es un numero natural, definimos la relaciéon M = L/n como que M
puede sumarse consigo mismo n veces y el resultado es un angulo congruente
con L. El teorema 1.69 nos asegura que siempre existen angulos M = L/2",
para todo ntimero natural n. Ademaés, en tal caso M = 2”,(L/2”+”,), es decir, si
dividimos un angulo en gntn’ partes y sumamos 27" de ellas, el angulo resultante
es congruente con el que habriamos obtenido dividiéndolo en 2™ partes.

Como consecuencia, si estan definidos m(L/2") y m’/(2") y m/2" = m' /2",
entonces

m(L/2") = m2" (L/2") = m/2"(L/2") = m!(L/2"™).

En otras palabras, si » = m/2™ es un nimero racional diadico positivo, po-
demos definir la relacion M = rL como M = m(L/2™). Tal vez no exista ningan
angulo M que cumpla esto, pero si existe no depende de la representacion de r
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como fraccion, y la clase de congruencia de L determina la clase de congruencia
de M.

Claramente, si esta definido (m/2™)L, también lo esta (m’/2™)L, para todo
numero natural 0 < m’ < m, y también es claro que si r < r’, entonces rL < r'L
(si estan definidos).

Teorema 2.24 Sea L un dngulo. Entonces

1. Existe un ndmero real m > 1 tal que, para todo nimero racional diddico
r >0, se cumple que rL estd definido si y sélo sir < .

2. Dados dos dngulos U <V, hay un nimero racional diddico r > 0 tal que
U<rL<V.

DEMOSTRACION: Por la nota siguiente al teorema 2.23 sabemos que existe
un natural, que podemos tomar de la forma 2™, tal que 2™ L no esta definido.

Sir =m/2% > 2" es un nimero racional diadico, podemos suponer que k > n
y entonces 2"k < m. Si estuviera definido 7L, también lo estaria (2"+*/2¥)L,
es decir, 2" L, lo cual es falso. Por lo tanto, 2™ es una cota superior del conjunto
de los niimeros diadicos r para los que rL esté definido. Basta tomar como 7 el
supremo de dicho conjunto.

Dados dos angulos L y L’ existe un namero natural n tal que (1/2")L < L'.
En efecto, si fuera L’ < (1/2™)L para todo n, entonces es claro que 2" L’ estaria
definido para todo n, y nL’ también.

Sean ahora dos angulos U < V. Existe un numero natural n de manera que
(1/2M)L <V —U < V. Por el teorema 2.23 existe un minimo ntimero natural
m tal que (m/2")L no esta definido o es mayor que U. No puede ser m = 1,
luego ((m — 1)/2™)L esté definido y es menor o igual que U, pero entonces

m m—1

1
— L= L+ —L V-U)=
om om + gnl < U+ ( Uu)=V,

luego (m/2™)L si que esta definido luego tiene que ser
U<gL<V.
como habfa que probar. [
Ahora ya podemos definir la medida de angulos:
Definicion 2.25 Dados dos angulos L y U, definimos
L/U = sup{r € R | r es un namero racional diadico positivo y rU < L}.

Asi o = L/U es un ntmero real porque el conjunto considerado esta acotado
superiormente por el niimero m dado por el teorema anterior. De hecho, a < 7.
Ademés a > 0, porque dicho teorema nos da también que existe un r > 0 tal
que L/2 < rU < L, luego a > r > 0.
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Es evidente que a s6lo depende de las clases de congruencia de U y L y, mas
aun, si L/U = L'/U, entonces L = L', pues en caso contrario serfa L < L' o
L’ < L. No perdemos generalidad si suponemos que L < L', entonces, aplicando
dos veces el teorema anterior, existen r y v’ tales que L < U < 7'U < L', y
entonces, tomando supremos, L/U < r < ' < L'/U, contradiccion.

Observemos que la definicion de L/U tiene sentido incluso si L es un angulo
llano, en cuyo caso L/U es simplemente el supremo de todos los nameros dia-
dicos r para los que rU esta definido, que claramente es el ntimero 7 dado por
el teorema anterior. De hecho, L/U = 7 si y so6lo si L es un angulo llano.

Si o« = L/U escribiremos también L = aU, donde nuevamente hay que
entender que no hemos definido un angulo alU en particular, sino que, a lo
sumo, existe una clase de congruencia de dngulos L que cumplen la relacién
L = aU. Se cumple el analogo al teorema 2.13:

Teorema 2.26 Dados dos dngulos L y U y o > 0 un numero real, la relacion
L = aU equivale a que para todo nimero racional r > 0 para el que esté definido
rU se cumple rU < L sir<ayL<rU sir > .

DEMOSTRACION: Si r < «, existe un numero diadico r < 7/ < « tal que
U < L, por definiciéon de aU, luego rU < U < L. Si r > a, es facil ver que
existe un ntimero diadico tal que o <71’ < r, y entonces L <r'U <rU. m

De este teorema se sigue en particular que si » > 0 es un nimero racional,
rU en el sentido que acabamos de definir coincide con el definido previamente
en términos de subdivisiones de U.

Como en el caso del teorema 2.13, este resultado justifica que consideremos
al tiinico namero real a > 0 que cumple L = aU como la amplitud del angulo L
medida respecto del angulo unitario U, en el sentido de que para todo nimero
racional r > 0 para el que esté definido U se cumple que rU “se queda corto” al
compararlo con L si ra, mientras que “se pasa” si r > «, luego « esta indicando
la amplitud exacta de L respecto de U.

Las propiedades siguientes se demuestran sin dificultad de modo totalmente
analogo a las correspondientes para segmentos:

Teorema 2.27 Sean «, B nimeros reales y L, L' dos dngulos. Entonces se
cumplen las propiedades siguientes (donde suponemos que las sumas y productos
estdn definidos):

1. Sia < B, entonces aL < BL,
2. Si L < L' entonces aL < oL/,
3. (a+B)L=al+pBL,

4. o(L+ L) =al+al,

5. (a(BL)) = (aB)L.
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Por ejemplo, la propiedad 3 se interpreta como que la amplitud de la suma
de dos angulos es la suma de sus amplitudes, y la propiedad 5 nos dice que
para pasar de la amplitud « de un angulo medida respecto de un angulo L’ a la
medida respecto de un angulo L tal que L’ = SL debemos multiplicar a/3.

Nota Hay una diferencia destacable entre la medida de segmentos y la medida
de angulos, y es que para medir segmentos es necesario fijar unidad de medida y
no tenemos ningin criterio para seleccionar ninguna. En cambio, si que tenemos
criterios para seleccionar intrinsecamente una unidad de medida de angulos. Por
ejemplo, podemos tomar como unidad los 4ngulos rectos, o los angulos llanos.

Hemos visto que cada &dngulo U que fijemos como unidad determina un
nidmero real m, que es la medida de un angulo llano tomando U como unidad.
Por ejemplo, si fijamos como U un angulo recto tenemos que m = 2, es decir, un
angulo llano mide dos angulos rectos.

Por razones historicas, es habitual tomar como unidad de medida la clase
de los angulos U = (1/90)R, donde R es un angulo recto (la existencia de
este angulo no puede demostrarse con los axiomas que conocemos hasta ahora,
pero si con el axioma de las paralelas). Esta unidad recibe el nombre de grado
sexagesimal, de modo que un angulo recto tiene una amplitud de 90° y un angulo
llano de 180°.

De momento no vamos a fijar ninguna unidad de medida de angulos, y
usaremos la letra m para referirnos a la medida de un angulo llano respecto de
una unidad de angulos arbitraria. L]

El teorema 1.70 puede reenunciarse ahora como que la suma de dos angulos
de un tridngulo es siempre menor que 7. En realidad podemos probar un poco
mas:

Teorema 2.28 (Lagrange) La suma de los tres dngulos de un tridngulo es
menor o igual que T.

DEMOSTRACION: Dado un tridngulo ABC cuyos angulos midan a, b y c,
consideramos el punto medio M del lado AB y prolongamos el segmento AM
hasta un segmento Al AD = 2AM. Es claro entonces que AMC = DMB con lo
que el tridngulo ABD resulta tener un angulo igual a b+ ¢ y otros dos dngulos
x e y tales que a = z + y. Uno de estos dos sera4 menor o igual que a/2.

C D

C X
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De este modo, dado un tridngulo arbitrario hemos obtenido otro cuyos angu-
los suman la misma cantidad pero uno de ellos es menor o igual que la mitad de
uno de los angulos originales. Repitiendo el proceso podemos obtener tridngulos
con la misma suma de dngulos y donde uno de ellos sea menor o igual que a/2".
Si la suma de los angulos del tridngulo original fuera 7 + ¢, entonces podemos
llegar a un tridngulo cuyos dngulos sumen 7 + € con uno de ellos menor que e.
Por lo tanto, los otros dos sumaran al menos m, lo cual contradice al teorema

1.70. L]

Terminamos lo referente a la medida de angulos con un resultado anélogo al
teorema 2.22. Omitimos la prueba por ser completamente anéloga.

Teorema 2.29 Sea m una aplicacion que a cada dngulo le asigna un nidmero
real positivo y que cumpla las propiedades siguientes:

1. Si L =L entonces m(L) = m(L'),
2. Si L, y L' se pueden sumar, entonces m(L + L") = m(L) +m(L’).
Entonces, para todo par de dngulos L, L' se cumple

m(L) L
m(L) L'

2.4 Arcos y sectores circulares

Fijemos una circunferencia w de centro O y radio r. Si Ay B son dos puntos
de w no diametralmente opuestos (es decir, no alineados con O), llamaremos arco
menor de extremos A y B a la interseccion de w con AOB. El arco mayor de
extremos A y B es el conjunto formado por los puntos de w que no estan en el
arco menor, mas los puntos A y B. Diremos que estos dos arcos son mutuamente
complementarios.

Un arco determina a sus extremos, pues son los tinicos puntos P con la
propiedad de que todo angulo de vértice O y que contenga a P en su interior
(es decir, no en su frontera) contiene puntos de w externos al arco.

Si Ay B son puntos de w diametralmente opuestos llamaremos arcos de ex-
tremos A y B a las intersecciones de w con los dos semiplanos determinados por
la recta AB. Asi tenemos dos pares de arcos complementarios, sin que podamos
decir que uno es mayor que otro. Estos arcos se llaman también semicircunfe-
rencias. Las semicircunferencias determinan sus extremos del mismo modo que
los demas arcos. Usaremos la notacion AB para referirnos a un arco de extremos
A y B en una circunferencia dada, pero hemos de tener presente que AB no
determina el arco, sino que éste depende de la circunferencia y ademas hay dos
arcos distintos con los mismos extremos. Cuando no sean semicircunferencias
los distinguiremos si conviene como ABy; (arco mayor) y ABy, (arco menor).

El segmento que une los extremos de un arco se llaman cuerdas del arco.
Dos arcos complementarios comparten la misma cuerda.



66 Capitulo 2. La geometria arquimediana

Si en lugar de partir de una circunferencia partimos de un circulo obtenemos
las definiciones de sector circulary semicirculo. La frontera de un sector circular
esta formada por dos radios OA, OB y un arco de extremos A y B, de modo
que los arcos se corresponden biunivocamente con los sectores, por lo que es
equivalente trabajar con unos u otros.

Los arcos admiten la caracterizaciéon siguiente:

Teorema 2.30 Los arcos de extremos A y B en una circunferencia w son las
intersecciones con w de los semiplanos determinados por la recta AB.

DEMOSTRACION: Si AB pasa por el centro O de w los arcos de extremos
A 'y B son semicircunferencias, y el resultado es cierto por definicién. Supon-
gamos el caso contrario. Si P es un punto del arco menor A/Bm, entonces P
esta en el angulo ZO\B7 luego la semirrecta ﬁ corta al segmento AB. Como
este segmento estd contenido en el circulo, el punto de corta ha de estar en
OP, y esto significa que O y P estan en semiplanos distintos respecto a AB.
Reciprocamente, si P es un punto de w en el semiplano opuesto a O respecto a
AB, entonces OP ha de cortar a AB. Como OP esta con.te;nido en el circulo,

el punto de corte ha de estar en AB, luego la semirrecta OP esta contenida en
A/O\B, lo que se traduce en que P esté en AB,.

Con esto hemos probado que Ame es la interseccién de w con el semiplano
de AB que no contiene a O. Obviamente entonces el arco mayor ha de ser la
interseccion de w con el semiplano que contiene a O. L]

Definiciéon 2.31 La amplitud de un arco de extremos AB (en un circulo de

—_—
centro O) es la del angulo AOB si el arco es menor, 27 menos esta amplitud si
es mayor y 7 si son semicircunferencias.

De este modo, los arcos menores son los arcos de amplitud menor que 7 y los
mayores son los de amplitud mayor que 7. Podemos pensar en las circunferencias
como arcos de amplitud igual 2.

Teorema 2.32 Sean AB Y BC dos arcos de una circunferencia con el extremo
B como unico punto comin. Entonces AB U BC es un arco de extremos A y
C, y su amplitud es la suma de las amplitudes de los arcos dados.

DEMOSTRACION: Sea O el centro de la circunferencia que contiene a los ar-
cos. Representemos por m(X) la amplitud de un angulo o arco X. Supongamos
que la amplitud de uno de los arcos es mayor que 7, por ejemplo m(A/E) > .
Entonces AB es un arco mayor, luego esta contenido en el complementario del
angulo AOB. Como BC no tiene puntos en comin con AB (salvo B) ha de
estar contenido en AOB. En particular C' es un punto interior de este angulo,
luego A0B = A0C + COB. Es claro entonces que ABUBC = ACy. Ademés

P I~

m(ACy) = 21 — m(AOC) = 27 — m(AOB) + m(COB) = m(AB) + m(BC).



2.5. El axioma de continuidad 67

Si uno de los arcos tiene amplitud 7 la prueba es casi idéntica. Supongamos
ahora que ambos arcos son menores que 7. Esto significa que ambos arcos son
menores, luego estan contenidos en los angulos A0B y BOC. Llamemos A’ y
B’ a los puntos diametralmente opuestos a A y B.

Notemos que A y C han de estar en semiplanos opuestos respecto a BB/,
pues en caso contrario los &ngulos A0B y BOC estarian uno contenido en otro,
y los arcos también. Por lo tanto C' estd en uno de los dos éngulos BOA o

Si C esta en BOA’ (incluyendo el caso C' = A’) entonces tenemos la relacion
AOC = AOB + B/O\C’, luego ABUBC = ACy, y la relaciéon entre las amplitudes
es clara. - o

Si C esta en A’OB’ entonces BOC = BOA’ + A’OC, luego

ABUBC = ABUBA' U AC = AA' U A'C,,, = ACy,

—~
donde AA’ es la semicircunferencia que contiene a B. Las amplitudes cumplen
la relaciéon indicada:

m(ACy) = 27— m(A/O\C) =27 — 7r+m(A/’O\C) = 7r+m(/TO\C’)
= m(AOB) + m(BOA') + m(A0C) = m(AOB) + m(BOC)

= m(AB) +m(BC).

2.5 El axioma de continuidad

Hemos llamado geometria métrica (tridimensional o bidimensional) a todo
conjunto de puntos E en el que hemos seleccionado una familia de rectas, otra de
planos (el el caso tridimensional), una relacion triadica “estar entre” y dos rela-
ciones de congruencia de segmentos y angulos, de modo que se cumplen los tres
bloques de axiomas de incidencia (A), de ordenacion (B) y de congruencia (C).

A este cuerpo basico de axiomas hemos anadido tres axiomas maés, el axioma
de las circunferencias, la propiedad de divisién de segmentos y la propiedad de
Arquimedes. Ahora presentamos un axioma que implica estos tres hechos:

Axioma de continuidad Si una recta r puede partirse como r = s1 U So,
donde s1 y s son dos conjuntos convexos disjuntos no vacios, entonces existe
un punto P € r tal que uno de los conjuntos s; es una de las semirrectas
determinadas por P en r y el otro es la semirrecta complementaria menos P.

Si tenemos una descomposicién r = s; U s en las condiciones del axioma
de continuidad y U € s1, V € s, entonces el requisito de que s; y so sean
convexos se traduce en que todos los puntos de s; tienen que ser <y que todos
los puntos de s3. Si s; no tuviera maximo y ss no tuviera minimo, entonces
ambos conjuntos estarian poniendo en evidencia la presencia de un “agujero” en
la recta, y eso es lo que niega el axioma de continuidad al afirmar que tiene que
haber un punto P que sea el maximo de s; o bien el minimo de ss.
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— S1 P So —

Por lo tanto, el axioma de continuidad puede interpretarse como que las rec-
tas “no tienen huecos”. Quiza se entienda mejor esta idea al ver las aplicaciones.

En la practica suele ser més conveniente aplicar una version equivalente para
segmentos del axioma de continuidad:

Si AB = s; U sy es una descomposicion de un segmento en dos
conjuntos convexros disjuntos con A € s1 y B € sa. Supongamos que
s1 Yy S contienen otros puntos ademds de A y B. Entonces existe
un punto A — P — B tal que s, y s son los segmentos AP y PB
salvo que a uno de ellos le falta P.

Para demostrar esta version tomamos puntos U — A — B—V y consideramos
s = A—U> Ust, s = B.V> Usa. Se comprueba facilmente que cumplen los requisitos
del axioma de continuidad, y el punto P que éste proporciona cumple también
la conclusion de la variante. Para probar el reciproco, dados s; y s en las
condiciones del axioma de continuidad, tomamos A € s; y B € s, distintos de
sus posibles maximo o minimo y aplicamos la variante a ABNs; y AB N s3.

Demostracién de la propiedad de Arquimedes Podemos suponer que
uw=AB y v = AC, asi como que ambos estan sobre una misma semirrecta s de
origen A. Supongamos que el resultado es falso, es decir, que nu < v para todo
namero natural n (observemos que si se diera la igualdad para un n, entonces
n + 1 cumplirfa el teorema).

Para cadan > 0, sea A, el punto de s que cumple que AA4,, = nu. Llamemos
X al conjunto de todos los puntos de la semirrecta complementaria a s mas los
puntos P de s que cumplen P <, p A, para algin n. Sea Y el conjunto de los
puntos de s que no estan en X (por ejemplo C). Es evidente que se cumplen las
hipoétesis del axioma de continuidad, luego existe un punto D en s de modo que
X e Y son las semirrectas de origen D, salvo que uno de los dos no contendra a
D, pero esto no afecta a que podemos tomar un punto E de X tal que ED = u.
Si fuera D — A — E o bien D = A, cambiamos D por otro punto A — D’ — E,
con lo que se cumple D’E < DE = u. Asi podemos suponer que A — D — E.
Como D € X existe un numero n tal que F <ap A,, lo que significa que
AFE < AA,, = nu, de donde

AD=AE+ED <nu+u= (n+1)u= AA, 1,

pero entonces A, 11 es un punto de X posterior a D, contradiccion. [

Demostraciéon de la propiedad de division de segmentos Sea AB un
segmento contenido y n > 2 un numero natural. Llamamos X al conjunto
formado por A y los puntos P # A de AB tales que n AP < AB. Notemos que
X contiene otros puntos aparte de A, pues sin < 2™y 2~-™AB = AP, entonces
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también P € X. Sea Y el conjunto de los puntos de AB que no estan en X
(entonces B € Y, y también pertenece a Y el punto medio del segmento AB).

Es obvio que se cumplen las hipotesis del axioma de continudad (de la va-
riante para segmentos), por lo que existe un punto A — C' — B de manera que
AC\ {C} c X C AC. Veamos que n AC = AB.

Supongamos que nAC < AB. Sea entonces D un punto entre A y B tal
que n AC'= AD. Sea m un nimero natural tal que 2™ > n. Sea v =2""DB.
Entonces tenemos nu < 2"u = DB. Sea A— C — E de modo que CE = u. Asi,

AE <nAE=nAC +nCE < AD + DB = AB.

Esto implica en particular que A — F — B, luego E' € X, pero por otra parte
E ¢ AC, contradiccion.

Supongamos ahora que AB < n AC. Entonces tomamos D € E tal que
nAC = AD, con lo que necesariamente A — B — D. Como antes, tomamos
w=2""BD y asi nu < BD. Tomamos E € 071 tal que EC = u. Tiene que
ser u < AC, pues si AC < u, entonces

EEnA_anu<A_C

y serfa A — D — C, cuando C € AB C AD. Por lo tanto podemos tomar
A — FE —C de modo que EC = u, y asi

AB+BD=AD=nAC=nAE+nEC <nAFE + BD,

luego AB < n AE. Esto implica que E € Y C CB, pero E € AC, y ambos
segmentos no tienen més que a C' como punto comun, contradiccién. L]

Nota Hemos dado esta prueba para mostrar que si suponemos el axioma de
continuidad podemos definir la longitud de segmentos contando desde el prin-
cipio con la propiedad de la division de segmentos, sin necesidad de considerar
nimeros diadicos, pero obtenemos una demostracién mucho més sencilla como
consecuencia del teorema siguiente:

Teorema 2.33 Dado un segmento u y un numero real o > 0, existe un seg-
mento v tal que v = au.

DEMOSTRACION: Consideremos una recta graduada r con unidad u y sean
s1i={Per|ap<al, so={Per|ap>a}.

Es inmediato comprobar que estos conjuntos cumplen las hipoétesis del axioma de
continuidad, luego existe un punto P € r tal que ss es una semirrecta de origen
Py s1 U{P} es la semirrecta complementaria (notemos que la definicién de s;
implica que no tiene maximo). Sea 8 = ap. Entonces 5 > « por definicion de s,
pero si fuera 8 > «, podriamos tomar un ntmero racional diddico a <r < 8,y
entonces P, € s por definicion de so, pero entonces es un elemento de s, menor
que Pg, que es el minimo de s3, contradiccion. n
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Asi pues, el axioma de continuidad garantiza que todo numero real es la
longitud de un segmento respecto de cualquier unidad prefijada, de donde se
sigue inmediatamente que la aplicacién P +— ap considerada en el teorema 2.10
es biyectiva o, dicho de otro modo, que cada graduacion de una recta r establece
una biyeccion entre los puntos de r y los ntimeros reales, cuya inversa es o — P,.

En otros términos, el axioma de continuidad (que seria méas razonable llamar
“axioma de completitud”) afirma que cada recta esta “completa”; en el sentido
de que tiene todos los puntos que puede tener admitiendo la propiedad de Ar-
quimedes (pues si admitimos que una recta pueda tener puntos infinitamente
alejados, entonces le “caben” atin mas puntos).

Teniendo esto en cuenta, la propiedad de division de segmentos es inmediata,
pues, dado cualquier segmento u y