Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Algebra 07-1

Control 2

P1. (a) (2 ptos.) Sean A, B y C conjuntos, subconjuntos de un universo U. Pruebe que
(ANB)CC = (AnC° C B“.

(b) (4 ptos.) Dados A y B conjuntos, demuestre que

PA)UP(B)=P(AUB) & (ACB V BCA).

P2. (a) (2 ptos.) Considere las funciones f,g: A — B, con A, B # ¢ y [ inyectiva.

Se define ¢ : A — B x B como ¢(z) = (f(x), g(x)), para cada x € A.
Demuestre que ¢ es inyectiva.

(b) (4 ptos.) Sea U # ¢ un conjunto universo. Se define la funcién f : P(U) x P(U) — P(U)
por f(X,Y)=X\Y, para cada (X,Y) € P(U) x P(U).
Estudie la inyectividad y sobreyectividad de f.
Indicacion: Si su respuesta es afirmativa, debe demostrarlo. Si es negativa, debe exhibir
un contraejemplo.

31 de marzo de 2007
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Algebra 08-1

Control 2

P1. Sea f:[0,1) — [0,1) una funcién definida en cada = € [0,1) por

2 sixE[O,l)
f(x)_{Qx—l sixe[ j)

) (3 ptos.) Verificar si f es sobreyectiva o inyectiva. Justifique su respuesta con una demostracion.
(b) (3 ptos.) Sea I = [a,b] C [0,1). Probar que f~1(I) = [4,2] U2+ 5,2 +1].

SIS

(a

P2. Considere el conjunto F = {f: R — R | f es biyectiva}, es decir, el conjunto de todas las funciones
biyectivas de R en R. Se define la funcién ¥ : F x F — F dada por

U(f,9)=(fog)™
(i) (1 pto.) Justifique por qué V(f,g) € F x F, ¥(f,g) € F.

(ii) (2 ptos.) Pruebe que ¥ es sobreyectiva, pero no inyectiva.

(iii) (1,5 ptos.) Demuestre que, para todo par (f,g) € F x F,
v (\I’(fv g)v \Il(gilv fﬁl)) - Id]R

(iv) (1,5 ptos.) Sean fi,g1, f2,92 € F definidas por fi(z) = 22 + 3, g1(x) = 23, fo(x) = 5% + 4,
g1(x) = §. Ademas considere el conjunto A = {(f1,91), (f2,92)}. Encuentre W(A).

12 de abril de 2008
Sin consultas
Tiempo: 1:15
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P2.

Ingenieria Matematica

FACULTAD DE CIENCIAS

FISICAS Y MATEMATICAS

UNIVERSIDAD DE CHILE

Introduccén al Algebra 09-1
Control 1

Se define F' como el conjunto de todas las funciones sobreyectivas f : Dy CR — f(Dg) de la forma

flx) = Z;”_t;’ donde a y b son constantes reales no nulas y D, ; es el mayor conjunto donde f esta bien

definida.

(i) (1,0 ptos.) Encuentre D,
(i) (3,0 ptos.) Encuentre condiciones para a y b de modo que f sea biyectiva.
(iii) (2,0 ptos.) Si f es invertible, encuentre f~! y muestre que f~! € F

Sea F={f:10,1] = [0,1] : f es funcién } y 8 = {f[0,1] — [0,1] : f es funcion biyectiva }
Se definen las siguientes funciones:

v: F—]0,1] I: B—p
Jow(n=fogn f=1()=f"
(i) (1,0 ptos.) Demuestre que ¥ esta bien definido, es decir verifique que (Vf € F) U(f) € [0, 1].
(ii) (1,5 ptos.) Estudie Inyectividad y Sobreyectividad de .
(iii) (0,5 ptos.) Pruebe que I(fog)=1(g)o I(f).
(iv) (1,5 ptos.) Pruebe que I es biyectiva.
(v) (1,5 ptos.) Demuestre que (¥ o I)~1({0}) = ¢ (Preimagen).

13 de abril de 2009
Sin consultas
Tiempo: 1:15
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P1. Se define F como el conjunto de todas las funciones sobreyectivas f : Dgp C R — f(D,,p) de la forma

f(z) = Z;IZ donde a y b son constantes reales no nulas y D, es el mayor conjunto donde f esta bien

definida.

(i) Encuentre Dy p
(ii) Encuentre condiciones para a y b de modo que f sea biyectiva.

(iii) Si f es invertible, encuentre f~! y muestre que f~1 € F

Solucién:

(i) Es necesario que bx + a # 0, es decir x # —%, a,b # 0.
Sigue que Dy p = R — {—¢ (1.0 puntos).

(ii) Por definiciéon del conjunto F', las funciones f son sobreyectivas.
Falta, entonces, encontrar condiciones para a y b de modo que se cumpla la inyectividad.

(0.5 puntos).

Sean x1,x2 € D, tales que

ary+b  aws+b

= & abriza + a’xy + b2z + ab = abrixs + a*xo + b2xy + ab
bry +a bxs+a

f(11) = fm2 A

& (a® = b)ay + (b —a®)ze =0 & (a® = b)) (z) —22) =0

(1.5 puntos).
Sigue que x1 — x2 = 0, es decir 1 = x5 y f inyectiva si a? —b*> #0 6 a # +b (1.0 puntos).

(iii) f es invertible, entonces, 3f ' : f(Dyp) — Dayp tal que fo f~1 = id.

Entonces (fo f)"(z) = id (z) =2 & f(f(;) =z (0.5 puntos).
@%—x@afl(x)—kb—bzfl(z)—kax (az;é—%)
Sigue que f(;; = *b‘;””_tb (1.0 puntos).

Claramente f~! tiene la forma de las funciones del conjunto F y las condiciones de inyectivi-
dad garantizan que a # 4b de modo que esta bien definiday f= € F (0.5 puntos).

P2. Sea F ={f:[0,1] — [0,1]/f es funcion } y B = {f[0,1] — [0,1]/f es funcion biyectiva }
Se definen las siguientes funciones:
v F—>[0,1] I: B— B
[ =0 f=I =1



(i) Demuestre que ¥ esta bien definida, es decir, verifique que (Vf € F) ¥(f) € [0,1].

(ii) Estudie Inyectividad y Sobreyectividad de V.

(iv) Pruebe que I es biyectiva.

)
)
(iii) Pruebe que I(f og) = 1I(g) o I(f).
)
)

(v) Demuestre que (¥ o I)~}({0}) = ¢ (Preimagen)

Solucién:

(1)

(i)

(iil)

(iv)

Sea f € F', entonces ¥(f) = Mpe1r00<f( 0)<IANO< f(1)<1=0<f(0)+f(1)<2
Sigue que 0 < w < 1 entonces ¥(f) € [0, 1] (1.0 puntos)

- ¥ no es inyectiva.

Por ejemplo, tomamos f, g 6 F tales que f(0) =0, f(1) =1y g(0)=1;g(1) =0

Ast, U(f) =W(g) =L =1 pero f#yg (0.7 puntos)
- U es sobreyectiva.

Por demostrar que (Ve € [0,1))(3f € F) ¥(f) =c¢

En efecto, para ¢ € [0, 1] basta tomar f(z) = ¢ (funcién constante) de modo que

U(f) = 7f(0);f(1) =< —¢c (0.8 puntos)

Es inmediato, para funciones biyectivas
I(fog)=(fog) =g oft=1(9)0I(f)

(0.5 puntos)

I es inyectiva

Sean f1, fo € B tales que I(f1) = I(f2) <:>f1_1 = f2_1

=fi=f () t=)) (0.7 puntos)
I es sobreyectiva

Por demostrar que (Vg € B)(3f € B)I(f) = g.

En efecto, I(f)=g=f'=g=>f=g '€B

Es decir, basta tomar f = g~ * (0.8 puntos)

Para (¥ o I)~!({0}) debemos encontrar las funciones biyectivas

f € B tales que (Yo l)(f)=0 (0.5 puntos)
Sigue que (W o 1)(f) = W(I(f)) = (/") = IO =0 con £71(0), /~1(0) € [0,1], de
donde necesariamente f~1(0) = f~1(1) = 0 pero esto es imposible porque f~! es biyectiva y
en particular inyectiva.

Sigue que Vf € B (Vo l)(f)#0

Asi (U o I)~1({0}) = ¢. (1.0 puntos)




Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matemaética
MA1101 Introducciéon al Algebra 10-1

Control 2

P1. Sea U # @ un conjunto universo. Se define la funcién f : P(U) x P(U) — P(U) por f(X,Y)=XUY
para cada (X,Y) € P(U) x P(U).

(i) (1.0 ptos.) Calcule, justificando su respuesta, f~1({@}).

(ii) (2.0 ptos.) Demuestre que f~1({U}) = {(X,Y) € P2(U) | X¢ CY}.
(iii) (1.5 ptos.) Demuestre que f es sobreyectiva.
(iv) (1.5 ptos.) (Es f biyectica? Justifique.

P2. (a) (3.0 ptos.) Sea F = {f :R— R / (Ja € R)(Vx € R), f(x) = az?}.
Se define la funcién ¢ : F — R por Vf € F, o(f) = f(2).
Demuestre que ¢ es una funcién biyectiva.

(b) (3.0 ptos.) Sea g : R — R una funcién tal que (Vaz € R) g(g(z)) = 23 + 1.
Pruebe que g es biyectiva.

Tiempo: 1.15 horas.
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U+ ¢, f:PU)x PU) = PU) con f(X,Y)=XUY,(X,Y) € PU) x PU)

Calcular f=*({¢}) (Preimagen de {¢}).

Es preciso encontrar los pares (X,Y) € P(U) x P(U) tales que f(X,Y)=XUY = ¢.

Es inmediato que el anico par posible es (¢, ¢) pués f(o,d) = o U ¢ = ¢.

Sigue que f-"({6}) = {($,9)}. (1.0 puntos)

Demuestre que f~1({U}) = {(X,Y) € P>(U)/Xc C Y}

Sea (X,Y) € {(X,Y) € P2(U)/X° C Y} entonces X°CY = XUX°C XUY
SUCXUY ycomo XUY CU=XUY =U, es decir f(X,Y)=U

= (X,Y) € f~1({U}) de donde {(X,Y) € P2(UU)/ X} C fr({U}) (1.0 puntos)

Para la otra inclusion, sea (X,Y) € f~1({U}) & f(X,Y) € {U}

S fX,Y)=USXUY =Ue X NYE = — ¢

= X°CVY, esdecir (X,Y)e{(X,Y)e{PU)/XCY}

Asi, fH{UY) C{(X,Y) e PU)/ X CY} (1.0 puntos)

Se concluye que f~1({U}) = {(X,Y) € P>(U)/X°C Y}

Demuestre que f es sobreyectiva.

Por demostrar que (VX € P(U))(3(Y, Z) € P?(U)) tal que f(Y,Z) = X. (1.5 puntos)
Basta tomar (Y, Z) = (¢, X) € P?(U) con lo cual f(¢, X) =pUX = X.

Inyectividad: Es facil ver que, por ejemplo, los pares (X, X¢) e (Y,Y€) que son distintos, tienen la

misma imagen:
flz,z?) = fY, Y ) =XUXc=YUY*=U. (1.5 puntos)

Sigue que f no es inyectiva y por lo tanto no es biyectiva.

Sea F={f:R— R/(3a € R)(Vz € R, f(z) = az®}. Se define p : F — R por Vf € F, o(f) = f(2).
Demostrar que ¢ es biyectiva.

¢ es inyectiva si (Vf1, fa € F)[p(f1) = o(f2) = f1 = fa]- Sean f1, f» € F, es decir

(Ja1,a2 € R)(Vz € R), fi(z) = a12? y fa(x) = aga®.

Entonces si QO(fl) = gﬁ(fg) 4 f1(2) = f2(2) S dap = 4das = a1 = ag = 0,1172 = 021'2; Vr e R

= fi=f

Sigue que ¢ es inyectiva. (1.5 puntos)
¢ es sobreyectiva si (Vb € R)(3f € F); o(f) =0

Sea f(z) = az?, a € R. Entonces ¢(f) = f(2) = 4a. Para ¢(f) = b basta que 4a = b es decir a = 1.
Asi, bastard tomar f(z) = 1bz? para que o(f) = f(2) = 3b-4=1b.

Sigue que @ es sobreyectiva. Se concluye que @ es biyectiva (1.5 puntos)



b) Sea g : R — R una funcién tal que (Vo € R) g(g(z)) = 23 + 1. Demostrar que g es biyectiva.
En efecto, como h(z) = 2% + 1 es biyectiva (puede admitirse sin demostrarlo),
se concluye que g(g(z)) = (g o g)(z) es biyectiva. (1.0 puntos)

Segun la propiedad g o f es inyectiva = f inyectiva y g o f sobreyectiva = g sobreyectiva.

Com o g o f es biyectiva = g o g es inyectiva y sobreyectiva.

Sigue que g o g es inyectiva = g inyectiva

y g o g es sobreyectiva = g es sobreyectiva.

Se concluye que g es biyectiva. (2.0 puntos)
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Control 2

P1. a) Sean A, B conjuntos no vacios. Considere la funcion ¢ : A x B — A definida por ¢(a,b) = a
i) Demostrar que ¥ es sobreyectiva

i) éBajo gqué condiciones sobre el conjunto B resulta @ es inyectiva? Justifigue su respuesta

b) Sea A un conjunto no vacio. Se define la funciénd : 4 — A x Apord(a) = (a,a)

i) Demostrar que d es inyectiva

ii) éBajo qué condiciones sobre el conjunto & resulta ¢ sobreyectiva? Justifique su respuesta

P2.Sea f : A — Bunafuncion donde 4, B # ¢

a) (3.0 ptos.) Demuestre que ¥ B, C B se tiene que:

fHBY) = [ (B

Observacion: Note que los complementos son tomados con respecto a B v a 4, respectivamente

b) Primero demuestre que (1,0 pto.) para todo par de conjuntos 4, B:

AA B =(AnB)n (A Beye

Ahora, asumiendo gue

(VB By Cb), fYB M Ba) = f1(By) " f1(Ba)

y usando la parte a) deduzca gue

(VB1,By Cb), f UBy ABy) = fHB ) A fHB)
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Introducceén al Algebra 12A

Control 2

P1. Sean A, B,C,D conjuntos no vacios tales que ANC = ¢y BNnD=¢ysean f: A= By
g: C — D dos funciones. Se define h: AUC — BUD tal que, vz e AUC,

@) size A
h(x)_—{g(;r) sizelC’

(1) (2,0 ptos.) Demuestre que si f, g son inyectivas, entonces h es inyectiva.
(i) (2,0 ptos.) Demuestre que si f,g son sobreyectivas, entonces h es sobreyectiva.

(iii) (2,0 ptos.) Si f,g sou biyectivas, demuestre que h es biyectiva y encuentre su inversa.
Justifique su respuesta.

P2. Sea E # ¢ un conjunto cualquiera y A € E con A # ¢. Se define

F:P(E) — P(E)
X = f(X)=X\4

g:P(E) — P(E)
X —gX)=XUA

(i) (3,0 ptos.) Demuestre que fog=fyquegof=g.

(i) (1,5 ptos.) Demuestre que f~'({¢}) = P(A) (conjunto preimagen).
(iii) (1,5 ptos.) Demuestre que VX € P(E), f(X) # A.

Consultas solo al auxiliar
Justifique cada uno de sus pasos
Tiempo: 1:15
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Introduccoén al Algebra 13-1
Control 2

P1. Sean A, B dos conjuntos fijos cualquiera. Sea

F:P(A) xP(B) — P(AUB)
(X,Y) +— F(X,Y)=XUY
(a) (2,5 ptos.) Demuestre que F es sobreyectiva.
(b) (2,5 ptos.) Suponga que AN B = ¢. Demuestre que F’ es inyectiva.
(c) (1,0 pto.) Suponga ahora que A = {1,2} y B = {2, 3}. Demuestre que F' no es inyectiva.

P2. (6,0 ptos.) Sean A, B y C tres conjuntos no vacios. Sean f: A — B, g: B— Cy h:C — A tales que:
= hogo f es inyectiva,

= fohogesinyectiva y

= go foh es sobreyectiva.

Demuestre que f, g, h son biyectivas.

Consultas solo al auxiliar
Justi que cada uno de sus pasos
Tiempo: 1:15
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccion al Algebra 14-1

Control 2

P1. a) Sean A, B conjuntos no vacios. Se define en A x B la funcion ¢ : A x B — A tal que ¢(z,y) = .

(i) (1,5 ptos.) Demuestre que ¢ es sobreyectiva.
(ii) (2,5 ptos.) Demuestre ¢ es biyectiva si y solo si B tiene s6lo un elemento.

b) (2,0 ptos.) Sean E, F' conjuntos no vacios y [ : E — F una funcién biyectiva. Demuestre que

(VX C E), f(E\X) = F\ f(X).

P2. Sean A, B conjuntos no vaciosy f: A— B, g: B— Ay h: B — B funciones tales que:

= / es biyectiva
= fog=h
» gof=1Ida

(i) (4,0 ptos.) Muestre que f y g son biyectivas.
(ii) (2,0 ptos.) Muestre que h = Idp.

Consultas sélo al auxiliar de control
Justi que cada uno de sus pasos
Tiempo: 1:15
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra. MA1101

Control 2

P1. a) (3 ptos.) Sea U el conjunto universo, y A, B CU.
Sea f: A— By C C A. Se define g : C — B tal que g(z) = f(z) Vx € C.
Demuestre que VD C B, g~ 1(D) = Cn f~Y(D).
b) (3 ptos.) Sea F = {f : A —> A|f es funcion}, es decir, F es el conjunto de todas las funciones de A en A;
y sea g : A — A biyectiva. Se define:

o F— F
f—e(f)=gof
Pruebe que ¢ es biyectiva y calcule ¢~ 1.
P2. Sea U el conjunto universo, y sea A C U. Se define:
fPU) — PU)
X— f(X)=X\A

a) (3 ptos.)Si A # () muestre que f no es sobreyectiva.
b) (3 ptos.)Si f es inyectiva = A = ().

Tiempo: 1 hora 15 minutos.
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Ingenieria Matematica

FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Introduccion al Algebra. MA1101

Control 2

P1l. a) Sean f: A— By g,h: B— A funciones tales que:
gof:idAv foh:ZdB

1) (2 ptos.) Demuestre que f es biyectiva.

2) (2 ptos.) Demuestre que h = g = f~1

3) (2 ptos) Sea E# 0y ¢: E — E funcion.

Demuestre que:
VX CE pX)=X]<= p=1idg

P2. Sea A un conjunto con al menos dos elementos. Y sean:

FAXA— A
(x,y)—)f(x,y)zx
g:A—AxA

x— g(x) = (z,x)

a) (2 ptos.) Demuestre que fog=1ida.
b) (2 ptos.) Determine si f, g son funciones inyectivas, sobreyectivas (epiyectivas), biyectivas.

¢) (2 ptos.) (Esgo f =idaxa?

Tiempo: 1 hora 15 minutos.
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Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccién al Algebra. MA1101

Control 2

P1. a) 1) (3 ptos.) Para cada n € N se define:
Dn ={(z,y) e Nx Nlz +y =n}
Demuestre que :
C = {Dy|n € N}

es una particion de N x N.
Observacion: Es importante para resolver el ejercicio que tome: N = {0,1,2,3,---}

Recuerdo: Decimos que C es una particion del conjunto A si las siguientes tres condiciones se cumplen:
« VC eC,C #0.
= Los elementos de C son disjuntos, es decir: VC,C" € C, si C' # C’ entonces C N C’ = ).
= C cubre A, es decir: Joeo C = A

2) (3 ptos.) Demuestre que si A, B son conjuntos cualquiera, entonces se cumple:

{{(AUB)\(AAB)U[(AUB)\ A]} = B

P2. Sea E un conjunto de referencia no vacio y By C E fijo.

Considere la funcion:
F:P(E) — P(E) x P(E)
X — F(X)=(X\Bo,XNBy)

a) (0,5 ptos.) Demuestre primero que X = (X \ By) U (X N By)
b) (3 ptos.) Demuestre que la funcion, F es inyectiva.
Indicacion: Puede ser util utilizar la parte (a).

¢) (2,5 ptos.) Demuestre que la funcion, F NO es epiyectiva.

Tiempo: 1 hora 30 minutos.
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¢ Ingenteria Matematica

FACULTAD DE CIENCIAS

FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Introduccién al Algebra. MA1101- 2018-1

Control 2

P1. Sean E,F, A y B conjuntos talesque AC Fy BC F.

1) (3.0 ptos.) Demuestre que
(Ex F)\ (A x B) = ((E\A) xF)u(Ex (F\B)).

11) (3.0 ptos) Demuestre que
P(ENA) € {0} U(P(E)\ P(4))

y exhiba un contraejemplo para la igualdad.

P2. Sean A, B y C conjuntos.

1) (3.0 ptos.) Demuestre o exhiba un contraejemplo de la siguiente igualdad
(A\B)\C = {(A\B)\(ANC).

11) (3.0 ptos.) Demuestre que
CCAUB = BC AUC-

Tiempo: 1 hora 15 minutos.
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