
Ingenierı́a Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Álgebra 07-1

Control 2

P1. (a) (2 ptos.) Sean A, B y C conjuntos, subconjuntos de un universo U . Pruebe que

(A ∩ B) ⊆ C ⇒ (A ∩ Cc) ⊆ Bc.

(b) (4 ptos.) Dados A y B conjuntos, demuestre que

P(A) ∪ P(B) = P(A ∪ B) ⇔ (A ⊆ B ∨ B ⊆ A).

P2. (a) (2 ptos.) Considere las funciones f, g : A → B, con A, B 6= φ y f inyectiva.
Se define ϕ : A → B × B como ϕ(x) = (f(x), g(x)), para cada x ∈ A.
Demuestre que ϕ es inyectiva.

(b) (4 ptos.) Sea U 6= φ un conjunto universo. Se define la función f : P(U) × P(U) → P(U)
por f(X, Y ) = X \ Y , para cada (X, Y ) ∈ P(U) × P(U).

Estudie la inyectividad y sobreyectividad de f .
Indicación: Si su respuesta es afirmativa, debe demostrarlo. Si es negativa, debe exhibir
un contraejemplo.

31 de marzo de 2007











Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Álgebra 08-1 Control 2P1. Sea f : [0, 1) → [0, 1) una fun
ión de�nida en 
ada x ∈ [0, 1) por

f(x) =

{

2x si x ∈
[

0, 1

2

)

2x − 1 si x ∈
[

1

2
, 1

)(a) (3 ptos.) Veri�
ar si f es sobreye
tiva o inye
tiva. Justi�que su respuesta 
on una demostra
ión.(b) (3 ptos.) Sea I = [a, b] ⊆ [0, 1). Probar que f−1(I) =
[

a

2
, b

2

]

∪
[

a

2
+ 1

2
, b

2
+ 1

2

].P2. Considere el 
onjunto F = {f : R → R | f es biye
tiva}, es de
ir, el 
onjunto de todas las fun
ionesbiye
tivas de R en R. Se de�ne la fun
ión Ψ : F × F → F dada por
Ψ(f, g) = (f ◦ g)−1(i) (1 pto.) Justi�que por qué ∀(f, g) ∈ F × F , Ψ(f, g) ∈ F .(ii) (2 ptos.) Pruebe que Ψ es sobreye
tiva, pero no inye
tiva.(iii) (1,5 ptos.) Demuestre que, para todo par (f, g) ∈ F × F ,

Ψ
(

Ψ(f, g), Ψ(g−1, f−1)
)

= IdR.(iv) (1,5 ptos.) Sean f1, g1, f2, g2 ∈ F de�nidas por f1(x) = 2x + 3, g1(x) = x3, f2(x) = 5x3 + 4,
g1(x) = x

2
. Además 
onsidere el 
onjunto A = {(f1, g1), (f2, g2)}. En
uentre Ψ(A).

12 de abril de 2008
Sin consultas
Tiempo: 1:15
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Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccón al Álgebra 09-1

Control 1

P1. Se define F como el conjunto de todas las funciones sobreyectivas f : Da,b ⊆ R→ f(Da,b) de la forma
f(x) = ax+b

bx+a
donde a y b son constantes reales no nulas y Da,b es el mayor conjunto donde f está bien

definida.

(i) (1,0 ptos.) Encuentre Da,b

(ii) (3,0 ptos.) Encuentre condiciones para a y b de modo que f sea biyectiva.

(iii) (2,0 ptos.) Si f es invertible, encuentre f−1 y muestre que f−1 ∈ F

P2. Sea F = {f : [0, 1] → [0, 1] : f es función } y β = {f [0, 1] → [0, 1] : f es función biyectiva }
Se definen las siguientes funciones:

Ψ : F → [0, 1]

f → Ψ(f) = f(0)+f(1)
2

y
I : β → β

f → I(f) = f−1

(i) (1,0 ptos.) Demuestre que Ψ está bien definido, es decir verifique que (∀f ∈ F ) Ψ(f) ∈ [0, 1].

(ii) (1,5 ptos.) Estudie Inyectividad y Sobreyectividad de Ψ.

(iii) (0,5 ptos.) Pruebe que I(f ◦ g) = I(g) ◦ I(f).

(iv) (1,5 ptos.) Pruebe que I es biyectiva.

(v) (1,5 ptos.) Demuestre que (Ψ ◦ I)−1({0}) = φ (Preimagen).

13 de abril de 2009
Sin consultas
Tiempo: 1:15
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Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
MA1101 Introducción al Álgebra 09-1

Pauta Control 2

P1. Se define F como el conjunto de todas las funciones sobreyectivas f : Da,b ⊆ R→ f(Da,b) de la forma
f(x) = ax+b

bx+a
donde a y b son constantes reales no nulas y Da,b es el mayor conjunto donde f está bien

definida.

(i) Encuentre Da,b

(ii) Encuentre condiciones para a y b de modo que f sea biyectiva.

(iii) Si f es invertible, encuentre f−1 y muestre que f−1 ∈ F

Solución:

(i) Es necesario que bx + a 6= 0, es decir x 6= −a
b
, a, b 6= 0.

Sigue que Da,b = R− {−a
b
} (1.0 puntos).

(ii) Por definición del conjunto F , las funciones f son sobreyectivas.
Falta, entonces, encontrar condiciones para a y b de modo que se cumpla la inyectividad.

(0.5 puntos).

Sean x1, x2 ∈ Da,b tales que

f(x1) = fx2
⇔

ax1 + b

bx1 + a
=

ax2 + b

bx2 + a
⇔ abx1x2 + a2x1 + b2x2 + ab = abx1x2 + a2x2 + b2x1 + ab

⇔ (a2 − b2)x1 + (b2 − a2)x2 = 0 ⇔ (a2 − b2)(x1 − x2) = 0

(1.5 puntos).
Sigue que x1 − x2 = 0, es decir x1 = x2 y f inyectiva si a2 − b2 6= 0 ó a 6= ±b (1.0 puntos).

(iii) f es invertible, entonces, ∃f−1 : f(Da,b) → Da,b tal que f ◦ f−1 = id.
Entonces (f ◦ f)−1(x) = id (x) = x ⇔ f(f−1

(x)) = x (0.5 puntos).

⇔
af−1(x) + b

bf−1(x) + a
= x ⇔ af−1(x) + b = bxf−1(x) + ax

(

x 6= −
a

b

)

Sigue que f−1
(x) = −ax+b

bx−a
(1.0 puntos).

Claramente f−1 tiene la forma de las funciones del conjunto F y las condiciones de inyectivi-
dad garantizan que a 6= ±b de modo que está bien definida y f−1 ∈ F (0.5 puntos).

P2. Sea F = {f : [0, 1] → [0, 1]/f es función } y B = {f [0, 1] → [0, 1]/f es función biyectiva }
Se definen las siguientes funciones:

Ψ : F → [0, 1]

f → Ψ(f) = f(0)+f(1)
2

y
I : B → B

f → I(f) = f−1

1



(i) Demuestre que Ψ está bien definida, es decir, verifique que (∀f ∈ F ) Ψ(f) ∈ [0, 1].

(ii) Estudie Inyectividad y Sobreyectividad de Ψ.

(iii) Pruebe que I(f ◦ g) = I(g) ◦ I(f).

(iv) Pruebe que I es biyectiva.

(v) Demuestre que (Ψ ◦ I)−1({0}) = φ (Preimagen)

Solución:

(i) Sea f ∈ F , entonces Ψ(f) = f(0)+f(1)
2 pero 0 ≤ f(0) ≤ 1∧0 ≤ f(1) ≤ 1 ⇒ 0 ≤ f(0)+f(1) ≤ 2

Sigue que 0 ≤ f(0)+f(1)
2 ≤ 1 entonces Ψ(f) ∈ [0, 1] (1.0 puntos)

(ii) - Ψ no es inyectiva.
Por ejemplo, tomamos f, g ∈ F tales que f(0) = 0, f(1) = 1 y g(0) = 1; g(1) = 0
Así, Ψ(f) = Ψ(g) = 0+1

2 = 1
2 pero f 6= g (0.7 puntos)

- Ψ es sobreyectiva.
Por demostrar que (∀c ∈ [0, 1])(∃f ∈ F ) Ψ(f) = c
En efecto, para c ∈ [0, 1] basta tomar f(x) = c (función constante) de modo que

Ψ(f) = f(0)+f(1)
2 = c+c

2 = c (0.8 puntos)

(iii) Es inmediato, para funciones biyectivas

I(f ◦ g) = (f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1 = I(g) ◦ I(f)

(0.5 puntos)

(iv) I es inyectiva
Sean f1, f2 ∈ B tales que I(f1) = I(f2) ⇔ f−1

1 = f−1
2

⇒ f1 = f2

(

(f−1)−1 = f
)

(0.7 puntos)
I es sobreyectiva
Por demostrar que (∀g ∈ B)(∃f ∈ B)I(f) = g.
En efecto, I(f) = g ⇒ f−1 = g ⇒ f = g−1 ∈ B
Es decir, basta tomar f = g−1 (0.8 puntos)

(v) Para (Ψ ◦ I)−1({0}) debemos encontrar las funciones biyectivas
f ∈ B tales que (Ψ ◦ I)(f) = 0 (0.5 puntos)

Sigue que (Ψ ◦ I)(f) = Ψ(I(f)) = Ψ(f−1) = f−1(0)+f−1(1)
2 = 0 con f−1(0), f−1(0) ∈ [0, 1], de

donde necesariamente f−1(0) = f−1(1) = 0 pero esto es imposible porque f−1 es biyectiva y
en particular inyectiva.
Sigue que ∀f ∈ B (Ψ ◦ I)(f) 6= 0
Asi (Ψ ◦ I)−1({0}) = φ. (1.0 puntos)
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Universidad de Chile
Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas
Departamento de Ingenieŕıa Matemática
MA1101 Introducción al Álgebra 10-1

Control 2

P1. Sea U 6= ∅ un conjunto universo. Se define la función f : P (U) × P (U) → P (U) por f(X,Y ) = X ∪ Y
para cada (X,Y ) ∈ P (U)× P (U).

(i) (1.0 ptos.) Calcule, justificando su respuesta, f−1({∅}).
(ii) (2.0 ptos.) Demuestre que f−1({U}) = {(X,Y ) ∈ P 2(U) / Xc ⊆ Y }.
(iii) (1.5 ptos.) Demuestre que f es sobreyectiva.

(iv) (1.5 ptos.) ¿Es f biyectica? Justifique.

P2. (a) (3.0 ptos.) Sea F = {f : R→ R / (∃a ∈ R)(∀x ∈ R), f(x) = ax2}.
Se define la función ϕ : F → R por ∀f ∈ F , ϕ(f) = f(2).
Demuestre que ϕ es una función biyectiva.

(b) (3.0 ptos.) Sea g : R→ R una función tal que (∀x ∈ R) g(g(x)) = x3 + 1.
Pruebe que g es biyectiva.

Tiempo: 1.15 horas.
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Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
MA1101 Introducción al Algebra 10-1

Pauta Control 2

P1. U ̸= ϕ, f : P (U)× P (U) → P (U) con f(X,Y ) = X ∪ Y, (X,Y ) ∈ P (U)× P (U)

i) Calcular f−1({ϕ}) (Preimagen de {ϕ}).
Es preciso encontrar los pares (X,Y ) ∈ P (U)× P (U) tales que f(X,Y ) = X ∪ Y = ϕ.
Es inmediato que el único par posible es (ϕ, ϕ) pués f(ϕ, ϕ) = ϕ ∪ ϕ = ϕ.
Sigue que f−1({ϕ}) = {(ϕ, ϕ)}. (1.0 puntos)

ii) Demuestre que f−1({U}) = {(X,Y ) ∈ P 2(U)/Xc ⊆ Y }
Sea (X,Y ) ∈ {(X,Y ) ∈ P 2(U)/Xc ⊆ Y } entonces Xc ⊆ Y ⇒ X ∪Xc ⊆ X ∪ Y
⇔ U ⊆ X ∪ Y y como X ∪ Y ⊆ U ⇒ X ∪ Y = U , es decir f(X,Y ) = U
⇒ (X,Y ) ∈ f−1({U}) de donde {(X,Y ) ∈ P 2(U)/Xc} ⊆ f−1({U}) (1.0 puntos)

Para la otra inclusión, sea (X,Y ) ∈ f−1({U}) ⇔ f(X,Y ) ∈ {U}
⇔ f(X,Y ) = U ⇔ X ∪ Y = U ⇔ Xc ∩ Y c = Uc = ϕ
⇒ Xc ⊆ Y , es decir (X,Y ) ∈ {(X,Y ) ∈ {P (U)/Xc ⊆ Y }
Asi, f−1({U}) ⊆ {(X,Y ) ∈ P (U)/Xc ⊆ Y } (1.0 puntos)

Se concluye que f−1({U}) = {(X,Y ) ∈ P 2(U)/Xc ⊆ Y }

iii) Demuestre que f es sobreyectiva.

Por demostrar que (∀X ∈ P (U))(∃(Y, Z) ∈ P 2(U)) tal que f(Y, Z) = X. (1.5 puntos)

Basta tomar (Y, Z) = (ϕ,X) ∈ P 2(U) con lo cual f(ϕ,X) = ϕ ∪X = X.

iv) Inyectividad: Es fácil ver que, por ejemplo, los pares (X,Xc) e (Y, Y c) que son distintos, tienen la
misma imagen:
f(x, xc) = f(Y, Y c) = X ∪Xc = Y ∪ Y c = U . (1.5 puntos)

Sigue que f no es inyectiva y por lo tanto no es biyectiva.

P2.

a) Sea F = {f : R → R/(∃a ∈ R)(∀x ∈ R, f(x) = ax2}. Se de�ne φ : F → R por ∀f ∈ F , φ(f) = f(2).
Demostrar que φ es biyectiva.

i) φ es inyectiva si (∀f1, f2 ∈ F )[φ(f1) = φ(f2) ⇒ f1 = f2]. Sean f1, f2 ∈ F , es decir
(∃a1, a2 ∈ R)(∀x ∈ R), f1(x) = a1x

2 y f2(x) = a2x
2.

Entonces si φ(f1) = φ(f2) ⇔ f1(2) = f2(2) ⇔ 4a1 = 4a2 ⇒ a1 = a2 ⇒ a1x
2 = a2x

2; ∀x ∈ R
⇒ f1 = f2

Sigue que φ es inyectiva. (1.5 puntos)

ii) φ es sobreyectiva si (∀b ∈ R)(∃f ∈ F ); φ(f) = b

Sea f(x) = ax2, a ∈ R. Entonces φ(f) = f(2) = 4a. Para φ(f) = b basta que 4a = b es decir a = 1
4b.

Así, bastará tomar f(x) = 1
4bx

2 para que φ(f) = f(2) = 1
4b · 4 = b.

Sigue que φ es sobreyectiva. Se concluye que φ es biyectiva (1.5 puntos)

1



b) Sea g : R→ R una función tal que (∀x ∈ R) g(g(x)) = x3 + 1. Demostrar que g es biyectiva.
En efecto, como h(x) = x3 + 1 es biyectiva (puede admitirse sin demostrarlo),
se concluye que g(g(x)) = (g ◦ g)(x) es biyectiva. (1.0 puntos)

Segun la propiedad g ◦ f es inyectiva ⇒ f inyectiva y g ◦ f sobreyectiva ⇒ g sobreyectiva.
Com o g ◦ f es biyectiva ⇒ g ◦ g es inyectiva y sobreyectiva.
Sigue que g ◦ g es inyectiva ⇒ g inyectiva
y g ◦ g es sobreyectiva ⇒ g es sobreyectiva.
Se concluye que g es biyectiva. (2.0 puntos)

2



 

 

 

 

















Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introduccón al Álgebra 13-1Control 2P1. Sean A,B dos conjuntos �jos cualquiera. Sea

F : P(A)× P(B) −→ P(A ∪B)
(X,Y ) 7−→ F ((X,Y )) = X ∪ Y(a) (2,5 ptos.) Demuestre que F es sobreyectiva.(b) (2,5 ptos.) Suponga que A ∩B = φ. Demuestre que F es inyectiva.(c) (1,0 pto.) Suponga ahora que A = {1, 2} y B = {2, 3}. Demuestre que F no es inyectiva.P2. (6,0 ptos.) Sean A, B y C tres conjuntos no vacíos. Sean f : A → B, g : B → C y h : C → A tales que:

h ◦ g ◦ f es inyectiva,
f ◦ h ◦ g es inyectiva y
g ◦ f ◦ h es sobreyectiva.Demuestre que f, g, h son biyectivas.

Consultas sólo al auxiliar
Justi�que cada uno de sus pasos

Tiempo: 1:15
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Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introducción al Álgebra 14-1

Control 2

P1. a) Sean A,B 
onjuntos no va
íos. Se de�ne en A×B la fun
ión ϕ : A×B → A tal que ϕ(x, y) = x.

(i) (1,5 ptos.) Demuestre que ϕ es sobreye
tiva.

(ii) (2,5 ptos.) Demuestre ϕ es biye
tiva si y sólo si B tiene sólo un elemento.

b) (2,0 ptos.) Sean E,F 
onjuntos no va
íos y f : E → F una fun
ión biye
tiva. Demuestre que

(∀X ⊆ E), f(E \X) = F \ f(X).

.

P2. Sean A,B 
onjuntos no va
íos y f : A → B, g : B → A y h : B → B fun
iones tales que:

h es biye
tiva

f ◦ g = h

g ◦ f = IdA

(i) (4,0 ptos.) Muestre que f y g son biye
tivas.

(ii) (2,0 ptos.) Muestre que h = IdB.

Consultas sólo al auxiliar de control
Justi�que cada uno de sus pasos

Tiempo: 1:15
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Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introducción al Álgebra. MA1101

Control 2

P1. a) (3 ptos.) Sea U el conjunto universo, y A,B ⊆ U .
Sea f : A −→ B y C ⊆ A. Se define g : C −→ B tal que g(x) = f(x) ∀x ∈ C.
Demuestre que ∀D ⊆ B, g−1(D) = C ∩ f−1(D).

b) (3 ptos.) Sea F = {f : A −→ A|f es función}, es decir, F es el conjunto de todas las funciones de A en A;
y sea g : A −→ A biyectiva. Se define:

ϕ :F −→ F
f −→ ϕ(f) = g ◦ f

Pruebe que ϕ es biyectiva y calcule ϕ−1.

P2. Sea U el conjunto universo, y sea A ⊆ U . Se define:

f :P(U) −→ P(U)
X −→ f(X) = X \A

a) (3 ptos.)Si A 6= ∅ muestre que f no es sobreyectiva.

b) (3 ptos.)Si f es inyectiva ⇒ A = ∅.

Tiempo: 1 hora 15 minutos.

1
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Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introducción al Álgebra. MA1101

Control 2

P1. a) Sean f : A −→ B y g, h : B −→ A funciones tales que:
g ◦ f = idA, f ◦ h = idB

1) (2 ptos.) Demuestre que f es biyectiva.
2) (2 ptos.) Demuestre que h = g = f−1

3) (2 ptos) Sea E 6= ∅ y ϕ : E −→ E función.
Demuestre que:
[∀X ⊆ E,ϕ(X) = X]⇐⇒ ϕ = idE

P2. Sea A un conjunto con al menos dos elementos. Y sean:

f :A×A −→ A

(x, y) −→ f(x, y) = x

g :A −→ A×A

x −→ g(x) = (x, x)

a) (2 ptos.) Demuestre que f ◦ g = idA.

b) (2 ptos.) Determine si f, g son funciones inyectivas, sobreyectivas (epiyectivas), biyectivas.

c) (2 ptos.) ¿Es g ◦ f = idA×A?

Tiempo: 1 hora 15 minutos.

1
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Ingeniería Matemática
FACULTAD DE CIENCIAS
FÍSICAS Y MATEMÁTICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Introducción al Álgebra. MA1101

Control 2

P1. a) 1) (3 ptos.) Para cada n ∈ N se define:

Dn = {(x, y) ∈ N×N|x+ y = n}

Demuestre que :

C = {Dn|n ∈ N}

es una partición de N×N.

Observación: Es importante para resolver el ejercicio que tome: N = {0, 1, 2, 3, · · · }

Recuerdo: Decimos que C es una partición del conjunto A si las siguientes tres condiciones se cumplen:
∀C ∈ C, C 6= ∅.
Los elementos de C son disjuntos, es decir: ∀C,C ′ ∈ C, si C 6= C ′ entonces C ∩ C ′ = ∅.
C cubre A, es decir:

⋃
C∈C C = A

2) (3 ptos.) Demuestre que si A,B son conjuntos cualquiera, entonces se cumple:

{[(A ∪B) \ (A4B)] ∪ [(A ∪B) \A]} = B

P2. Sea E un conjunto de referencia no vacío y B0 ⊆ E fijo.

Considere la función:

F :P(E) −→ P(E)× P(E)

X −→ F(X) = (X \B0, X ∩B0)

a) (0,5 ptos.) Demuestre primero que X = (X \B0) ∪ (X ∩B0)

b) (3 ptos.) Demuestre que la función, F es inyectiva.
Indicación: Puede ser útil utilizar la parte (a).

c) (2,5 ptos.) Demuestre que la función, F NO es epiyectiva.

Tiempo: 1 hora 30 minutos.

1














