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INGEMIER I A

Problema 1.-

1. (2.0 pts.) Demostrar, utilizando los axiomas de cuerpo de los nimeros reales que:
Ve,y€ Ba,y#0 (e +y)(zly™) =27 4y
En cada paso diga cual o cuales axiomas o propiedades esta utilizando.
2. (2.0 pts.) Demuestre que
Ve,y€ B, 2,y >0 (x+y)(a™ " +y ) >4
Indique que axiomas o propiedades del orden esta utilizando.
3. (2.0 pts.) Encuentre el conjunto solucién de la siguiente inecuacién:

|22 — 22 + 1] .
|22 — 32 + 2| —

Problema 2.-

(a) (2.0 pts.) Seaa € B,a#1y A={v € R: x>0y 2= > 1} Encontrar, si es que
existen, infimo, supremo, minimo y maximo de A.

(b) (2.0 pts.) Probar que inf{st~: ne N} =0

2n+1

1. (2.0 pts.) Dada la pardbola de ecuacién y? = 4p(x — p) para p > 0 determine los puntos
Py @ (P con coordenadas positivas) de ella, de modo que las tangentes a la pardabola por
estos puntos pasen por el origen. Calcule la distancia de P a la tangente que pasa por ).

Indicacion: La ecuacién de la tangente por un punto P = (a, () a una pardbola de

ecuacién y? = 4p(z — p) es y — 3 = 4p; (QH-Ta —p).

Problema 3.-

1. (3.0 pts.) Considere la elipse de ecuacion z’—z—l— Z—; = 1. Larectay = S:L' intersecta a la elipse
en los puntos P y R (P con coordenadas positivas). Determinar el area del rectangulo
inscrito en la elipse, que tiene como diagonal el trazo PR y cuyos lados son paralelos a

los ejes coordenados.

2. (3.0 pts.) Considere la circunferencia de ecuacién z* + y?> = 1. Una recta variable L
que pasa por el origen, intersecta a la circunferencia en los puntos ) y S. Determinar,
analiticamente, el lugar geométrico de la interseccion de las tangentes a la circunferencia
por los puntos Py ().

Indicacion: La ecuacién de la tangente por un punto P = («, ) a una circunferencia de

ecuacién z? + y? = r? es: xa +yfB = r?.
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Sin Consultas



Problema 1
1. (2.0 ptos.) Demostrar, utilizando los axiomas de los nimeros reales que
Ve,y€ R z,y#0 27 ' +y ' = (x+y)(a"'y™)

en cada paso diga cual o cuales axiomas o propiedades esta utilizando.

Solucién: Desarrollaremos el lado derecho utilizando la distributividad
(z + y)(*f—ly—l) = 51?(51?_1y_1) + y(:li_ly_l) 0.5 ptos.

Asociando tenemos que z(x7'y™!) = (za!)y~! (0.25 ptos.). Por el axioma de los inversos multiplicativos

(0.25 ptos) y el axioma del neutro multiplicativo (0.25 ptos) lo anterior es igual a y~*.

Del mismo modo asociando y conmutando obtenemos que y(z~'y™') = (yy=')z~! (0.25 ptos.). Por el
axioma de los inversos multiplicativos (0.25 ptos) y el axioma del neutro multiplicativo (0.25 ptos) lo
anterior es igual a 7. Lo que demuestra la igualdad.

2. (2.0 ptos.) Demuestre que
Ve,ye R, wy>0 (z4y)(a' +y7') >4

indique que axiomas o propiedades del orden esta utilizando.

Solucién: Utilizando la parte anterior sabemos que

(x4y) (™' +y™!) = (z+y)*a~ "y~ (0.5 ptos.). Como z >0 ey > 0 sabemos que 27" > 0y que y~! > 0.
Por lo tanto (z + y)?z~'y™! > 4 equivale a (z + y)* > 4ay (0.5 ptos.).

El axioma de compatibilidad de la suma y el orden permite afirmar que (z + y)? > 4xy es equivalente con

(x +y)* —4zy > 0. (0.5 ptos.).

Ademis, (z+y)?—4ay = (z —y)? y como todo niimero real al cuadrado es positivo, sabemos que la tiltima
inecuacion es cierta para todo @ > 0 ey > 0 (0.5ptos.).

3. (2.0 ptos.) Encuentre el conjunto solucién de la siguiente inecuacion

|2 —2z+1|
|z2—3z42] <1 (1)

Solucién: Las expresiones #? — 2z + 1 y 2? — 3z + 2 pueden factorizarse como 2> — 2z + 1 = (. — 1)* y

2 =3z 4+ 2 = (z — 2)(z — 1). De modo que las soluciones de la inecuacién (1) son las mismas que las de
la inecuacién

Ei:;;‘ <1 (2) salvo la solucién x =1 (0.5 ptos.)

Esta ultima inecuacién es equivalente a

r—1
—1< <1 (3)

Asi x es solucién de la inecuacién (3) si
(a)a>2y —(x—2)<a—1<ax—2o0bien
b)e<2y—(z—=2)>2az—-1>z—2.

En el caso (a) no existe x que satisfaga las tres desigualdades pues una de ellas (—1 < —2) es siempre

falsa (0.5 ptos.).

La solucién a las inecuaciones del caso (b) es el intervalo ] — oo, 2] (0.5 ptos.).

,2]. Como todas las soluciones de (3) son

soluciones de (1) a excepcién de # = 1 concluimos que el conjunto solucién es | — oo, 2]\ {1} (0.5 ptos.).

Por lo tanto la solucién a la inecuacién (3) es el intervalo | — oo



Problema 2

1.

2.

(a) (2.0 ptos.) Seaa € R, a #1yA={r € R: x>0y~

Ttz > 1}. Encontrar, si es que existen,
infimo, supremo, minimo y maximo de A,.

Soluciéon: z € Assiz >0y

e (a—l)x>1puesl—|—x>0
(0.5 ptos ). Debemos dlstmgulr los casos ¢ > 1y a < 1. En el primer caso la inecuacién equivale a
x> =, es decir A =[5, 400 (0.25 ptos.). Por lo tanto A no posee ni supremo ni maximo, pues
no es acotado superiormente (0.25 ptos). Ademas posee infimo y minimo que esta dado por alj (0.25
ptos.).

En el caso a < 1 la inecuacion que debe satisfacer x es @ < = es decir A =] — 0o, =] (0.25 ptos.).
Por lo tanto A no posee ni infimo ni minimo, pues no es acotado inferiormente (0.25 ptos). Ademas

- (0.25 ptos. ).

(b) (2.0 ptos.) Probar que inf{5: n€ N} = 0.

Claramente 0 es una cota inferior del conjunto pues m > 0 (0.5 ptos.). Sea [ otra cota inferior del

conjunto. Veamos que [ debe ser menor que 0. Supongamos que [ > 0. Entonces debemos encontrar
un elemento del conjunto que sea menor que [. Esto se consigue buscando n tal que m < ) 10 que
equivale a 12—_/ < n (0.5 ptos.). Como N no es acotado sabemos que existe un ng tal que L=t < ng

(0.5 ptos.). Asi, 2n01_|_1
Concluimos que [ no puede ser una cota inferior del conjunto (0.5 ptos.).

< [ lo que implica que existe un elemento del conjunto que es menor que .

(2.0 ptos.) Dada la pardbola de ecuacién y* = 4p(x — p) para p > 0, determine los puntos Py @ (P
con coordenadas positivas) de ella, de modo que las tangentes a la pardabola por estos puntos pasen por el
origen. Calcule la distancia de P a la tangente que pasa por ().

Indicacién: La ecuacién de la tangente por un punto P = (a, 3) a un parabola de ecuacién y? = 4p(x — p)
es: yf = 4p(*5* — p).

Solucién: Para que (0,0) satisfaga y3 = 4p — p) se debe tener que a = 2p (0.5 ptos.). Por lo tanto
P = (2p,2p), @ = (2p, —2p) y las rectas buscadas son y = = e y = —x (1.0 ptos.). Estas rectas son
ortogonales de modo que la distancia de P a la tangente que pasa por () es la distancia de P al origen,

que es 2v/2p (0.5ptos.).

(ac—l—oz



Problema 3

1. (3.0 ptos) Considere la elipse de ecuacién i—z + Z—j = 1. Larectay = S:L' intersecta a la elipse en los puntos
Py R (P con coordenadas positivas). Determinar el drea del rectangulo inscrito en la elipse que tiene
como diagonal el trazo PR y cuyos lados son paralelos a los ejes coordenados.

Solucién: La abscisa del punto P se obtiene al reemplazar y = S:L' en la ecuacién de la elipse. xz(a%) =1
(1.0 pto.). Entonces P = (%, %) (0.5 ptos.). El drea buscada sera cuatro veces el drea del rectangulo

con vértices el origen y P y con lados paralelos a los ejes coordenados (0.5 ptos.). Esta dltima es %b, por
lo que el area total sera 2ab (1.0 ptos.).

2. (3.0 ptos) Considere la circunferencia de ecuacién x* +y* = 1. Una recta variable L que pasa por el origen,
intersecta a la circunferencia en los puntos P y R. Otra recta L' que pasa por el origen, ortogonal a L,
intersecta a la circunferencia en los puntos () y S. Determinar el lugar geométrico de la interseccion de
las tangentes a la circunferencia por los puntos P y Q).

Soluciéon: Debemos analizar separadamente los casos L oblicia y L no oblicia. En el primero de ellos,
sea y = ma la ecuacién de la recta L. La abscisa del punto P se obtiene al reemplazar la ecuacion de

la recta variable y = ma en la ecuacién de la circunferencia. Esto nos da z*(1 + m?) = 1 y entonces
P = (ﬁ, ﬁ) (0.5 ptos.). El punto @ se obtiene de manera analoga considerando la recta de
ecuacién y = —=z. Entonces ) = ( 1Tm2 ,— 1im2) (0.5 ptos.). La interseccion de la tangente por Py la

tangente por () esta dada por la solucion del sistema

x my ma

Yy
+ =1 - =
VI4+m?2 1+ m? V1I+m?2 1+ m?

Multiplicando por v/1 + m? ambas ecuaciones y luego elevando al cuadrado obtemos:

1

(x+my)*=(1+m*)  (mz—y)’=(1+m’)
Luego al sumar ambas ecuaciones obtenemos:
22 4+ 2may + mPy? + m?e? — 2may + ¢ = 2(1+ mz)

simplificando por (1 4+ m?) nos queda z? 4+ y? = 2 (1.0 ptos.). Cuando la recta variable L no es oblicia
los puntos de interseccién son (v2,v2), (—v2,v2), (—v2,—v2) v (v2,—v/2) (0.5 ptos.). Por lo tanto
el lugar geométrico es una circunferencia de radio /2 y centrada en el origen (0.5 ptos.).

Indicacién: La ecuacién de la tangente por un punto P = (a, 3) a un circunferencia de ecuacién x?+y? = r?

es: za 4+ yf = ri.



