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P1. Usando exclusivamente los axiomas de los reales y menciondndolos claramente cada vez que los use,
demuestre las propiedades siguientes. Si ocupa alguna otra propiedad entonces deberd demostrarla
indicando los axiomas que use en ello.

(a) Ve,y e R, 2,y #0, (x+y)(z 'y ") =2 +y~ .

(b) Vz,y €R, 2,y #0, (zy) ' =y

—1,.—1

T

(c) Usando (b), demostrar que Va,b,c,d € R, b,d # 0, ab~* + cd~! = (ad + cb)(bd) L.

(d) VaeR,a>=0=a=0.

Solucion:

(a) Desarrollemos directamente la expresién de la izquierda:

(z+y)(z 'y

(b) Para demostrar esta igualdad, probaremos primero que y~

zy, en efecto:

(Distributividad)
(Asociatividad de -)
(Conmutatividad de -)
(Asociatividad de -)
(Inverso Multiplicativo)
(Neutro Multiplicativo)
(Conmutatividad de +)

1z=1 es inverso multiplicativo de

1 71)

(xy)(y~ = x(yy )z'  (Asociatividad de -)

1

= z-1-2~ (Inverso Multiplicativo)
= z-2t (Neutro Multiplicativo)
1 (Inverso Multiplicativo)

Finalmente, recordamos que por un teorema visto en clases, sabemos que el inverso multiplica-

1 1

tivo es tnico, concluyendo asf que (zy)™! =y lz7l.g

(c) Desarrollaremos el sector derecho de la igualdad propuesta:

(ad + cb)(bd) ™"

(ad + cb)(d™b™1)
ad(d™ 71 + eb(d~ bt
a(dd=)b™ 4 cb(d~ bt
a(dd )bt + cb(btat
a(dd™ )b~ 4 c(bb~t)d~
a()b™' 4 c(1)d?

ab ' +ecd '

)
)
)
1

(Parte (b))
(Distributividad)
(Asociatividad de -)
(Conmutatividad de -)
(Asociatividad de -)
(Inverso Multiplicativo)
(

Neutro Multiplicativo)



(d) Notemos que a? =0 < a-a = 0. En citedra vimos que:

p-q=0=p=0Vqg=0,

propiedad que se demuestra de la siguiente forma: suponiendo inicialmente que p # 0, podemos

obtener el valor de ¢ multiplicando ambos lados de la expresién por p~

L obteniendo asi que

g = 0 (para concluir esto, falta probar que a -0 = 0, VYa € R, lo que se deja de ejercicio para
el lector). Andlogamente, suponiendo el caso g # 0, se obtiene p = 0, y queda demostrada la
propiedad. Asi, aplicdndola en este caso:

a2

=a-a=0=a=0Va=0=a=0.mg

P2. Usando sélo los axiomas de los numeros reales y las unicidades de los inversos, demuestre las
siguientes propiedades (si necesita alguna propiedad extra, debe demostrarla)

(a) Para todo z,y € R, (—z) + (—y) es inverso aditivo de = + y.

(b) Sia,b,c,d € R son tales que se verifica la relacién (ad) + (—(cb)) = 0 entonces

(¢) Paraa #0, —(a™!) = (—a)~ L.

Solucion:

(a) En efecto:

(@ +y)+ [(=2) + (=y)]

(b) Calculemos directamente:

[(a + b)d] + [=((c + d)b)]

[(a+b)d]+ [-((c+d)b)] = 0.

z+y+ (—2)]+ (-y) (Asociatividad de +)
z+[(—z)+yl + (—y) (Conmutatividad de +)
[+ (—2)]+ [y+ (—y)] (Asociatividad de +)
0+0 (Inverso Aditivo)

O.m (Neutro Aditivo)

ad + bd + [—(bc + bd)]

ad + bd + [(—bc) + (—bd)]
ad + bd + [(—bd) + (—bc)]

ad + [bd + (—bd)] + (—
ad + 0+ (—bc)

ad + (—bc)

Om

(Distributividad)
(Parte (a))
(Conmutatividad de +)
(Asociatividad de +)
(Inverso Aditivo)
(Neutro Aditivo)
(Hip6tesis)

be)

(c) Tenemos dos posibles formas de demostrar esto, una es verificar que a™! + (—a)™! =0, y la
otra es mostrar que (—a)- —(a~!) = 1. Ambas demostraciones, junto a la unicidad de los
inversos aditivo y multiplicativo respectivamente, permiten concluir lo pedido.

Aqui haremos la demostracién ocupando la segunda opcién; en efecto, tenemos:

(—1

()~ =

1-(-1-a

a) (107
1-(a-

1
—1)-a”!
. ) .a71
a-a 1)

1)

)
)

_1.(
1) - (

(Neutro Multiplicativo)
(Asociatividad de -)
(Conmutatividad de -)
(Asociatividad de -)
(Inverso Multiplicativo)
(Neutro Multiplicativo)
(Propiedad (x))



Para que nuestra respuesta sea completamente correcta, debemos probar la propiedad (x), vale
decir, debemos demostrar que —1 - —1 = 1. Consideremos la siguiente suma:

(-1-=1)4+(-1) = (-1--1)+(-1)-1 (Neutro Multiplicativo)
= (=1)[(-1) +1] (Distributividad)
= (-1)-0 (Inverso Aditivo)
= Onm (Propiedad (*))

Donde la propiedad (*), es la que se dejé propuesta para el lector en P1.(d). Asi, nuevamente
recurriendo a la unicidad del inverso aditivo, se llega a que —1 - —1 = 1, lo que comprueba la
veracidad de la propiedad que enunciamos.

Demostrada (), la unicidad del inverso multiplicativo implica que —(a™1) = (—a)~'.m

P3. Usando propiedades elementales de los nimeros reales, demuestre que para todo z,y,z,w € R,
w # 0, z # 0 lo siguiente es verdadero

(zw+yz)? = (2 +9*)(w? +22) = INER tq z=)Iw, y= Az

Para ello note en primer lugar que la igualdad del lado izquierdo de la implicancia permite deducir
que 2222 + y?w? = 2zwyz. Luego, vea que esto dltimo implica que xz = yw. Finalmente, de la

igualdad anterior deduzca la conclusién.

Solucion:
Comencemos desarrollando el sector izquierdo de la implicancia:

(zw +y2)? = (@2 + ) (w? +2%) & 22w+ 2zwyz + y?2% = 2w? + 2227 + yPw? + 2R

& 2rwyz = 2222 + yPw?

s 2222 = 2zwyz + y*w? =0

& (rz—yw)? =0

& rz—yw =0

& Tz =yw (1)
z Y

e Z=1 2
s (2)

Finalmente, de la expresién (1), podemos despejar: = w, y = z, y eligiendo A = & = £, por

lo encontrado en (2), se concluye.m
P4. Sea C un conjunto de niimeros reales que satisface las siguientes propiedades (axiomas):

(A1) 3eC.

(A2) Siz € C, entonces 3z +1 € C.
(A3) Siz,y e C, entonces z +y € C.
(A4) T¢C.

Demuestre entonces las siguientes propiedades indicando qué axiomas, ya sea de los ntimeros reales
o de los recién mencionados, utiliza:

(a) 1¢C.

(b) Siz,y € C, entonces 3z +2y +4 € C.

(c¢) Siz,ye C, entonces 4 —xz—y & C.

(d) Si3y+2z+4¢C, entonces (y gCV 35 ¢C).
(e) No existe z € C tal que 3(2z — 1) = 39.
Solucion:

(a) Razonemos por absurdo. Supongamos que si pertenece, entonces, considerando z =y =1 en
(A2), concluimos que 4 € C. Ademés, tomando x = 4 e y = 3, aplicando (A3), obtenemos
que 7 € C, lo que consiste una contradiccién con (A4). Por lo tanto, 1 ¢ C.g



(b)

(c)

(d)

(e)

Como z € C, (A2) nos indica que 3z + 1 € C. Por otro lado, como y € C, (A3) nos permite
concluir que y +y = 2y € C. Consideremos ahora © = 3z + 1, v = 2y, ambos elementos
pertenecientes a C. Nuevamente aplicando (A3), v +v = 3z 4+ 2y + 1 € C. Finalmente,
aplicando otra vez (A3) con w = 3z 4+ 2y + 1y z = 3 (que pertenece a C por (Al)), se
concluye que 3z +2y +4 € C.n

Supongamos que 4 —z — y € C, trabajando un poco la expresién, tenemos que:
d—z—y=4—(x+y)=4-—z,

con z € C, ya que x,y € C. Claramente, si consideraramos z = 3, esto implicaria que 1 € C,
lo que es una contradiccién con lo probado en (a). Concluimos asf, que 4 —x —y ¢ C.m

Notemos que (b), como proposicién légica, equivale a:
reCANyeC=3x+2y+4eC.
Considerando su contrarreciproca, obtenemos lo siguiente:

3x+2y+4¢C=a2¢CVygC.

Siendo asi, y notando que 3y + 2 +4 = 3y + 2 - 5 + 4, al aplicar la contrarreciproca recién
presentada, se concluye que y  C'V 5 ¢ C.m

Resolviendo la ecuacion:
32r-1)=39<2xr—-1=13c2r=14&x=".

Se deja como ejercicio para el lector, detallar todos los axiomas usados en esta resolucién.
Finalmente, notamos que (A4) indica que 7 ¢ C, por lo tanto, concluimos que no existe
solucién en C' para la ecuacién planteada.m
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P1. (a) Demuestre que

+y ) >4

Indique qué axiomas o propiedades del orden estd utilizando.

Ve, y €R, z,y >0, (z —|—y)(:v_1

i) Demuestre que

2
VzeR, >0, 22+ >3
X

Hint: Analice el producto (x — 1)%(z + 2).
ii) Demuestre que, para a,b € R, a,b > 0, se tiene:

Hint: Utilice la parte anterior.

Solucion:

a® + 2b° > 3ab®.

(a) Para demostrar, ocuparemos la desigualdad 2% +y? > 22y (se deja como ejercicio para el lector
demostrarla, o bien recordar su demostracién vista en clases), que se cumple Vz,y € R. La
idea es tomar una de las dos componentes de la desigualdad, y llegar a la otra. Partiendo por

el lado izquierdo, se tiene:

(+y)= ' +y ") =

x+y)(z!

“H(zy) (zy)

)
z+y) (@ ey +y ay)(zy)
r+y)(y+z)(x

) 1
)71

z® + 2zy +y*) (zy)”

Y]

(b)

(
(
(
(z+y)*(xy
(
(
(

2 + % + 2zy) (zy) !
2zy + 2zy)(zy)”
= A(zy)(zy) "

i) Siguiendo el hint, notemos que (x — 1) > 0, Vo € R, y por lo tanto, sigue siéndolo para

! (Desigualdad Mencionada)
—4m

x> 0. Ademds, (z + 2) > 0 en estas circunstancias. Asi, podemos concluir que

(x —1)*(x +2) >0, Vo > 0.

Desarrollando esta desigualdad, tenemos:

(z—12%z+2)>0 <

I

(x—1)(xz—1)(xz+2)>0

(z? =224+ 1)(z+2) >0

22 +922% — 222 —dx+x+2>0
® —3r+2>0

22 —3x+2+32 >0+ 32
22 +2> 3z

(Propiedad (%))

2
z? 4 ~ >3.m (Propiedad (x))

Demostraciéon en la que se ocuparon las siguientes propiedades:
(¥x) Ve,yeR YaeR z>y=zx4+a>y+a
(¥) Vz,yeR, Va>0,z2>y=2>1%



ii) Lo encontrado en la parte anterior vale Yz > 0, consideremos entonces = de la forma
a

x = 3, con a,b > 0. Reemplazando, obtenemos:
(9)2+3>3 P /) ab? >0
b T b2 a

=
< a®+20° > 3ab’.m
P2. (a) Sea A el conjunto solucién de la inecuacién |z| < |x — 1| y sea B el conjunto solucién de la
inecuacién |4z — 2| > z(1 — 2x).
i) Resuelva las inecuaciones, esto es, determine A y B.
ii) Calcule AUB, AN B.

(b) Resuelva la inecuacién:

|z — 2]+ |22 + 11| - 1
(z =2z +|z—2|] 2

(c) Encuentre el conjunto solucién de la inecuacién
|? + 3x| + 2|z + 3| + 22 > 7T+ |1 + 2.
(d) Encuentre el conjunto solucién de la siguiente inecuacién

2
|z 23:—|—1|<1.
|22 — 3z +2| —

(e) Encuentre el conjunto solucién de la inecuacién

|z? — 22| + x|z + 3| > 3.

Solucion:

(a) i) Comencemos buscando A, notemos que los puntos criticos de esta inecuacién son & = 0
y x = 1. Siendo asi, consideremos los siguientes intervalos, y estudiemos la inecuacién en
cada uno de ellos:

o z € (—00,0]

lz| <Jz—1] & —az<-—-z+1
< 0<1

Por lo tanto, la solucién de la inecuacion en este intervalo es el conjunto definido por
A =RnN(—00,0] = (—o0,0].
o z€(0,1]

lz] < |z -1 & az<—-z+1
& 2z<1

Lo que implica que aqui, la solucién es Ay = (—oo, %] N (0,1] = (0, 5]
o zc(1,00)

lz| < |z -1 & az<z-1
& 0< -1

Lo que tiene como conjunto solucién a Az = ¢ N (1,00) = ¢

Finalmente, la solucién global de la inecuacién es A = A; U Ay U A3 = (—o0, 1].



Buscando ahora al conjunto B, comencemos notando que el inico punto critico de la
inecuacién es x = % Asi, separemos el estudio en los siguientes intervalos:

ez €(—00,1)

[z —2| > z(1-22) < 2—4dx>z(1—2x)
& 2(1-2z)>z(1—22)
S 2>z

Donde el tltimo paso es véalido, ya que 1 — 2z > 0 en el intervalo estudiado. Asi, la
solucién encontrada es By = (—00,2) N (—00, ) = (—o0, 3).
e z€(3,00)

|4z — 2| > z(1 — 2z) dr — 2> (1 —2x)
22z — 1) > z(1 — 2z)
22z —1) > —z(2x — 1)
2> —x

-2<z

I

Notar que 2x — 1 > 0 en este intervalo, por lo que pudimos cancelar el término sin dar
vuelta la desigualdad. Asi, obtenemos By = (—2,00) N (3,00) = (§,00).
Descartamos la posibilidad z = %, ya que de ser asi, obtendriamos 0 > 0, lo que jamas
es cierto. Se concluye que B = B; UB, =R\ {1}.

ii) Directamente, tenemos:

AUB = (—oo,%]U]R\{%}:R.
ANB = (foo,%]ﬁ]l%\{%}:(—oo,%).

(b) Comencemos reduciendo el problema, dejando sélo una fraccién:

|z — 2| + |2z + 11|
<

1 |z — 2|+ 22+ 11] 1
(x=2)|z+|z—-2| 2

--<0
(x=2)|z+]z—2| 2
2x — 2|+ 2122 + 11| — (z — 2)|z + |z — 2|| -

2(x — 2)|x + |z — 2||

=

0

Notemos ahora que los puntos criticos de la inecuacién son =z = 2, z = %11 Siendo asi,

estudiémosla en los siguientes intervalos:

o z € (—00, 1)

|z —2|4+ 22+ 11 1 22—2)+2(—2z—11) — (z — 2)|z + 2 — x|
<= < <0
(x=2)z+]z—-2|] 2 2(x — 2)|x — x + 2
4—-2x —4x —22+4 -2z
< <0
4z — 8
- —8x—14<0
4z — 8

& —8r—14>0

& r< —
4
Donde se impuso que el numerador fuera positivo, ya que el denominador es siempre
negativo en el intervalo estudiado.
-7

Se concluye que la solucién aqui es S; = (—o0, L) N (—o0, =) = (—o0, 31).



A= (%11,2)

|z — 2|+ [2c+11] 1 22 —2)+2Q2z+11) — (x — 2)|z — z + 2
<z & <0
(x—=2)x+]z—2|] 2 2(x —2)|z —z +2||
4—-2x+4r+22+4 -2
< <0
4z — 8
30
< <0
4z — 8
< 30>0
De donde concluimos que S = RN (51,2) = (54, 2).
o 1z € (2,00)

-2 2 11 1 2(x —2) 4+ 2(2 11) = (x = 2)(2z — 2
o4zt il 1 2w - 420w 411 - (@ -2)@r-2)
(x—=2)z+]z—2| 2 2(x —2)(2z — 2)

2x74+4x+2272z2+2x+4z74<0
4(x—2)(x—1)

9222 + 120+ 22 <0
2 —6x—-7>0
(z—T)(x+1)>0

toe¢ 0

De donde se concluye que S5 = [(—oo, —1) U (7,00)] N (2, 00) = (7, 00).

Notemos que x = 2 indefine la fraccién, por lo que no puede ser incluido en la solucién

final, y tenemos el caso contrario para r = %11 (ejercicio para el lector verificarlo).

Asi, la solucién global es S = 51U So U Sz U {31} = (—00,2) U (7,00).

(c) Al ver la inecuacién propuesta, notamos que |1 + 22| = 1+ 22, Va € R. Asi, obtenemos:

|z + 32| + x|z + 3| + 2% > 7+ 1+ 22
|v2 + 32| + x|z +3| > 8

|||z + 3| + x|z + 3| > 8
(|| + z)|lx + 3| > 8

|22 + 3z| + 2|z + 3| + 2% > 7+ |1 + 27|

=
=
=
=

Inecuacién que tiene como puntos criticos a ¢ = 0, x = —3.

o z € (—00,—3)
(lz| + )|z +3]>8 < 0>8

Lo que no tiene solucién en este intervalo, vale decir, S1 = ¢ N (—o0, —3) = ¢.
e z € (-3,0)

(lz| +z)|lz+3]>8 & 0>38

Lo que tampoco tiene solucién, vale decir, So = ¢ N (—3,0) = ¢.
e z € (0,00)

(lz|+x)|x+3]>8 < 2z(zx+3)>8
& 222 462-8>0
& 2243x-4>0

& (z+4)(xz—-1)>0

Intervalo en el que s encontramos solucién, y es Sz = {(—o0, —4]U[1, 00) }N(0, c0) = [1, 00).

De esta forma, y verificando que ningtin punto critico puede ser incluido, se concluye que
stlLJSQUSg = [1,00)



(d) Reescribamos la inecuacién planteada, de la siguiente forma:
2 _ _ _
|z 2$+1|§1 |z — 1|z 1|§1
|22 — 3z + 2| | — 1]z — 2

Escrito asi, podemos concluir en forma automatica que x debe ser distinto de 1 y de 2, por lo
que podemos simplificar la expresion, y concluir que nuestro problema es equivalente a:

o — 1] < |z -2,
inecuacion que tiene como puntos criticos a x = 1 y x = 2. Realizando el andlisis ya conocido:
o z € (—o0,1)
e —1<|z—-2 & 1l—-z<2-z
& 1<2
Obtenemos que el conjunto solucién es S; = RN (—o0,1) = (—o0, 1).
o z€(1,2)

le—1<|z-2 & z2—-1<2-z

Aqui, las soluciones estdn en Sy = (—oo, 3] N (1,2) = (1, 2].
oz € (2,00)

e -1 <|z—-2 & x—-1<zx-2
& —-1<-2

Se concluye que S3 = ¢ N (2,00) = ¢.
Finalmente, como ya fueron descartados los puntos criticos, S = S; U Sy US3 = (—o0, g] \ {1}.
(e) Reescribamos la inecuacién de la siguiente forma:
|z — 22| + x|z + 3| >3 < |z||v — 2| + x|z + 3] > 3.
Asi, observamos que los puntos criticos son © = —3, = 0 y x = 2. Aplicando el método
conocido para resolver:
o r € (—00,—3)
|z|jlz = 2|+ x|z +3| >3 & —zx2—-—z)+z(—2z—-3)>3

& 2422 —22—3x>3
& —br>3

& < 3
< —=
-5

Asf, S1 = (=00, —=2] N (=00, —3) = (—o0, —3).
e € (-3,0)

||| — 2| + x|z + 3| >3 —z(2—2)+xz(x+3) >3
x4+ +2°+3x>3

224+ 2-3>0
3
2(x—|—§)(x—1)20

¢t o0

De esta forma, el conjunto solucién es Sy = {(—o00, —3] U [1,00)} N (=3,0) = (=3, —3].



o z€(0,2)

|z|jlx — 2|+ x|z +3] >3 & z2—2)+x(x+3)>3

& 2x—x2+x2+3x23
& br>3
=4 :U>§

-5

Concluimos que S3 = [2,00) N (0,2) = [2,2).
e 1 € (2,00)

|z||le = 2|+ zjz+3| >3 < z(z—2)+x(x+3)>3

& 22-20+422+32>3
o 22 4+2-3>0

3
& 2(3:—|—§)(:c—1) >0

Llegando asf, a Sy = {(—o00, =3] U [1,00)} N (2, 00) = (2, 00).

Analizando los puntos criticos de forma separada, notamos que debemos agregar a las solu-

ciones los valores © = —3 y & = 2, obteniendo la solucién global:
3 3
S = Sl U Sg @] S3 U S4 U {—3,2} = (—OO7 —i] U [5, OO)



Semana 3

P1. Dado el punto P de coordenadas (a,b) y la recta L de ecuacién y = mz, determinar la ecuacién
de la recta que pasa por P y tal que el trazo que queda determinado por la interseccién de ella
con los ejes, queda dimidiado por L.

Solucién
Yy
L:y=mx
Q
P = (a,b)
S
R
T
LI

Sea my la pendiente de L', como (a,b) € L', se tiene que
(y—b)=mp(xr—a)
Calculemos ahora las coordenadas de @ y de R.

x=0 y=b—mpa Q= (0,b—mpa)

y=0 z=a— -2 R=(a—-2,0)

my,, mL/’



P2.

Calculemos S:
S esta sobre L y L', luego debe satisfacer:

Resolviendo este sistema se encuentra que

S — (b—mya mb—mL/a

'I’n_’l’nL/7 m — mrp.

Ahora si L dimidia a QR, necesariamente S sera el punto medio de Q R. entonces

+ R
QT =5
luego
(0.0 = 1) + (o = ——,0) = 2 L
igualando coordenadas se obtiene que my, = —m y asi finalmente

L':(y—0b)=—-m(z—a).

Un tridngulo ABC isdsceles (AC = BC') y rectangulo en C, varia de tal manera que su vértice A
permanece fijo en el origen del sistema de coordenadas y su vértice B se mueve sobre la recta de
ecuacion x = a. Determinar la ecuacion del lugar geométrico que recorre el punto C' y reconocer
la figura que describe.

Solucién

Consideremos los puntos A = (0,0), B = (a,ys), C = (2¢, y.). Como el tridngulo es isdsceles se
tiene que AC = BC, luego

(zc — 0)2 + (Ye — 0)2 = (zc — Q)Q + (Ye — yb)z- (1)



Por otro lado AC L BC, entonces si mac y mpc son las pendientes de las rectas que pasan
por AC y BC respectivamente, debe tenerse que

mac - mpc = —1.
Yy
_Ye—0 oy
mac = =—
z.—0 2.
Ye — Yo
mpc =
Te—a
por lo tanto
Ze(ze — a)

elevando (2) al cuadrado y reemplazando en (1) se obtiene

1'2

.I'i +y§ = (e — a)2 + _;(xc - a)2
Ye
ys = (zc —a)?
y asi
Ye = (e — a)
Ye = —(2c — a)

es decir el lugar geométrico que recorre el punto C, son dos rectas perpendiculares.

. Dados el punto P = (a,b) y la recta L : y = mux, se trazan PH perpendicular a OX y PK
perpendicular a L. Si D es el punto medio de OP y M es el punto medio de HK
Probar que DM es perpendicular a HK y DK = DH.

Solucion

y L:y=mzx
K
P =(a,b)
M
D
0] x
H




Sea K = (xo, myo), por hipdtesis tenemos que:

P=(ab) D=(55) M= (=m0

Probemos que DM 1 HK:

como PK 1 L se tiene que

por otro lado

entonces

2 0 2

=-1
o —a
mxo
MHK =
o —a
mxzo _ b
_ 2 —3 _Mmaz—a
= s e =
2 2 To

MK "MDM =

=-1
por lo tanto HK 1 DM.
Probemos ahora que DM = DH:
by
Yy
a
dhyc =
2
= z —
e,
4

T

= (5 - +(5 -0
a®> b?

1t

2

9 b
axo—|—x0—|—z

b2

4

— 3:0)2 + (9 — mxg)

2

2 2
— 4y — axg — bmzo + m-zg

2

2 2
— bmxzo + m-xy

2

por (3)



pero por (3) m(mzg — b) = —xo + a, entonces

9 a? b2
dhx = T + T + zo(zg — a) + zom(may — b)
a? b2
= Z—i—z—i—xo(m(mxo—b)—i—xo—a)
=0

a? b?
777
=dpy

por lo tanto DK = DH.

P4. Dos rectas variables L1 y Lo que pasan, respectivamente por dos puntos fijos A y B se cortan
perpendicularmente en el punto P. Determinar el lugar geométrico de P.
Solucién

Ly Ly
P
A B
Sean A = (a,b), B = (¢,d), luego
Li:y—b=mi(x —a) Lo:y—d=ma(x—c)
(i) six = a , entonces P = (a,b).
(ii) si « = ¢, entonces P = (¢, d).
(iii)siz £ayx#c
y—> y—d
my1 = mo =
T —a x—c
como L1 1 Lo se cumple que mq - my = —1, es decir
-b)(y—d
y-by-d4 _ )

(r—a)(x—c)



desarrollando esta ecuacién se obtiene

(b+d) .o (atec)o 2 2
R el L (R

que corresponde a una circunferencia de centro

b+d a+c
2 7 2

C=( )

y radio

r=+/(b—d)?+ (a—c)?

Observacién: Notar que C' es el punto medio entre Ay B,y r = dap.



Semana 4

P1. Por el vértice de la pardbola y?> = 42 se trazan dos rectas perpendiculares que cortan en P y
Q@ a la pardbola, P # Q. PQ corta al eje de simetria de la pardbola en R. Probar que el foco
divide al trazo OR en la razén 1 : 3.

Solucién
Ls
P
Lo
F R
Ly
Q
La expresién y? = 4z es la ecuacién de una parabola de eje horizontal con directriz D: z = —1,
foco F = (1,0) y vértice V = (0, 0). Para ver esto podemos reescribir la ecuacién como z = ﬁyQ

con p =1 y entonces

D:x=—
F = (p,0)

3
|
I
—

<
([l
—~
o =



o bien de la forma

r=ay’ +by+ec conaz%, b=0 yec=0

de modo que

pigoTlmA_-1-0_
4a 41
1-A b
F = ——)=(1
L)
A b
_(_Ea_%)_(oao)

Sabemos que L; y Lo cortan al eje OY en el origen O y que son perpendiculares.
Si Li:y = mz con m # 0 entonces Lo: y = —%:v. Para determinar R, necesitamos encontrar
primero Py Q.
P: es el punto de interseccién, distinto a 0, entre la parabolay Li. Asi, si P = (z},y;,) entonces
Yp = ma, y Yo = 4z, luego
dxy =mPel & ap(miPr,—4)=0
& 2,=0Va,="

=z

El caso 2, = 0 no interesa pues corresponde al origen O. Asi x, = % = Yp = % y por lo tanto
P= (52 m)

Q: Se obtiene de forma similar a lo anterior, con m reemplazado por — %, luego Q = (4m?, —4m).
R: Es la interseccion de la recta L3, que pasa por Py @, con el eje OX . La ecuacién punto-punto

de esa recta es

Yqg — Y
L3:y_yp::r2—x]:(x_wp)
de donde A ( ) ) A
m(m-+1
y——== 4 ( __2>
m m*—1 m

Si R = (zg,yr) entonces sabemos que yg = 0 y &g se encuentra haciendo y = 0 en la ultima
ecuacion.

Observacion: En la iltima ecuacién hemos supuesto implicitamente que m # 41 para que L3
sea oblicua. Si m = 1 entonces P = (4,4) y Q = (4, —4) de modo que L3 es vertical y ademés se
obtiene que R = (4,0) directamente. El caso m = —1 es similar. Esto justifica el caso m = £1
por separado.

Volvamos al caso m = 1. Haciendo y = 0 en la ecuacién para L3 se obtiene

x—+—4 m*—1 4 _4(m4—1)+4(m2+1)_4

m  +m(m2+1)  m? m* + m?




P2. Considere la elipse de ecuacién 2—24—%—2 = 1, encontrar el punto (zg,yo) € Ri tal que el rectangulo
inscrito en la elipse que tiene a (g, yo) como vértice y sus lados paralelos a los ejes de coordenadas
tiene area maxima. Nota: utilice las propiedades de parabolas para determinar el maximo.
Solucién

(550, yo)

De acuerdo a la figura se tiene que el area del rectangulo inscrito es
A(zo,y0) = 4x0yo (1)
y como (g, yo) pertenece a la elipse se satisface la relacién
¥§ b

despejando yo en funcién de xo desde (2);

2

x
yozib\/l—a—g (3)
7
Yo="> 1—¥

entonces reemplazando en (1) se obtiene;

A(IQ) = 4b$0\/ 1-— %

2
X
A% (xg) = 16b%23(1 — a—g)

pero (zo,yo0) € R%, luego

oN
—
=~
N

oN

entonces



P3.

ahora si usamos la variable auxiliar u = x3 se tiene que

2 2 u
A% (u) = 16b°u(1 — ﬁ) (5)
la cual corresponde a una parabola invertida, cuyo maximo se encuentra en el vértice, luego las
coordenadas del vértice son

V = (=, 4b%a?)

27

: 2\ _ _ a? _ _a _ b
es decir (7§) = Umas = % de donde zp = By usando (4) se concluye que (g, yo) = (ﬁ’ ﬁ>
Observacion: Notar que aca se maximizé el cuadrado del drea del rectangulo inscrito en la
elipse, pero maximizar una cantidad positiva es lo mismo que maximizar su cuadrado.

Para la hipérbola i—i - ‘Z—j = 1 demostrar que AP - PB = a?, donde P es un punto sobre la
hipérbola y A y B son las intersecciones de una recta que pasa por P paralela al eje X, con las
asintotas de la hipérbola.

Solucién

Ne | o/

Sea P = (xg,yo) un punto sobre la hipérbola, entonces x e yo satisfacen la siguiente relacién:

Wy
a? b2

: 2

Recordemos que la hipérbola Z—z — #7 = 1 tiene asintotas de ecuaciones y = :l:%x.
Determinemos A y B: La recta que pasa por P = (x¢,yo) paralela al eje X, tiene ecuacién y = yq
y como A es la interseccion de esta recta con una de las asintotas debe cumplir

Y =Yo
b

y=-r
a



asi A = (%, yo), donde hemos supuesto sin pérdida de generalidad que o > 0. Andlogamente
se obtiene que B = (=%, o).
Por lo tanto

a a
dap Z\/(»’Co - 3y0)2 + (Yo — ¥0)? = |xo — Eyol

a a
dpp Z\/(wo + EyO)Q + (Yo — ¥0)? = |0 + Eyol
y entonces

a a
dap - dpp =|xo — 5y0||$0 + 5y0|
2

a
:|$3 - b—2y5|

_a2|x_%_y_g|
2 b2

P4. Considere la hipérbola de ecuacién Z_z — ‘z—j =1y un punto P = (z9,yo) cualquiera de ella. La

recta normal a la hipérbola por P corta al eje OX en A y al eje OY en B. Demuestre que P
divide al trazo AB en una razén constante.
Solucién

N4

Recordemos que la ecuacion de la recta tangente a una hipérbola en el punto (zg,yo) es

TZo YYo
! (6)



P5.

que se puede escribir como

B bxor b2
ayo Yo
es decir la pendiente de la recta tangente a la hipérbola es m; = 2222‘; y asi la pendiente de la
2
recta normal es mo = — 22;’3. Por lo tanto la ecuacién de la recta normal es
2
a~Yo
—Yyo=—5—(—1x 7
Y—%Yo 52560( 0) (7)

Ahora debemos encontrar A y B:
A: A es la interseccién de la recta normal con el eje OX, es decir satisface la ecuacién (7) con

y = 0, de donde se obtiene A = (zg + P 0).

a?
B: B es la interseccién de la recta normal con el eje OY, es decir satisface la ecuacién (7) con

x = 0, de donde se obtiene B = (0,yo + “25’0).
Entonces

By (zo— (w0 + L20))% + (yo — 0)2

a2

dbp (w0 — 0)2 + (yo — (yo + SH°))2
_ f b4x(2) + a4y§
a* b4ad + aty?
b4

at

por lo tanto P divide al trazo AB en una razén constante.

Considere una parabola y una recta L que pasa por el foco de ésta. Escoja la posicién de la
parabola que mas le convenga, por ejemplo con directriz vertical o bien horizontal, con el vértice
en el origen o bien el foco en el origen. Suponga que L es no vertical de pendiente m y que no
es paralela al eje de simetria de la pardbola. Denotemos por p > 0 la distancia entre el foco y el
vértice de la parabola.

a
b

C

) Escriba en términos de p y m una ecuacién para la pardbola y una para L.

) Calcule los dos puntos de intersecciéon P y @ de L con la pardbola en funcién de p y m.
) Encuentre el punto medio A del segmento PQ.

d) Pruebe que dist(A, P) = dist(A, D) donde D es la recta directriz de la pardbola.

e) Pruebe que las rectas tangentes a la pardbola en los puntos P y @ son perpendiculares.

Solucién



Sean F', V' y D el foco, el vértice y la directriz de la pardbola respectivamente. Escojamos la
parabola como en la figura, es decir con el foco F en el origen de coordenadas y el vértice V a
una distancia p desde el origen, luego

Vv :(07 _p)
F =(0,0)

(a) La ecuacién de una pardbola vertical de foco (0,p) es y = %, y trasladando el foco al origen
se obtiene la ecuacién de nuestra parabola

2

yZE—p

y la ecuacion de la recta es y = ma.
(b) Para encontrar los puntos de interseccién Py @ de L con la pardbola debemos resolver el

siguiente sistema

Yy =mz

2

Y :@ -Dp
reemplazando la primera en la segunda ecuacién, se obtiene la ecuacién de segundo grado:
2
x
——mx—p=20
4p p

cuyas soluciones son:

(zg,yq) = (2(m +vVm2+1p,2(m+ vVm?+ l)pm)
(xp,yp) = (2(m —vm?2+ 1p,2(m — vVm?+ l)pm)



(c)

(d)

Sea A el punto medio del segmento PQ, entonces

A= (vayQ)+ (‘TvaP)

dado que la parabola es vertical, la directriz es una recta horizontal y la distancia entre
ésta y el foco es P, entonces la directriz tiene ecuacién D : y = —2p, por lo tanto

dist(A, D) = 2m?p — (—2p) = 2m?p + 2p = 2p(m* + 1)

y por otra lado

dist(A, P) :\/(2mp —2(m—vm2+ 1)p)2 + (2m2p —2(m —vm2+ 1)pm)2

=/4(m?2 + 1)p?m?2 + 4(m?2 + 1)p>m?
=\/4p2(m* + m22 + 1)
=2p(m* +1)

por lo tanto dist(A, P) = dist(4, D).

la recta tangente a una pardbola de ecuacién y = % — p en el punto (a, B) (ver apunte)
estd dada por
+
za = 429(u +p)

2
que se puede escribir como:

(6]
y:%x—@p—i—ﬁ)

es decir la recta tangente posee pendiente m; = % luego la pendiente de la recta tangente
que pasa por P, digamos mp, es

mp=(m+vm2+1)

y para @, es
mg = (m—+vm?+1)

mp-mg=(m+yvm2+1)(m—-—vm?+1)=-1

y por lo tanto las rectas tangentes a la parabola en P y ) son perpendiculares.

asi

P6. Dada la recta L: y = kx y los puntos A = (a,0) y B = (,0), se toma un punto cualquiera P
sobre L y su simétrico @) con respecto al origen. Las rectas PA y QB se cortan en un punto M.
Determinar el lugar geométrico de M cuando el punto P se desplaza sobre L.

Solucién



Sea P = (xq, kxo) , entonces Q = (—xo, —kxo).
Escribamos la ecuacién de la recta que pasa por PA:

kxog—0
y—O:L(:E—a)
o —a
lo mismo para QB:
—k{EO_O
—0=——(x—-0
y _xo_b(iv )

donde hemos supuesto que zg # a y xg # —b.
M es la interseccion es la solucién del sistema

kxo
v=o —(z—qa)
kxo
= -b
Y .’L‘Q—l—b(gj )

supongamos que xg #* 0, entonces el sistema anterior se puede escribir como

y(1 - x%) —k(z — a)
y(1+ x—bJ —k(z —b)

multiplicando la primera ecuacién por b, la segunda por a y sumando
yla+b) =bk(x — a) + ak(z —b)
que es la ecuacién de una recta.

. Considere la ecuacién de la hipérbola Z—z — z—j = 1. Encuentre el lugar geométrico de los puntos
medios de los trazos V@, donde V es el vértice izquierdo de la hipérbola y ) un punto cualquiera
de ella.

Solucién



Sea M = (xam,ym) €l punto medio de los trazos VQ. Sea Q = (xg,y¢o) un punto sobre la
hipérbola y sea V' el vértice izquierdo de la hipérbola, entonces V = (—a, 0).

M es el punto medio de los trazos V@, luego M = V;Q, es decir
TQ —a
T M :—Q2
Y
YMm 2762
despejando zg e yg
rQ =2xpm +a
YQ =2ym

dividiendo la primera por a y la segunda por b, elevando al cuadrado y restado las ecuaciones
se obtiene: ) )
To Yo _ Remta)?  (2ym)’

a? b2 a? b2

pero @ es un punto sobre la hipérbola, luego satisface su ecuacién y por lo tanto

Yy L= Qo+ a)® | 2yn)?

a? b2 a? b2

de donde
(2zar +a)?  (2ynm)?
a? + b2

(o) () -

10

=1

reescribiendo esta ecuacién



que corresponde a la ecuacién de una hipérbola de semiejes a/2 y b/2 y centro (—a,0). Por lo
tanto el lugar geométrico es una hipérbola.

11
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P1. Sea f: A C R — R definida por f(z) =

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)

Encuentre los ceros y signos de f.

Hx).

Bosqueje el grafico de f y de | f].

calcule f~
(f)

Solucion:

||

—V1—22

Determine A = Dom f, recorrido y paridad.

Determine las zonas de crecimiento y de decrecimiento.
Muestre que f no es inyectiva ni sobreyectiva.

Determine el mayor conjunto B, B C A = Dom f tal que f : B — f(B) sea biyectiva, y

(a) Buscamos el mayor conjunto A, donde la funcién f quede bien definida. Para esto, debemos
notar en primer lugar que la expresion v/1 — x2 se indefine cuando el argumento de la raiz es
negativo, por lo que debemos imponer que los elementos x € A cumplan:

1—-22>0< 1> 22

<z e[-1,1]

Como |z| no crea restricciones adicionales al conjunto de partida, terminamos concluyendo que

A=Dom =

f(=x)

Por lo tanto, la funcién f es par.

[—1,1]. Finalmente, para estudiar la paridad veamos qué pasa con f(—x):
|~ - VI~ (o
2] — V1 —a?
f(x)

(b) Para encontrar los ceros de f, que corresponden a todos los © € A tales que f(z) = 0, debemos
imponer esta ultima igualdad, y despejar los valores de x que la verifican:

En consecuencia, los ceros de f son Z = {

trarlos, debemos resolver las inecuaciones f(x

t oo

=

x| =

x| =

—v1—-22=

|z|
2| = /1 —a?
22 =1— g2
2202 =1
oL

2
T = :i:i

2
—; %} Analicemos los signos de f. Para encon-

)
vVi—-z22 > 0
vVi—-22 < 0

>0y f(z) <0, que se traducen en:

(1)
(2)



(c)

(d)

(e)

Desarrollemos (1), que nos dard los valores de z para que f(z) sea positiva:

] —v1—22>0

& x| > V1—a?

& 22>1-22
o 22 >1
2N x2>}
2
o |o> —
2> —
V2

1 1
& ge|-1,— U —=,1
Claramente, el subconjunto de A donde f(x) es negativa es el complemento (relativo a A) de
los ceros y las zonas donde f(z) > 0, por lo tanto f(x) < 0 ssi

c ( 1 1 )
x -, —
V2 V2
Sean z1, xo € A, tales que 0 < 1 < 29 < 1. Reconstruyamos la funcién, de forma que podamos
analizar el crecimiento o decrecimiento de ella:

2

r1 < T2 1'12 < X2

—x1% > —x5?

1—x12>1—x22
V1—22>/1— 1,2

V1 =22 < —\/1—y2

|z1| — V1 — 212 > |z2| — /1 — 222
fx1) < flx2)

Esto implica que la funcién es estrictamente creciente en [0, 1]. Por tratarse de una funcién
par, concluimos que en [—1,0] es estrictamente decreciente. Ahora que hemos analizado el
crecimiento, podemos encontrar el recorrido de f. Notemos que por ser f par nos basta analizar
lo que ocurre en [0,1]. Como ya sabemos que en este intervalo la funcién es estrictamente
creciente, nos basta evaluar en los extremos del intervalo y tendremos el valor minimo y

S R

méximo, respectivamente. Asi, tenemos que f(0) = —1 y f(1) = 1 implican que Rec f =
[-1,1].
Claramente de la parte (b), f no es sobreyectiva, pues Rec f = [-1,1] # R. Recordemos que

siempre se puede cambiar una funcién f no epiyectiva, por una funcién g tal que su conjunto
de llegada sea el recorrido de f, es decir,

g:A— f(A)
z — f(z)

Que resulta ser epiyectiva. Podriamos llamar a g la «sobreyectizacién» de f.
Veamos que f no es inyectiva. Esto resulta claro del hecho que f es par y por lo tanto f(z) =
f(=z), Yz € A.

Nota: Toda funcidn par, con dominio A no vacio, simétrico y tal que A # {0} es no inyectiva.

Notemos que si restringimos f al conjunto B = [0, 1], resulta ser inyectiva (deja de ser par y
es estrictamente creciente). Ademds como cambiamos el conjunto de llegada a f(A) = Rec f.
Tenemos entonces que f : B — f (A) es biyectiva.

Nota 1: Cambiamos de nombre a f por f, pues dos funciones para ser iguales deben tener
mismo dominio y mismo recorrido, ast, si restringimos f a un conjunto menor que su dominio,
obtenemos una nueva funcion, que resulta ser igual en todo punto a f pero que no es f.



Nota 2: Toda funcion estrictamente creciente (o decreciente) es inyectiva.
Para encontrar la inversa debemos encontrar, para cada y € [-1,1], x € B tal que y = f(z),
para esto debemos resolver la siguiente ecuacién en x

y=z—-V1-a2e\V1-a2=2—y
=1—2? =2? - 2zy + 3>

2
-1
©x2—xy—y2 =0

_yEV2-y?
==

=T

Notemos que en R tenemos dos soluciones. Debemos descartar una pues la inversa, de existir,
debe ser dnica. Para esto notemos que se cumple que y — /2 — y? < 0 para todo y € [—1,1).
Para y = 1 las dos soluciones de la ecuacion anterior estan en el dominio de la funcién
(la soluciones son 0 y 1), pero f(0) = —1 no es solucién de la ecuacién original. Entonces
concluimos que la funcién inversa es

f~t:f(B)—B

x+ V2 —2?
N
2

Notemos que si tomamos B = [—1,0] tendriamos que ocupar la solucién negativa.

(f) Grafico de f

P2. Sea f(z) = 2.
(a) Encuentre su dominio A, ceros y signos.
(b) Pruebe que f es inyectiva.
(c) Pruebe que el recorrido de f es R\ {3}.

(d) Encuentre la funcién inversa de f: A — R\ {3} y explicite su dominio y recorrido.
Solucion:

(a) Notamos que la tnica restriccién para el dominio de esta funcién es que el denominador no
puede valer cero, ya que la divisién quedarfa indefinida, por lo tanto A =R\ {St}.
Calculamos los ceros de la funcién tal como en el P1, imponiendo f(x) = 0:

r+1

w1 0 & x4+ 0 & x

Teniendo esto, para encontrar los signos de f, basta notar que V& € (—oo,—1), f(x) < 0; y
que Yz € (—1,400), f(z) > 0.

(b) Sean 1,22 € A tales que f(z1) = f(z2). Probemos que esto implica necesariamente que
r1 = 29. En efecto:

r1+1 w1

Ja) =f@2) < o g = o1
& (1 +1)2z2+1) = (22 +1)(221 + 1)
& 2+ a1 + 220+ 1 =22120 + 0 + 221 + 1
& 11+ 210 = 19 + 211
S =29

Por lo tanto, f es inyectiva.



(c)

(d)

Para responder esta pregunta, podemos considerar la funcién como y = 2”;111, despejar = en

funcién de y para asf obtener la inversa f~! (entre comillas, porque atin no sabemos si f es
biyectiva), y analizar su dominio, que serd precisamente el recorrido de f. Siendo asi, tenemos:

z+1
YT o1 yRr+l) =+
& 2xy+y=zx+1
s zRy—1)=1-y
-y
= =
YT

Asi, es claro que la Unica restriccion es que y sea distinto de %, por lo tanto, Rec f = R\ {%}

Con todo lo encontrado previamente, tenemos que la funcién inversa de f es aquella tal que:
f1:B - A4

_ 1—=x
v @ =gy

con B =R\ {%}, y A el dominio de f, encontrado en a).

P3. Sea la férmula f(z) = /1 — 1_%1

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

Determine el mayor conjunto A C R tal que f : A — R, que a z le asocia f(z), sea una funcién.
Encuentre los ceros de f y determine sus signos.

Determine la paridad y periodicidad de f.

Determine la inyectividad y biyectividad de f.

Encuentre los intervalos donde f crece y aquellos donde f decrece.

Grafique f.

Solucion:

(a)

(b)

Tal como en las preguntas anteriores, busquemos las posibles indefiniciones de la funcién, para
asi sacarlas del dominio de ella. Imponiendo que el argumento de la raiz sea mayor o igual a
cero, tenemos:

1— >0 o TEIZ25
r+1 r+1
- rz—1
x+17~

< ze(—oo,—1)UJL, +00)

Notemos que la otra restriccién de la funcién,  # —1 (para que la fraccién no sea dividida
por cero) ya estd presente en el conjunto encontrado, por lo tanto A = (—oo, —1) U [1, +00).

Imponiendo f(z) = 0, el(los) valor(es) de x que lo cumple(n) es(son):

2 2
1— =0 & 1- =0
r+1 x+1
2
s 1=
rz+1
= z+1=
&S =1

Tal como en la pregunta anterior, la presencia de la implicancia se debe a que esto sélo es
verdad cuando x pertenece al dominio de la funcién.

Ahora, notemos que para encontrar los puntos donde f(x) > 0, en el desarrollo de la inecuacién
correspondiente, llega un punto donde debemos resolver la misma que en la parte a), por lo
tanto, concluimos que la funcién es positiva en todo su dominio, y por ende, nunca es negativa.



(¢) Notemos que el dominio de f no es simétrico, y por lo tanto, la funcién no puede ser par ni
impar.
Para estudiar la periodicidad de f, debemos encontrar p € R\ {0} tal que f(z +p) = f(z).
Entonces resolvemos la ecuacién:

fetn) = @) o 1~ o= 1

14+ _1—|—z+p
2 2
<1 - =1—-—
1+ 1+z+p
2 2

= =

1+ 1+z+p
=>1l+z=1+z+0p
Sp=0

Por lo tanto la funcién tampoco es periddica.

(d) La funcién es claramente no sobreyectiva, ya que para ningin y € R~ existe un x tal que
y = f(x). Veamos si es inyectiva. Sean 1, zo € A tales que f(x1) = f(x2), y desarrollemos:

flay) = flaz) & \/1‘30111:\/1‘@2“
2 2

S 1 aa+1
2 2

zo+1 x141

= 2z +1)=2(x2+1)

< T1 = T2

=

=

Asi, concluimos que f es inyectiva, pero no sobreyectiva.

(e) Sean x1, x5 € A, tales que x; < z3. Busquemos reconstruir la funcién, para ir analizando sus
zonas de crecimiento y decrecimiento:

T1<To & T +l<ay+1

1 1
- $1+1>J}2—|—1
2 2
< $1+1>l‘2+1
2 2
< 5171+1< £E2+1
2
& 1- -

1'1+1< SU2+1
2 2
s 1-— 1— —
\/ $1+1<\/ To+1
& flx1) < f(x2)

Concluimos que la funcién es estrictamente creciente en todo su dominio.
(f) Grafico de f

2 +a siz>0

P4. Sean «, § € R, y la funcién f: R — R definida por f(z) = { c+ 8 siz<0

(a) Demuestre que f es epiyectiva ssi a < (.
(b) Demuestre que f es inyectiva ssi a > 3.
(c) ;Cuél es el conjunto B = {(a,3) € R?|f es biyectiva}?



Solucion:

(a) Una funcién f es epiyectiva, ssi todo elemento en su codominio tiene una preimagen en el
dominio de ella. En este caso, para que f sea epiyectiva, necesitamos que f(R) = R.
Notemos que, para poder trabajar con los intervalos que definen a la funcién, podemos escribir
R = (—00,0) U [0, +00). Asi, tenemos:

FR) = f((=00,0) U[0,400)) = [ ((=00,0)) U f ([0, +00)) = (=00, 5) U [a, +00)

Punto en el que notamos que f es epiyectiva ssi o < g, para que ningun valor de x se salga de
la unién de los intervalos, y asi obtengamos todo R.

(b) Para este caso, probemos la doble implicancia:
=) Tenemos que f es inyectiva, con lo que debemos probar que a > (. Razonemos por
contradiccién, vale decir, supongamos que f es inyectiva y que a < 3. Entonces, tendriamos
que a — 3 < 0y luego fla—B) = (a—B) +B=a = f(0).
Como f es inyectiva, y f(a — 3) = f(0), deberfamos concluir que o — 3 = 0, contradiciendo
nuestra suposicién inicial; por lo tanto o > .
<) Ahora debemos tomar como hipétesis que a > 3, y con esto probar que f es inyectiva. De
la definicién de f, notamos que es estrictamente creciente en los intervalos (—oo,0) y [0, +00)
por separado, y como « > 3, también es creciente al pasar de uno al otro. Por lo tanto, la
funcién es inyectiva.
Asi, probadas las dos implicancias, concluimos que f es inyectiva ssi a > .

(c) Sabemos que f es biyectiva ssi f es inyectiva y epiyectiva a la vez, y claramente, de lo obtenido
en a) y en b), ambas condiciones se cumplen cuando « = . Por lo tanto, el conjunto buscado
es:

B ={(a,8) €ER* | a = f}

z sizeQ

0 sizdQ Pruebe que Vz € R, [g(z)| < |z|.

P5. Sea la funcién g : R — R dada por g(x) = {

Solucion:

Observando la definicién de la funcién, notamos en forma directa que debemos separar el
estudio de ella en dos casos, ¢ € Q, o bien x ¢ Q. Partamos por este ultimo, notando que
g(x) = 0 para cualquier z en esta situacién, por lo que |g(x)| = 0, que claramente es siempre
menor que |z| (va que 0 € Q).
En el caso de z € Q, g(z) = =, de donde réapidamente concluimos que |g(z)| = |z|.
Finalmente, uniendo ambos casos estudiados, y recordando que R = Q U Q*, se llega a la
conclusién de que:

lg(x)| < |a], Vo € R
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P1. Considere la funcién

o) = 1+ senx

1—cosx

Encuentre dominio, signos, ceros, paridad, periodicidad e inyectividad.
Solucion

(a) Dominio: Para encontrar el dominio, notamos que en los tnicos puntos en donde puede haber problemas,

(b)
(c)

(d)
(e)

(f)

son en los que el denominador se anula. Para buscarlos, debemos resolver la ecuaciéon 1—cosz = 0. Entonces

l—cosr=0<cosx=1

Sc=2kr, kel

Concluimos que el dominio f es el conjunto A =R\ {x e R |z =2kn, keZ}.

Signos: Notemos que dado que Vax € R senxz € [—1,1] y cosz € [—1,1], tenemos que 1 +sinz € [0,2] y
que 1 —cosz € [0,2]. Luego, f es no negativa, por ser cuociente de funciones no negativas.

Ceros: Necesitamos encontrar todos los valores de z € R tales que f(x) = 0. Para ello, debemos resolver
la ecuacién en A

1
f(x) — 0o +senx
1—cosx

< 14senz =0
< seny = —1

3
<:>$=77T+2k‘71', keZ

En consecuencia los ceros de f son Z = {z € R | x = 2F + 2km, k€ Z}.
Paridad: Afirmamos que f no es par ni impar. En efecto, aunque el dominio es simétrico, sus ceros no lo
son (p.ej. 2 es un cero pero —2F no lo es). Luego, Vo € Z =+ f(z) =0 # f(—z).

Periodicidad: Vemos que f debe ser al menos 27-periddica, pues es cuociente de funciones 2m-periédicas.
Recordemos que la definicién de periodo es el menor p € R tal que f(z + p) = f(x). Veamos que no hay
p < 27 que cumpla lo anterior. Razonemos por contradicciéon:

Supongamos que f tiene periodo p € (0,27). Luego, para cualquier x € A debe cumplirse que f(z + p) =
f(x), en particular para z = %’r Pero si resolvemos la ecuacién para p obtenemos

P(Ean) s () o Lol

2 2 1—008(37”—1—}9)

3
& sen 5 +p)=-1
- 3m 4p= 3 (%)
2 TPT
&Sp=0
Contradiccién, pues supusimos que 0 < p. Luego, concluimos que f es 2m-periddica.
Nota (x): Aqui descartamos las solucidnes de la forma 37“ + 2km, pues solo necesitamos soluciones p < 2m.

Inyectividad: Notamos que f no es inyectiva pues Vo € A, f(x + p) = f(x).
Nota: Toda funcion periddica, en donde el dominio contenga a x y a x +p (por lo menos), es no inyectiva.



P2. (a) Encuentre los ceros de la funcién: f(z) = cos®(z) + sin®(z) — 1 + 1 sen(2z).
Indicacién: a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?).
Solucion

Vemos que la indicaciéon no sirve mucho como viene, trabajemosla un momento entonces. Notemos que
si cambiamos b por —b obtenemos que

a® + b3 = (a+b)(a®—ab+b%) (o)

y entonces ahora si podemos aplicar la formula a la ecuacién. Obtenemos entonces

1
f(z) =0« cos®(z) +sin’(z) — 1+ 3 sen(2z) =0
. 1
@ (cosz + sen x)(cos? & — cos xsenx + sen’ x) — 1 + 3 sen(2z) =0
Recordando que sen?z 4+ cos?z =1 y que sen(2x) = 2sen x cos

2 2

f(z) =0 < (cosx +senz)(cos? x — coszsenx + sen’ z) — sen® z — cos? z + senxcosz = 0
& (cosx +senz)(cos® x — coszsen x + sen? ) — (cos® x — coszsenx + sen? ) = 0
& (cosx +senx — 1) (cos® x — coszsenz +sen’z) =0

(1) (2)

Como sabemos que z -y =0 =z =0V y =0, obtenemos dos ecuaciones. Resolviendo (1)=0:
cosz+senz —1=0<« cosx +senz =1

Notemos que esta ecuacién sélo tiene soluciéon cuando cosx = 1Asenx =0 = x = 2km osenx = 1 Acosz =
0= 2 = 5 +2km, con k € Z. Asi, determinamos un conjunto solucién Z; = {x € R | 2 = 2kr V z
% +2kn, k€ 7Z}. Resolvamos ahora (2)=0:

cos?x —coszsenz +sen’x < 1 —coszsenz =0

< cosrsenx = 1
1

5 sen(2z) =1

< sen(2z) =2

Dado que |sena| < 1, Va € R, concluimos que el conjunto solucién de esta ecuacién es Zy = ¢.
De todo lo anterior deducimos que los ceros de la funcién estdn en el conjunto

Z:Zlngz{x€R|x=2k7r\/x:g+2k7r, ke Z}.

(b) Demuestre la identidad

1 1
tg(3z) — tg(z)  cotg(3z) — cotg(x) = cotg(2x)

Solucion
Primero veamos la siguiente identidad

tg(3z) — te()

tg(22) = tg(3x —z) = 77 tg(3z) tg(x)

y recordando que




tenemos que

1 1 1 1

tg(3z) — tg(x)  cotg(3z) — cotg(z)  tg(3z) — tg(x) weE ~ )
1 1

t —t  ta(a)—te(3x)
g(3z) — tg(z) et

_ 1 _ tg(3z) tg(z)
tg(3z) — tg(w)  tg(z) — tg(3x)
1 tg(3z) tg(z)

" () —tg(e) | ta(3a) — tg(2)
1+ tg(3)tg()
12(32) — tg(@)
1

tg(2)
= cotg(2x)

P3. Demuestre la siguiente identidad trigonométrica:
1 9T n tan © 0
—senxsec’ — + cosxtan — —senx =
2 2 2

Solucion

Para simplificar un péco los calculos, haremos el cambio x = 2a. A primera vista parece que el cambio no
ayuda mucho, pero nos permite escribir la expresién en términos de dngluos dobles, que tienen identidades mas
faciles. Ademds notemos que como aparecen secx y tanx, se subentiende que estamos en un dominio tal que
tiene sentido hablar de ﬁ Dicho esto, desarrollemos la expresién

1 9T x 1 9 o
— sen x sec §+cosmtan§—senx:§sen2asec o + cos2actan — sen 2«
_ 2 2 2
= sen acos asec” a + (cos” o — sen” ) tan o — sen 2

1 sen o
= sen QM%T% +cos? @ — sen? atan o — sen 2«

= tan a + cos asen a — sen” o tan o — sen 2
= tan (1 — sen? @) + cos asen a — sen 2

= tan « 0052 o + cosasen a — sen 2a

sen «
= Q@S%-FCOSO(SGDO&—SQHQO&
cosT

= sen «cos & + sen a cos o — sen 2q
= 2sen a cos a — sen 2a

= sen 2a. — sen 2«

=0

P4. Demuestre que V37 € R se cumplen las siguientes igualdades:

(a) senfseny = 3(cos(B —~) — cos(B +7))
Solucion
Si partimos por la derecha, utilizando la identidad cos(x & y) = cos z cosy F sen x sen y

1
§(W+ senﬂsenvfw+ sen (3 seny)

1
3 2sen 3seny

5 (c0s(3 = 7) — cos(5 + 7))

= sen [Fsen -y



P5.

(b) senfcosy = 3(sen(B + ) +sen(3 — 7))
Solucion
Si partimos por la derecha, utilizando la identidad sen(z + y) = senx cosy + cos x seny

1 1
g(sen(b’ +7) +sen(f — 7)) = i(senﬂcos'y +W+ sen 3 cos vy —W)
1
= 5-2senﬁcosw
= sen (3 cos -y

Suponga que usted estd parado a una altura h sobre el nivel del mar, mirando al horizonte. Suponga que la
Tierra es una circunferencia de radio R. Calcule la cantidad méaxima de kilémetros que es posible ver, es decir,
el largo del arco de circunferencia que es posible ver.

Solucion

Supongamos que nos encontramos parados en un punto P en el espacio. Para simplificar las cosas, tomaremos
los ejes coordenados centrados en el centro de la Tierra, y pondremos el punto P sobre el eje OX. Sabemos
que el largo de un arco de circunferencia se calcula como R - a, donde R es el radio de la circunferencia y « es
el angulo que subtiende el arco. Entonces, necesitamos calcular el angulo que forma la recta que pasar por el
punto P y la tangente a la Tierra que pasa por P. El punto de tangencia T es donde termina la linea visual de
la persona. Tenemos entonces la siguiente situacién

Como se ve en el dibujo, OP = R+ h, OT = R. Sabemos que el radio siempre es perpendicular a una tangente
en su punto de interseccién; hemos formado un triangulo rectangulo. Entonces tenemos que

y aplicando inversa

Por tanto, la distancia que es posible ver es

R - o = Rarccos <R—|—h>
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P1. Resolver la ecuacion trigonométrica:

T
sen 2x = cos 5

Graficar las soluciones en el circulo geométrico y determinar si 3?” es solucion.
Solucion

Primero recordemos que sen o = cos ( -

3 a) , entonces

2 LN (T 2 ) I
Sen Zr = COS — COS | — — 42X | = COS —
2 2 2

@cos(gf%:)fcosg:O.

Ahora, veamos que cosx — cosy se puede escribir de la siguiente forma:
T+y Ty T4y T—-y
Cos + — Ccos —
2 2 2 2
T+y r—y
—9g TTI g zJ
(27 (75)

Donde la ultima expresion, se obtiene después de aplicar las formulas ya conocidas para calcular el coseno de
sumas y restas de angulos, segin corresponda.
Con esto, volvemos al problema, y reescribimos:

T _9p4Z T _9p_ Z
cos (g—%c) —cosg:0®—2sen (2“) sen (2“) =0

COST — COs Yy

2

& sen il sen T =0
4 4 -

(€] (2)

Lo que vale si y sélo si (1) =0V (2) = 0. Resolviendo las ecuaciones por separado tenemos

(1) = 0 < sen (W;?’x) =0

T3k kez
4

3r 7

oL _ T 7
1 1 km, ke
(1 —4k)

T = 3 .

y para (2)

(2) = 0 < sen (”4536) =0

T —bx

1 =kr, keZ
S5r T
m(1 — 4k)
N 5



Para ver si 3?“ es solucién, debemos encontrar, en las soluciones de (2), un k € Z tal que

7”(1;”“) =, 2. Esto
7(1—4k)

—471' 5 .
equivale a encontrar k,¢ € Z tal que
Resolvamos

= 3?’7 + 4fm. Esto pues la funcién sen 2z — cos § es 4r-periddica.

1-4
ST u=3;+4£7r(:>3—1+4k:20€

5 5

& 2+ 4k =200
S 1+ 2k =10/

Lo que es imposible. Concluimos que %’T no es solucién.

Para graficar las soluciones, notemos que como la funcion es 4m-periddica, entonces en el circulo unitario veremos

: : 3T 3r — -7 -7 : 2
aparentemente soluciones que no lo son, por ejemplo =, pues % =ap T y sabemos que =% es solucién.
Entonces lo que haremos serd hacer el cambio © = 2« (para obtener una funcién 27-periédica y graficaremos
para a.

(a) Demostrar que cos « + cos § = 2 cos (QTW) cos (O‘Q;B)
Solucion
Primero notemos que, sumando un cero adecuado, tenemos

(5 (50 - (50 (25)
(222)+ (55 o[ (250) - (559

Recordemos ahora que cos(x £ y) = cosz cosy F senxseny. Tenemos entonces que

cosoz—l—cosﬁ:cos(M)cos(a_ﬁ)—sen «+f n _6)

Entonces

cos a + cos 3 = cos

+ cos

2 2

+cos<a;—ﬁ)cos(a;ﬁ>+sen L—i_ﬁ i ;ﬁ)

= 2cos <M> cos (a — B)
N 2 2 '

(b) Utilizar lo anterior para resolver la ecuacién 1 4 cosx + cos 2x + cos 3z = 0.
Solucion

[\




Notemos que cos0 = 1, entonces reemplazando obtenemos

(a) (a)
—_—~ ——
cos2x + 1+ cos3z +cosz =0 cosz + cosO0+2cos2xcosz =0

& Fcos?x + Zcos2xcosz = 0

(a)

—_—

< cosx(cos2x 4 cosx) =0

3
@Zcosxcosg cosg =0.

(2 (3)

Ahora tenemos 3 ecuaciones para x: (1) =0,(2) =0, (3) = 0. Resolviendo por separado:

° (1)20:
cosx =0« x = 2km.
e (2)=0:
3z
— = — =2k
cos 5 0 5 s
4k
r=—"-.
3
e (3)=0
T
—_ = —_ = 2
Cos 5 0< 2 km
& ¢ = 4k.
con k € Z.

P3. Resolver la ecuacion
V3cosz +senz = 1.

Solucion
Un camino posible para solucionar el problema, es aplicar un método visto en catedra, haciendo el cambio de
variables a = cosx, b = senx, y resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

aVv3+b=1
a?+v: =1

Donde la dltima expresién, nace del hecho de que (cosz,senx) es un punto perteneciente a la circunferencia
unitaria. A continuacién, mostraremos otra solucién, un poco més ”‘elegante”’, notando que si multiplicamos la
igualdad por % obtenemos que

n 1 1
——COST + —senx = —.
2 2

2
Recordemos que sen § = § y que cos § = % Entonces
+ 1 - T n T 1
—— COST + —senx = = < sen — CoST + CoS — senx = —.
2 2 2 3 3 2

Y aplicando la férmula sen(a + 3) = sen «cos B + cos asen 3 tenemos



D

D

P4. En un cuadrildtero ABCD, conocemos los angulos ABC, BC'D, a y [ respectivamente. Ademas se sabe que la
longitud de los lados AB, BC'y CD es 1.
Probar que la longitud del lado DA es igual a \/3 —2cosa —2cos 8+ 2cos(a + 3).
Solucion
Tenemos la siguiente situacién.

Consideremos los tridngulos BCD y ABD.

En primer lugar, notemos que en el triangulo ABD), tenemos la relacién v+ % = «. Luego, usando el Teorema
del Coseno en el triangulo BC'D, tenemos que

1:1+a2—2acos<7r;ﬁ> @O:a2—2asen§

<:>0—a<a—QSen§>

B

@azOVazQseng.

Descartamos el caso a=0, pues no presenta interés para el problema.
Haciendo lo andlogo en el triangulo ABD

r? = 1—&—45en2é —4senésen o+ s =142(1—cosp) —4sengsen a—i—é
2 2 2 2 2
2
=1+2(1—cosp) —4sen§sen< a;—ﬂ) .
En el problema P1. demostramos que cosz — cosy = —2sen (‘gy) sen (%), entonces tenemos la siguiente

identidad

2
cos(a + ) — cosa = —2sen < a; ﬂ) sen g
y entonces obtenemos que

2% =1+ 2(1 — cos B) + 2(cos(a + B) — cosa) < 2% =3 — 2cos f — 2cos a + 2 cos(a + 3)

& =1/3—2cos 3 —2cosa + 2cos(a + f3).

P5. Considere la siguiente figura

(a) Encontrar d en términos de a, 8y a.
Solucion
Usando el Teorema del Seno en el triangulo DEB:

senf3 sena sen o
= Sd=a-
a d sen [3




(b) Encontrar h en términos de «, 3, by d.
Solucion
Usando el Teorema del Coseno en el triangulo ADE:

2
sen a+b2—|—2ab «

sen 5
cos
sen? (3 sen 3

h? = d? + b* — 2bd cos(m — 3) = h = \/a2

(c) Determinar el valor de x.
Solucion
Usando el Teorema del Seno en el triangulo ACE:

sen(m —d —1)  seny N sen(d +v)  senvy

h T h T
sen -y

“sen(d + )

Sax=h

P6. Se quiere medir el radio R de un estadio de forma circular, para lo cual se dispone de la distancia L entre los
puntos Ay By los dngulos «, 3, 7, § entre las rectas tangentes a la circunferencia que pasan por Ay By el
trazo AB, como se muestra en la figura. Exprese R en términos de L = AB y «, (3, 7, 9.

Solucion
Como el triangulo ACO es recto, tenemos, por definicién, que

oo\ _ R
SEn B —7

Luego, podemos calcular OA como sigue:



p7.

Si nos fijamos en el triangulo AO B, observamos que
0 —a B—n
e-7r—<oz— 5 +7 - 5 )
(a +08+7+ 5)
=r—|—.

2

Y luego usando el Teorema del Seno en el triangulo AOB

sen (W _ %ﬂ“) sen (%)

L OA
L - sen (%ﬂ)

Ny Py
«
sen (%)

Y por lo tanto

v J—« L-sen(@)sen((s%)
R—OA-sen( ) sen (%—&W) .

La altura H de la torre de la figura es desconocida. Se conocen los angulos de elevacion a y [ medidos desde
dos puntos A y B del suelo, separados por una distancia L > 0 y formando con la base de la torre un angulo
~. Sabiendo que la torre es vertical respecto del suelo, calcule H en términos de L, «, 3, v en los casos a > (3,
a=pfya<f.

(Nota: 0 <a<5,0<B< 5, -1 <y<m).

Solucion

Directamente de la figura tenemos que

Luego, del Teorema del Coseno tenemos que

H? H? 2 o LHcosy

tgzﬂ:tg2a+ tg a
& H?(cotg? 3 — cotg? o) + 2LH cotgavcosy — L? = 0

L3 =L{+ L?> —2LL  cosy <

Aqui, si imponemos « = (3, obtenemos un valor para H dado por

_ Ltga
"~ 2cos7y

Supongamos ahora que a # 3, entonces resolviendo la cuadrética para H

_ —2Lcotgacos 3+ V/AL2 cotg? o cos? 3 + 4(cotg? B — cotg? a) L2

H
2(cotg? 3 — cotg? )

Notemos que dependiendo del signo de cotg? 3 — cotg? a tenemos dos casos, pues solo nos interesa una solucién
positiva.



e Caso 1 (a < B): Aqui tenemos que tga < tg = cotg?a > cotg? 3 y entonces nos quedamos con la
solucién

_ —2Lcotgacos B — \/4L? cotg? arcos? 3 + 4(cotg? B — cotg? ar) L2

H
2(cotg? B — cotg? )

por ser positiva.

e Caso 2 (a > 8): Anélogamente al caso anterior, nos quedamos con la solucién

_ —2Lcotgacos f + V/AL2 cotg? o cos? 8 + 4(cotg? B — cotg? o) L2

H
2(cotg? 3 — cotg? )

por ser positiva.
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Probar que inf{ﬁ tne€ N} =0
Solucion
Llamemos A al conjunto bajo estudio. Comprobaremos que 0 cumple las dos propiedades del infimo,
es decir

(a) 0 es cota inferior de A.

(b) Cualquier otra cota inferior de A es menor que 0.
Veamos cada propiedad por separado.

(a) Por definicién, 0 es cota inferior de A ssi (Vz € A) 0 < z. En efecto, los elementos de A son
de la forma ﬁ, con n € N. Notemos que 1 y 2n + 1 son estrictamente positivos para todo
n natural, por lo tanto también su cuociente, y entonces tenemos que (Vn € N) —2— > 0. De

2n+1
esto se sigue que 0 es cota inferior de A.

(b) Ahora probaremos que ningin nimero positivo puede ser cota inferior de A, es decir, mostra-
remos que

1
2m 41
En efecto, dado ¢ > 0, por la Propiedad Arquimediana, 3m € N tal que 1 < me. Notemos

que 1 < me < 2me < 2me + € = ¢(2m + 1), desigualdades vélidas pues todas las cantidades
involucradas son estrictamente positivas. Obtenemos que

(Ve > 0)(3m € N)

<e.

l<e@m+1) <= <e.

2m+1

Hemos demostrado que ningtin nimero positivo puede ser cota inferior de A, pues dado cual-
quiera, hay un elemento en A menor que éste. Por lo tanto, cualquier cota inferior ¢ de A debe
cumplir que ¢ < 0.

De todo lo anterior, concluimos que 0 es el infimo de A.g

Sea f una funcién creciente cuyo dominio es el intervalo [0, 1]. Demuestre que el conjunto f([0,1])
es acotado superiormente. Calcule el supremo del conjunto f([0,1]) y determine si posee maximo.
Solucion

Por hipétesis tenemos que f es creciente, y de la definicién tenemos que

(Vz1,22 € Dom f) x1 < xzo = f(x1) < f(x2).
Tomando 2 = 1 (pues la propiedad debe cumplirse para cualquier xs), tenemos que
(Vz € Dom f) z<1= f(x)< f(1).
Notemos que el lado izquierdo de la implicacién siempre es verdadero, por lo que ha de tenerse que
(va € [0,1)) f(@)< f(1).

Y con esto f([0,1]) es acotado superiormente por f(1). Luego, por axioma del supremo, f([0,1])
tiene supremo. Notemos que f(1) € f([0,1]). Entonces, f(1) es el maximo del conjunto f([0,1]) y
por lo tanto su supremo.m
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Dados a y b reales, demuestre que si para cualquier € > 0 se cumple que a < b+ ¢, entonces a < b.
Solucion
Sabemos que

(Ve>0) a<b+e
— (Ve>0) a—-b<e
— (Vee(0,40)) a—-b<e.
De donde concluimos que a — b es cota inferior de (0, +00).

Por otra parte, sabemos que {nf(0,+00) = 0, y por definicién de {nfimo, cualquier cota inferior de
(0, +00) debe ser menor o igual que él, en particular, tenemos que

a—b<0<=a<b.pg

Sean S y T subconjuntos no vacios de R tales que para todo x € S'y para todoy € T x < y. Probar
que S tiene supremo, que 7" tiene infimo, y que sup S < infT.

Solucion

Sabemos que (Va € S)(Vy € T) = < y. Mirando la segunda parte de la proposicién, tenemos que

MyeT) z<uy.

Lo que nos dice que T es acotado inferiormente (por cualquier elemento de S). Por lo tanto, por
Axioma del Supremo, T tiene infimo. Ademads, por definicién de infimo, se debe tener que

(VxeS) x<infT.

Lo que prueba que S es acotado superiormente. Nuevamente, por Axioma del Supremo, tenemos
que S tiene supremo, y ademas, por definicién de supremo tenemos que

sup S < infT.g

Sean A y B subconjuntos no vacios de R, los cuales verifican las siguientes propiedades:

(a) AUB=R

(b) Todo elemento de A es menor que todo elemento de B

Demuestre que existe un real a que es simultdneamente cota superior de A y cota inferior de B.
Pruebe, ademds, que dicho ntimero real « es inico.

Solucion

En el problema anterior hemos probado que si un par de subconjuntos A, B no vacios de R satisfacen
la condicién (b), entonces sup A < {nf B. Veamos que no puede ser que sup A < inf B.

En efecto, si esto fuera cierto, por densidad de Q en R, d¢ € Q tal que sup A < ¢ < inf B, lo que
implica que ¢ ¢ AAq ¢ B. Luego, ¢ ¢ AU B y por lo tanto AU B C R, lo que contradice (a).
Concluimos que sup A = inf B. Llamando « = sup A = inf B, tenemos que « es simultaneamente
cota superior de A (la menor) y cota inferior de B (la mayor), ademés como es un supremo, es
dnico.

Sean A, B, C subconjuntos de R no vacios y acotados. Pruebe que si para todo z € Ay todoy € B
existe z € C' tal que = + y < z, entonces sup A +sup B < supC'.g

Solucion

Consideremos el conjunto

A+B={z+yeR : x€ A ye B}

Entonces, sabemos que
VueA+B)(FzeC) u<ez.

Lo que prueba A 4+ B es acotado superiormente y, por Axioma del Supremo, A + B tiene supremo.
Ademis, tenemos que como C' es acotado, posee supremo. Por definicién de supremo, tenemos que
(Vz € C) z <supC, y por lo tanto

(Vue A+ B) u<supC.
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De donde concluimos que sup C' es cota superior de A+ B, y por definicién de supremo nuevamente
supA+ B <supC
Notando que sup A + B = sup A + sup B concluimos que

supA+sup B <supC.g

Sea A C R un conjunto acotado superiormente y tal que su complemento es acotado inferiormente.
Muestre que inf A° =sup A si y sélo si A = (—00,a] 0 A= (—00,a) con a € R.

Solucion

Demostremos la doble implicancia, para A = (—o0, a). El caso en que A = (—00, a] es completamente
analogo y se deja como ejercicio al lector.

= <) Como sabemos que A = (—o00,a), con a € R, entonces A es acotado superiormente, por
Axioma del Supremo, A posee supremo y, de hecho, sup A = a. Ademds, como A€ = [a, +00),
A€ es acotado inferiormente y por Axioma del Supremo nuevamente, A posee infimo y ademas
inf A€ = a.
Esto prueba que sup A = inf A€.

= =) Razonemos por contradiccién. Sea a = sup A que existe por ser A acotado superiormente.
Supongamos que A # (—o0,a). Entonces, el intervalo (—oo,a) tiene por lo menos un punto
que no estd en A, digamos b. Notemos que no puede ser que b > a, pues en este caso A =
(—o00,a)\{b} = (—o0,a) lo que es una contradiccién con nuestro supuesto, de donde concluimos
que b < a.
Luego, A¢ = {b} U [a,4+00) que es acotado inferiormente, lo que implica que inf A° =b < a =
sup A, lo que contradice el hecho que inf A° = sup A.m
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P1. Calcular

2, 8 oq(n") o 2ndl
lim n + \/ﬁCOS ( n! ) + 3—3n

2n (=n~ 1
nl + n + nl

Solucion
Calculemos cada limite por separado:

e Es claro que lim 2 = 0 (nula por acotada).

n"

e La sucesién a,, = 3 cos ( oy

) es acotada pues

lan| =3

Cos
n!
<3.

Y como ﬁ — 0, concluimos que el limite vale 0 (nula por acotada).

f2n4l =2 (14: .
e lim 5= = == (limite conocido).

e lim % = 0 (limite conocido).
e lim # = 0 (nula por acotada).

e lim 'r% = 0 (lfmite conocido) y por algebra de limites — — 1.

1—

Por el teorema de dlgebra de limites (todos los limites existen) concluimos que

3t eos (i) H35L 0403
%LJF(—:L)"JFﬁ 0+0+1
' -2
=5 =

P2. Calcule lim p(n)Z—: para p(n) un polinomio de grado k, k € N. Puede ser de utilidad comenzar
considerando el polinomio p(n) = n* y luego utilizar el dlgebra de limites.
Solucion

Siguiendo la indicacién del enunciado, consideremos p(n) = n*, con k € N. Entonces tenemos que

n k
a n
_ n
p(n)7 =
n n
nk: an—k x
— % . % -a
n® nm

Obtenemos que
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P4.

Pues (“7?), — 0, (:; _kk) 0 (limites conocidos) y a* es una constante. Observemos que de paso

pown
n
hemos demostrado que 4; — 0.

nn

Sabemos que un polinimio de grado k es escribe como

conc; € RVi=1,..., k. Luego

Concluimos, por algebra de limites, que limp(n)<4; = 0.g

n’!‘L
Demuestre que si lim na,, existe, entonces lima,, = 0.

Solucion

Sea ¢ = lim na,,, que por hipétesis sabemos que existe. Notemos que a,, = *=, y luego

; . Nap
lima, = lim —
n

= limna,, - lim —

=00
=0.m

Si se sabe que para a y (3 positivos limn(vn? +n+ 1 — (an + f3)) existe, se pide calcular el valor

de a y de 3, y luego el valor del limite.
Solucion
Aplicando el resultado anterior, tenemos que vn? +n+ 1 — (an + 8) — 0. Notemos que

VnZ4+n+14+ (an+3)
2 — = v/ n? - ‘
V2t n+1-(an+ ) = V2 +n+1-(an+p) Vi tnii+ (antf)

~ n?4+n+1—(an+p)?
V2 it 1+ (an+B)
(1-a?®)n?+ (1 -2aB8)n+1— (2
VnZ+n+1+ (an+ )

C(l—oH)nP+(1-2af)n+1-5* 4
vVni+n+1+ (an+3) 1
C(1-a®)n+(1-2a8) + =2
Jiti+d+(at?)
Veamos que lim 4/1 + % —+ # = 1. Debemos demostrar que
1 1
(V€>0)(E|n0€N)(Vn2no) 1+ﬁ+?_1 SE.
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Si analizamos el término entre moédulo:

1 1 y/l-‘r +n2+1
l+-4+—5-1= 1+ +771
noon n 1+ + L5 +1
+

Vites+2+1

1
+ 5.

S|

<

SRS

Sea ¢’ > 0. Por Propiedad Arquimediana, Ing € N tal que 1 < nge’.
Sea m > ng, entonces 1 < nge’ < ne’ < n2¢’. Escogiendo ¢ = %s’, tenemos que, para todo n > ng

1+1+1 1 1 1

V n  n? ~n  n?
<ée+¢
= 2¢
=c.

Concluimos que y/1+ L 4+ 1 — 1.
Por élgebra de limites, tenemos que /1 + + 4+ 5 + (a + %) — 1+a, pues £ — 0. Luego, como el

limite del denominador existe, necesariamente debe cumplirse que lim | (1 — a2)n + (1 — 2a8) +

0. Como sabemos que la sucesién s, = n diverge, para que el limite exista necesariamente
(1-a?)=0,de donde a =1 (descartamos la solucién negativa pues a priori sabemos que o > O)

Ademss es claro que 2=2- 50 y luego se debe tener que lim(1—243) = 0, lo que implica que § =

Finalmente, observemos que de una igualdad anterior tenemos que (reemplazando los valores de Q@

y 3 obtenidos)
3

1
m_(n+2): i

1+ + 5+ (1+35;)

de donde concluimos que

3
limn(yvn?2+n+1—(an+F)) =1lim 4
Vit s+ + (14 5)
3
_ _4
1+1
_3
=5

Sean (a,) v (by) tales que lima,, =1 y limb,, = r. Demuestre que lim méx{a,, b, } = max{l,r}.
Solucion
Presentaremos dos métodos de resolver este problema.

1. Demostraremos la siguiente propiedad.
Six,y,u,v € R son tales que x < u Ny < v, entonces mdz{x,y} < mdz{u,v}.

Dem: Supongamos que z es el maximo. Si u = max{u,v}, se tiene por hipdtesis. Si tenemos el
caso contrario, es decir v = max{u, v}, entonces u < v y por transitividad 2 < v. Para el caso
y = max{x, y} se procede andlogamente.

Como sabemos que a, — [, entonces

(Ve > 0)(Ing, € N)(Vn > ng) an, — 1| <e.
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Analogamente, como b, — 7 se tiene que
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng) |b, — 71| <e.
Luego, eligiendo ng = max{n{, n{} obtenemos
(Yn>no) lan =1 <eAlb,—r|<e.

Notemos que
la, —l|<e<=l-e<a,<l+¢

y lo mismo para b,. Utilizando la propiedad recién probada obtenemos que

max{l —e,r — e} <méx{an,b,} <mix{l+¢e,7 +¢}.
Recordemos que maxa + A = a + méax A, luego Vn > ng se tiene que

méx{l,r} —e < méx{an, by} < max{l,r} +e.
Entonces por la propiedad del médulo recién vista concluimos que
| méx{an,b,} — méx{l,r} <e.

Esto implica que max{ay,, b, } — méax{l, r}.
2. Sabemos que (P2. Guia de Ejercicios Semana 8)

1
méax{a,,b,} = i(an + by, + |an — by)).

Si logramos demostrar que |a, —by,| — [l —r|, usando dlgebra de limites podremos concluir. Veamos
que esto es cierto. Debemos mostrar que

(Ve > 0)(3ng € N)(Yn > ng) |lan —bn| — |l —7|| <e.
Sea € > 0. Si observamos lo que estd entre médulo, notamos que

|an = bn| — [l = 7| < |(an — by) — (I —7)]
S ‘an*”+|bn7r|

P
-2 2
=¢&.

Por lo tanto |a,, — b,| — |l — | y usando algebra de limites tenemos

1
lim méx{ay, b, } = lim E(an + by + |an — byl)

1
SU+r+li=r)

=max{l,r}.m

Sea t : N — N una funcién tal que para todo n,t(n) > n y a, una sucesién con lima, = I.
Demuestre que lim a;(,) = [.

Solucion

Como sabemos que a,, — [, entonces dado £ > 0, Ing € N tal que Vn > ng se tiene que |a, — ] < e.
Pero ¥n > ng, tenemos que t(n) > ng y luego |ay,) — [| < ¢, lo que muestra que a;,) — [.m
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P1. Sea u, = 5(1+ (—1)"). Calcular lim “tettin,
Solucion
Notemos que el denominador se escribe como »_;'_; uj. Calculemos esta suma.

I
[N
M3
—~
—
_|_
—
|
—
S~—
ol
N

=1 k=1
~—~——
n n
=5+ (-1
k=1

Para calcular la suma que queda, fijemonos que si n es par, entonces Z:Z:l(—l)’C = 0, pues estamos
sumando una cantidad par de terminos de la forma ((—1) + 1). Si n es impar, n 4+ 1 es par, y

entonces
n n+1
DD =YD - (- =
k=1 k=1
Luego

1 .
— 5 n impar.

n n
R n par
U = n
k=1 2
Por lo tanto, concluimos que

n par

1 n
Dore
n
k=1
Con esto intuimos que deberia ser que el limite es %, pero debemos demostrarlo. Es decir, debemos

mostrar que
n
D =
k=1

_JO0  nopar.
ﬁ n impar.

N N

1 .
5n n 1mpar.

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > nyp) <e

SN
DN | =

Notemos que

k=1
Es decir, Vn € N se tiene que
0< l Y Uk —} < i
“n — 2|7 2n
El Sandwich de Sucesiones implica que
— 0

1Zn: .
- Un — —
n k 2
k=1
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es decir

Dado k € N, estudie la convergencia de la sucesién (n¥q"), donde (g,) — ¢ con |q| < 1.
Solucion
Como sabemos que ¢, — ¢, entonces Ing € N tal que Vn > ng se tiene que

lg| +1
5

0 < lgn| <

Elevando a la potencia n obtenemos que
+1\"
o< = (M)

Multiplicando por n* tenemos que

n

Notemos que como |g| < 1, entonces |q‘2+1
k

que si u € R es tal que |u| < 1, entonces n
que

< 1. Por propiedad demostrada en el apunte sabemos
u™ — 0. Luego, por Sandwich de Sucesiones concluimos

bl — 0

Sea (hy) con hy, >0y (ﬁ) — 0. Demuestre que lim =0.

1
(I4+hp)™
Solucion

Como todos los términos de (h,,) son positivos, inmediatamente obtenemos que Vn € N, 0 <

De la primera desigualdad de Bernoulli tenemos

1
(1+hn)n '

(1+hy)" >1+nh,

es decir
1 1

< .
(I+hp)™ — 1+nh,
Estas desigualdades son vélidas pues todos los h,, son positivos. En resumen tenemos que

0c—1t 1
T+ h)" = 140k,

Notando que
1
1 nhn

1+nhn:ﬁ+1

por la hipdtesis del problema, utilizando Algebra de Limites concluimos que
Sandwich de Sucesiones implica que

1
1+nhy, — 0 y el

1

7(1 ) — 0.m

Sea (vy,) con v, € (0,1) y (%

> ) — 0. Demuestre que lim(1 — v,)" = 0.
Solucion
Notemos que dado que v, € (0,1), entonces —v,, € (—1,0). Por lo tanto 0 < 1 — v, y luego

0 < (1 —wv,)™ Ademds, por la tercera desigualdad de Bernoulli, tenemos que
1
1—v,)" < ——.
( n)" < 1+ nv,
La desigualdad anterior es valida ya que —v, € (—1,0) C (-1, %) ,¥n € N. Andlogamente al
problema anterior se concluye que 1-&-% — 0 y por Sandwich de Sucesiones

(1 - 'Un)n — 0..



P5. Sea (uy,) una sucesién creciente. Probar que la sucesién definida por v, = L(uy + -+ + uy) es
creciente.
Solucion
Sea n € N. Notemos que podemos reescribir v,, como

n
1
Up = — E Uk .
n
k=1

Para probar lo pedido, analicemos la diferencia v, 11 — vy,.

1 n+1 1 n
Un+1 — Up = E Uk — — E Uk
n+ n n+ 1 n
k=1 k=1

nY iy ur = (n+ ) Y0 w

n(n+1)
_ (U1 + Do Uk) — Mg Uk — Dy Uk
nn+1)
_ MUupi1 +n Dkt Wk — Dy Uk — D Uk
n(n+1)
_ Mgy — Soh uk
nn+1)

Como sabemos que Vn € N n(n + 1) > 0, estudiemos qué pasa con el numerador. Sabiendo que
(up,) es creciente, tenemos que Vk =1,...,n ux < u, y entonces

n n
E up < g Uy = NUy,.
k=1 k=1

Obtenemos que
n

NUpt1 — E Up > NUpp1 — MUy = N(Upt1 — Uy) > 0.
k=1
Esto tdltimo por el crecimiento de (u,). Resumiendo, tenemos que v, — v, > 0, lo que implica
que vp4+1 > v,. Esto muestra que (vn) es creciente.g

P6. Para 0 < a < bsea 1 = a, Tnt1 = /TnlYn € Y1 = b, Yni1 = % Demostrar que ambas

sucesiones poseen limite, que limx, = limy, y que si llamamos [ a este ultimo limite se cumple
que Vab <[ < “T‘"b

Solucion

Demostremos que z,, < y,, Vn € N. Notemos que

0< (xn - yn)2
= ngi—zﬂcnyn—l—yi
= dapyn < 22+ 2200 + Y2
— 4xi+1 < (xn + yn)Q

(xn + yn)2

- 4

Tn + Yn
T = yn+1

N

2
=z,

= Tn41

IN

Lo que es valido para todo n € N. Demostremos que y,, es decreciente. En efecto

Tn + Yn

yn+1_yn—T_yn
:xnfyn
2
<0.
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Lo tltimo pues z,, < y,,. Por lo tanto (y,,) es decreciente y ademds acotada inferiormente, entonces
es convergente. Ahora veamos que (z,) es creciente. Observemos que

xnﬂ—xn:\/m—xn
> \/YnYn — Tn
=Yn — Tn
> 0.

Por lo tanto (x,) es creciente y como es acotada superiormente, entonces es convergente. Para ver
la igualdad de los limites basta notar que

Tn + Yn

B , limz, + limy
Ynt1 = — = limy, 41 = limy, = e LEE—

2
= 2limy, = limx, + limy,

= limy,, = lim x,,.

Esto es valido por Algebra de Limites pues ambos limites existen. Recordemos que para una
sucesion (s,) creciente y acotada superiormente, su limite es sup{s,, : n € N}, y para una sucesién
(uy,) decreciente y acotada inferiormente, su limite es inf{u,, : n € N}. En particular, para (x,)
cualquier término es menor que el limite, y para (y,) cualquier término es mayor que el limite. Asf,
considerando n = 2 tenemos que

a+b
Vab=xo <[ <ys = 5 m
Sea u; =ay upy1 = abjiﬁ, con 0 < a < b. Muestre que (u,) es acotada, que es convergente y

calcule su limite.
Solucion
Comencemos viendo que es acotada por b, por induccién sobre n. El caso base es trivial. Supong-
amos que se cumple para algin n € N, verifiquemos que se cumple para el caso n + 1. En efecto
Uy < b <= ui < b
= u2 +ab® < b* 4 ab?
w2 +ab® < (a+1)b?
ab® + u? <2
a+1 —
[ab? + u?2
a+1
<= Upy1 < b.
Donde todas son equivalencias ya que todos los términos involucrados son positivos. Para demostrar
que es convergente, veamos ahora que es creciente. El razonamiento es parecido al anterior.
Uy < b <= ui < b?
= aui < ab?
2 2 2 2
= au, +u;, <ab” +u,
2 2 2
— (a+ Dui < ab®+u;,
2 2
U ab
a+1
2
un+1

<
< Un+41-

Donde nuevamente todo es equivalencia por las mismas razones. Como (u,) es una sucesién
mondtona y acotada, entonces es convergente. Llamemos ¢ = limu,. Para calcular el valor de



2 _ab?4u?
¢ notemos que uy ;= — 7=

y entonces tomando limite obtenemos que

2= ab’ + 2 = (a+ 1) =ab® 4+ 12
a+1
= (a+1)0* - 2 = ab?
= Pla+1-1)=ab?
= al? = ab®
—= P =1
= {=0.
La razén de las equivalencias es analoga a lo anterior.g
Nota: Queda como ejercicio para el lector verificar que s, — s = s2 — s2.
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Calcule
Ii 1 En 1 (1+ 1)
m — n - .
n k
k=1
Solucion
Notemos que

(i) = (422)
=In(k + 1) — In(k).

Luego, reemplazando en la suma obtenemos que

n 1 n
;ln (1 + E) = I;ln(k—i- 1) — In(k)

que es una suma telescdpica cuyo valor es In(n + 1) — In(1) = In(n 4 1). Entonces
1< 1\ 1 1
_Zln<1+_> - M
n k n
k=1

Por otra parte, por propiedades del logaritmo tenemos que %ln(n +1) = In(¥Yn+ 1) y como
sabemos que {/n + 1 — 1, por propiedad demostrada en el apunte In ( ¥n+ 1) —1In(1) =0

n

1
E—ln(n) € Y = Tp —
k=1

Demuestre que z,, = % son convergentes y que tienen igual limite.

Solucion
Comencemos viendo el crecimiento de (z,). Para ello, analicemos el signo de la diferencia de
términos sucesivos, es decir

n+1 n

1 1
an—xn:ZE—ln(n—i—l)—ZE—i—ln(n)

k=1 k=1

1 4l n
n+1 . n+1

en donde para la iltima igualdad se han utilizado las propiedades del logaritmo.

De la Desigualdad Fundamental para el logaritmo sabemos que

In(z) <x—1, Vz>0.

Esto implica que

_1—|—n—n—1_

1 41 n < 1 n n 1 0
n — 1=
n+1 n+1/) " n+l1 n+1l n+1

es decir
LTn+1 — Tn < 0.



Por lo tanto (ajn) es decreciente. Si demostramos que (xn) es acotada inferiormente, tendremos que
es convergente. En efecto, veamos que 0 < x,,,Vn > 2.

En primer lugar notemos que de la Desigualdad Fundamental del logaritmo obtenemos que

o(iod)<t

Si sumamos estas desigualdades tenemos que
In (1 < —
(FEIE o

pero del problema anterior sabemos que la suma de la izquierda vale In(n), y asi

Vk > 1.

??'I'—‘

para obtener que

Se sigue que como (z,,) es decreciente y acotada inferiormente, entonces es convergente.
Nota: Este limite se conoce como la constante de Fuler-Mascheroni y se suele anotar como .

Analicemos ahora la sucesién (y,). De su definicién es directo que y, < x,, en particular, y, < ~.
Si logramos demostrar que es creciente, tendremos que es convergente. Con este fin, estudiemos la
diferencia de términos sucesivos

1 1
yn+1_yn:$n+1_?_ xn_g

+ n
Z n(n+1)— n—1|—1_< %—hl(n)—%)

k=1

Notando que

ST
P k' n+1 Pt k
deducimos que
Yntl — il In(n+1) — il—i—lm(n)—l—l
k k n
k=1 k=1
()
=—+1In
n n+1
Nuevamente la Desigualdad Fundamental del logaritmo nos dice que In (nLH) >1- ”T“ = —% y
entonces
1 1
yn+1_yn2 ———=0.
n o n



P3.

P4.

P5.

En conclusion, (y,) es creciente y como tenfamos que es acotada superiormente, converge.
Para ver que los limites son iguales basta notar que

1 . , P
Yn = Tp — — = limy, =limz, — lim — =limz,,.m
n n

Para x > 0, calcule limn( {/z — 1).
Solucion
En primer lugar notemos que /z = en In(z) 'y por lo tanto n(¥Yr—1)=n (e% In(z) _ 1) . Buscare-
mos calcular el limite usando el limite conocido
e —1

Qn

—1

donde a,, — 0. En efecto, notemos que %ln(x) — 0 y ademds que

n (eiln(m) _ 1) 0 (e% In(z) _ 1) _ L1n(2)

6% In(z) _ 1

L1n(2)

~

In(x).

En conclusién, por Algebra de Limites tenemos que limn(/z — 1) = In(z).m

1 .z
Calcule lim(1 + a,,)=*@an-1 donde (a,) es una sucesién que converge a 0.
Solucion
Notemos que

In(1 + a,
(1+an)mzexp< n(1 + an) )

exp(2a,) —1

Observemos que se puede reescribir el argumento de la exponencial como

In(l1+a,)  In(l+ap) 2ay,
exp(2a,) —1  2a, . exp(2a,) —1
1 In(1+a,) 2a,
T2 an “exp(2a,) — 1
1 In(1+a,) 1
2 an, %'

In(1+an, xp(2an)—1
niten) _, q y exp(ea)

o — 1 cuando a, — 0, por Algebra de Limites

Como sabemos que

In(1+ay)

Sp@a)—T %, y por propiedad demostrada en el apunte

concluimos que
1
lm(1 + a,)=rCa-1 = \/e.m

Las tasas de interés de tres instituciones son 6% anual, 0,5% mensual y 100(e%3% — 1)% cada
cinco anos, respectivamente. Ordene las instituciones de acuerdo a la rentabilidad obtenida en un
depdsito a cinco anos, para los siguientes valores de a: 0,1 y In(3). Recuerde que si en un periodo de
tiempo la tasa de interes es t%, entonces el capital aumenta en ese periodo en un factor (1 + ﬁ).
Solucion

Si llamamos Cj al capital inicial, entonces para cada instituciéon tenemos que el capital luego de
cinco anos sera

e 6% anual — Cy = () (1 + %)5
e 0,5% mensual — Cy = Cy (1 + 16%)60

e 100(e"3* — 1)% cada cinco atios — Cy = Cp (1 + %) = Cpel3e.



Pe6.

Recordando que para la exponencial tenemos x + 1 < e”, Vx € R obtenemos, para las primeras dos
instituciones
5 5
o Co(1+:55)° < Cp (5/109)° = Cpe03

o Co (14 %3)% < Gy (25/190)% 0 = Cpebs

Luego, si a > 1 tenemos que la tercera institucién proporciona una mayor rentabilidad. Si a = 0,
la tercera institucién no presenta utilidad y luego serd la tltima en el ranking.

Para ver como se comparan las otras dos instituciones notemos en primer lugar que su rentabilidad
no depende de «, por lo que podemos evaluar numéricamente obteniendo

5
o (1+1%5) ~ 1,34
60
o (1+95)" ~ 1,35
Por ende, la segunda institucién siempre da mayor rentabilidad que la primera.

En resumen, dependiendo de o tenemos lo siguiente

Valor de «

Lugar [0 |1 | In3
1e" 23] 3
2do 112 2
3er 3|1 1

Para la funcién f(z) = In(1 + €%), determine dominio, ceros, crecimiento y signos. Ademds, deter-

mine para qué valores de y la ecuacién f(z) = y tiene solucién. Use esta informacién para definir

la funcién inversa. Repita el problema para la funcién f(x) = %(ew —e 7).

Solucion
Répidamente notamos que Dom f = R.

Para ver los ceros de f debemos resolver la ecuacién In(1 4+ e*) = 0 en el dominio de f. No es
dificil verificar que esta ecuacién no posee solucién, pues f(z) = 0 <= 1+ e* = 0 y sabemos que
Vax € R €* > 0. Luego f no tiene ceros, es decir, Z(f) = ¢.

Trivialmente, f es creciente por ser composicién de funciones crecientes. Ademas f es siempre
positiva, pues f(z) <0 <= 14" <1 = e” < 0 lo que no es posible.

Supongamos que y es tal que la ecuacién y = f(x) tiene solucién. Si despejamos x obtenemos

y=f(z) <= y=In(1l+¢€")
—e¥Y=1+¢€"
— eV —1=¢"
—In(eY —1) =z.

Notemos que para que esto tenga sentido, debe ser que eV — 1 > 0, es decir, eV > 1 = y > 0.
Luego, la ecuacién tiene solucién sélo si y > 0. Con todo lo anterior, y observando que

f:R — (0,400)
¢ fx)=f(z)

es biyectiva, podemos definir

F1i(0,400) — R

T

k'\_'
L
&
~—
I
—_
=
3
8
|
=

(e* — e™®), observamos que Dom f = R.

Repitiendo el proceso para la funcién f(x) = %



Para encontrar los ceros de f, debemos resolver la ecuacién f(z) =0, con = € Dom f. Asi

Fz) = 0 %(ez C ey =0

e =e "

— e =1
<— x=0.

En consecuencia, Z(f) = {0}.
Es facil ver que f es creciente, por ser algebra de funciones crecientes.

Notemos que f es impar, y entonces sélo nos basta analizar el intervalo (0, +00). Para ver dénde
es positiva, debemos resolver la inecuacién f(z) > 0. Entonces

1
f(x)>0<:>§(em—e_w)>0
— e >e”

e >
< x> 0.

Luego, f es positiva en (0,400) y por imparidad es negativa en (—o0,0).

Sea ahora un y tal que la ecuacién y = f(x) tiene solucién. Si despejamos x tenemos

y=f) e=y=(" —e")

| =

—T

—2y=¢€"—c¢
= 2ye” =e?" — 1

= e? — e —1=0.

Llamemos u = e, entonces tenemos la ecuaciéon u? —2uy—1 = 0 que es cuadratica en u y resolviendo

2y +\/4y% +4
o WEVWIL

y* 41
y recordando que = Inu obtenemos
z=1In (y+ \/y2+1)

donde descartamos la solucién negativa pues Inx estd definida solamente para niimeros positivos.

Observemos que f es biyectiva tal como esta definida y luego tiene sentido
f1i(0,+00) — R
r — fl(x) zln(x—I— x2+1).

Observacion: La funcion f(z) = 1(e* —e™) se llama Seno Hiperbdlico y se anota senh .



Universidad de Chile

Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas
Departamento de Ingenieria Matematica

03 de Junio de 2009

Pauta Guia Problemas Semana 12
Profesor: Jorge San Martin H.
Auxiliares: Gianfranco Liberona, Nikolas Tapia

P1. Demuestre que las rectas y = j:gx son las asintotas oblicuas de las hipérbolas Z—; — Zé—z = +1.
Solucion

En primer lugar, notemos que necesitamos tener la hipérbola como una funcién de x. Para obtener
la forma deseada, podemos despejar y de la ecuacién y pensar que y = y(x) y aplicar definicién
de asintota. Para simplificar un poco los cédlculos, trabajaremos con la hipérbola definida por la
ecuacién con 1, el caso para —1 es andlogo y queda propuesto al lector. Despejando entonces

b

= +2/22 — a2,
y(x) _Va?-a

Para ver que las rectas :I:ga: s6lo debemos mostrar que (por definicién)

r—+o0

lim [y(m) F Zsc] =0.

La razén del limite hacia +o0o es que, como y(x) tiene dos ’'partes’, una asintota correspondera al
limite hacia 400 y la otra hacia —oco. Veamos esto en un dibujo:

Figura 1: Grafico de la hipérbola para a =b = 1.

Calculemos entonces el limite, para esto observemos que

b b b
yx)F-z=-Vat—-a?F —x
a a

a
(b ),
a a

b 2?2 —a’® — 2
_a(miw>
B —ab

B \/m:tx

Va2 —a? + gx
V2 —a? £+ gac

ISEISISEISH

y por lo tanto

lim [y(x) F Zx] =0.

z—+o0



P2.

Los demas casos son analogos y se dejan como ejercicio.

Sif:ACR — R es una funcién, demuestre que el dominio A de f permite estudiar el limite de f

cuando r — x(f ssi existe al menos una sucesién (s,) en A que cumple s, — xg ¥ s, > o, Vn.

Use este resultado para estudiar si en los siguientes casos, los dominios de las funciones permiten o

no estudiar el limite cuando x — xar

(a) A= (xp,20+1)

(b) A={zo+1 : neN}

() A={zo+ ;57 : neN}
(d) A={xo+ 22 . n,meN}
(e) A= (zo,20+1)NQ

(f) A=Q

(g8) A={zo+sen(%) : neN}

Solucion
Demostremos la doble implicancia:

e —) Como sabemos que f permite estudiar el limite cuando x — xér , tenemos que
Vo > 0,3z € AN (zg,z0 + 9]

Como es para todo § > 0, consideremos la sucesiéon 9§, = % decreciente y convergente a 0.
Luego, para cada §,, podemos encontrar s, € AN (xg,x + d,]. Notemos que por estar en la
interseccién, s, € A y ademas s, > xg, Vn € N (pues s, € (g, Zo + 0p))-

Para ver la convergencia, tomemos ¢ > 0. Observemos que como s,, € (zg,zg + ], entonces
$n — 2o € (0,8,] de donde concluimos que

0§|5n*z0|§5n

y por Sandwich de Sucesiones deducimos que s, — xg.

e <—) Dado que s,, — xg sabemos

Ve >0,3Ing € N,Vn >ng s, € [0 — &, 20 + €]

y puesto que s, € A tenemos
Ve >0,3Ing e N,Vn >ng s, € AN[zg—e,x0 + €.

Pero por hipétesis s,, > xq y luego s, ¢ [xg — €, xg], es decir

Ve > 0,3Ing € N,Vn > ng s, € AN (29,20 + €]
y si elegimos § = ¢ tenemos que

V8§ > 0,3z = sp, € AN (20,20 + 9]
lo que significa que A permite estudiar el limite cuando = — x{.
Estudiemos los conjuntos propuestos

(a) Sipermite, pues podemos tomar por ejemplo s,, = xo + n%_l Notemos que no podemos tomar
Sp = xg + %, pues s1 ¢ A.

(b) Sf permite. Tomamos s,, = zg + +.

(¢) No permite, pues cualquier sucesion (s,) que podamos tomar no convergerd a zp, puesto que

debera ser de la forma

n
n = _— 1.
S wo+n+1 To +



(d)

(e)

(f)
(g)

Si m # n, A permite estudiar el limite, pues una sucesién en el conjunto sera de la forma

m+4+n 1 1 nm—oo
=0+ —+— — xp.
n.om

Sn,m = Z0 +

Esto bajo el supuesto que n y m se pueden mover libremente hacia el infinito, ya que en la
definicién de A no se impone la restriccién de que alguno sea fijo. Por otro lado, si m = n, A
si permitird estudiar el limite pues podemos elegir

2n 2
Sp =T+ —5 =To+ — — Xo
n n

y ademads cumple las hipétesis necesarias.

Si permite, pues por densidad de Q en R, siempre podemos tomar una sucesién racional tal
que s, — zo (independiente de si z( es racional o no).

Permite, por las mismas razones anteriores.

Si permite pues s,, = zg + sen (%

aproximacion senf = 6. Esto implica que, en el limite xo + sen(
sucesion si cumple las hipotesis.

) — xg y verifica todo lo pedido pues, para 6 = 0 se tiene la
1) ~ xo+ %, y esta ultima

n

P3. Sean f,g: R — R dos funciones tales que 11'51_1 flx)= lm g(x) ="~

r—+00

Usando la definicién de limite cuando z — 400, demuestre que

lim méx{f(x),g(x)} =¢

T—-+00

lfIJIrl max{f(x),} =¢

1
lim méx{f(x),K—I— x} =/t

r— 400

Solucion

Como sabemos que lim,_, o f(2) = lim,—, 4o g(x) = ¢, entonces por definicién de convergen-
cia de f tenemos
(Ve >0)(Fm >0) (Ve >m) |f(z)—4¢ <e

y similarmente para g
(Ve > 0)(3m’ > 0)(Vz >m') |g(z) —¢] <e.
Luego, si m” = méx{m, m’} entonces Yz > m” se tiene que
[f(z) =l <enlg(z) -l <e.

Notemos que
[f(z) =4 <e<=l—c< f(x)<l+e

y lo mismo para g. Luego, por propiedad de maximo, se tiene que
méx{{ — e, 0 — e} < méx{f(z),g9(x)} < mix{{ +¢,0+¢}.
En conclusién, tenemos que Vz > m’
(- < max{f(x), g(2)} < £+ = |mix{f(z), g(a)} — | < e
de donde se deduce que

lim méx{f(z),g(x)} = L.

Tr——00

Claramente esto es una consecuencia de lo probado anteriormente considerando g(x) = /.



e Para probar que el limite vale /T, debemos demostrar que lfim,_, | o, méx { f(x), L+ %} =/
Yy que max { f(x), 0+ %} > (. Es claro que la segunda condicién es cierta por definicién de
méximo, y el limite se concluye de la primera parte, tomando g(z) = £+ % — L.

P4. Demuestre que si una funcién f : R — R satisface la propiedad
4L > 0,Vxq,z9 € R, |f($1) — f(:L‘Q)l < L|.’171 — Z2|,
entonces, para todo zg € R se cumple que

lm f(x) = lm_f(x) = f(zo).

T—T) T

Verifique que las funciones f(z) =z y f(x) = sen(x) satisfacen la propiedad pero f(x) = 2% no.

Solucion
Dada la propiedad, notemos que tomando x1 = xg y €2 = g + % se tiene que

1
Tro — Lo — —
u

=L
U

1
y tomando limite en u — +o00, por Sandwich concluimos que
, 1
JMn f (xo * u) = fl@o)

es decir

lim_f(x) = f(xo).

w—>$0

1

El limite hacia z, se concluye andlogamente considerando xy = 2o — .

e Veamos que f(x) = z cumple la propiedad. En efecto, notemos que si 21, z2 € R, entonces
|f(z1) = f(22)| = |21 — 22| < L1 — 22|, VL2>1

En particular, tomando L = €™, se concluye.

e Veamos que f(x) = senz verifica la propiedad. Si z1,z2 € R, notemos que

2 cos (xl—;xz)sen (ml ;m2>’ < |2sen (xl ;m2>' <lxy — a2

de donde se obtiene que L = 1 cumple lo pedido.
2

|sen(zy1) — sen(z2)| =

e Por otra parte, f(x) = 22 no cumple la propiedad, pues si la cumpliera, tendriamos que 3L > 0

tal que
|x% —x§| = |71 — o||71 + 22| < L|wy — 2| <= |21 + 22| < L, Vay,70 €R.

Pero tomando 21 = 22 = L concluirfamos que 2L < L, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, f(z) = 2% no cumple la propiedad.

Nota: FEsta condicidn se llama Lipschitzianidad (en honor a Rudolph Lipschitz) de una funcion.
Se dice que una funcién que cumple la condicion es Lipschitz de constante L, o simplemente L-
Lipschitz.

P5. Considere una funcién f : R — R que satisface las siguientes propiedades:

Vo, a €R, f(xy +22) = f(z1) + f(x2) y  lim f(z) = f(0).

rz—0t
Pruebe que

(a) (Vzo € R) se cumple lm,, .+ f(z) = f(xo).



(b) (Vxo € R) si (gn) es una sucesién que converge a xg tal que (Vn € N), ¢, > zg, entonces

lim f(gn) = f(20)-
(c) (Vg € Q) se cumple f(q) = qf(1). X

Indicacion: pruebe por induccion la férmula para q € N, y luego extiéndala a q € Z y q = +,
conn € N.

(d) (Vzo € R) se cumple f(xo) = zof(1).
Indicacion: use la densidad de los racionales en R.

Solucion

(a) Notemos que:

h’m+ f(z) = ulirr;of (wo + i) = uhg& [f(xo) +f <i>} .

I*MEO

En este punto, notamos que lim, . f (%) = lim,_,¢+ f(z), que sabemos que existe. Luego,
por algebra de limites:

i o)+ 7 (3)] = i o)+ Jim g () = i sloo) + i (0) = Fa) + £10).

Vemos que probando que f(0) = 0, llegarfamos al resultado. Para esto, notemos que

f(0) = f(0+4+0)=f(0)+ f(0) (Propiedad de f)
= f(0) = f(0) + f(0)
<~ f(0)=0

Asi, uniendo todo lo anterior, hemos demostrado que, (Vo € R):

ll'm+ f(z) = f(zo).
.’_EHZO
(b) Observemos que ¢, — xa’, y entonces ¢, — o — 0. Antes de seguir, probemos las siguientes
propiedades
e (Vzr €R) f(—x)= —f(x). Basta notar que f(0) =0 = f(z + (—x)) = f(z) + f(—=x) de
donde se concluye.
o (V1,70 € R) f(x1—x2) = f(x1) — f(x2). Del hecho que f(z1 — x2) = f(z1 + (—x2)) =
f(z1) + f(—z2) y de la propiedad anterior se concluye.
Teniendo esto, observemos que f(g,—xo) = f(gn)—f(x0) y luego lim f(g,)— f(x0) = lUm f(g,—
xo). Si logramos demostrar que teniendo una sucesién a, — 07, entonces lim f(a,) = 0
podremos concluir. Notemos que esta propiedad no es equivalente a la propiedad del enunciado,
porque aqui estamos tomando limite de sucesiones.
Sea entonces a,, — 07, esto quiere decir que a, > 0, Vn € N y ademaés

(Ve > 0)(Ing € N)(Vn > ng) an, <e.

Por otra parte, sabemos que lim,_,o+ f(z) = 0 o equivalentemente lim, 1 f (%) = 0, esto
quiere decir que

<e.

(Ve > 0)(Fm > 0)(Vu > m) ‘f (i)

Debemos demostrar que
(Ve > 0)(3ng € N)(Vn > ng) |f(a,)| <e.

Sea ¢ > 0, luego Im > 0 tal que |f (%)| < e, Yu > m. Pero de la convergencia de a,,, tenemos
que para € = %, dny € N tal que a,, < %7 es decir ai > m, ¥n > ng. Luego tomando n{, = ng
tenemos que Vn > n{,, (% > my luego

’f (1>‘ = |f(an)l <.



Esto implica que lim f(a,) = 0.
De aqui podemos concluir que lim f(g,) — f(z¢) = lim f(g, — z¢) = 0, de donde se deduce que
lim f(¢n) = f(20).

(c) Sigamos la indicacién. Comencemos probando la propiedad para el caso ¢ € N por induccién.

El caso base es directo, ya que f(1) = 1f(1). Supongamos ahora que se tiene para n € N, y
busquemos probar que también se tiene para el caso n + 1. En efecto, tenemos que:

fin+1) = f(n)+ f(1) =nf(1) + f(1) = (n+1)f(1).

Por lo tanto, la propiedad se tiene para los nimeros naturales.

Extendamos ahora la propiedad para los enteros. Aqui tenemos dos casos, si g € Z es tal que
q > 0, tenemos exactamente el caso anterior. Para el caso g < 0, usando que f(q + (—q)) =
f(0) = 0, notemos que:

flg+(=q) = fla) + f(—=q) =0 = f(q) = —[f(—q)]-

Y como ¢ < 0 = —¢q > 0, concluimos que:

(@) = —[=qf(1)] = qf (1),

por lo que tenemos la propiedad, (Vg € Z).

Ahora, probemos la propiedad para ¢ = %, con n € N. Para esto, notemos que > -, % =1.
Por lo tanto, aplicando la funcién en la igualdad, tenemos:
“ 1 = 1 .
f Z )= fl) <= Zf i f() (Propiedad de f)
i=1 i=1
1
— nfl=]=fQ)
n
1 1
= —)==f1
f(3)-2w
Con esto, para concluir el caso general, notemos que g € Q se puede escribir de la forma g = 7=,

conm € Z, n € N.
Probaremos primero el caso para m > 0. Notemos que ™ = 3
cumple la funcién, tenemos que

1G)=1(£3)-2() - 3)

=1

m 1
i=1n

, ¥ por la propiedad que

y por la propiedad (x), se concluye que f(*) = = f(1), (¥m > 0).

Para el caso m < 0, se procede de forma similar, pero para que tenga sentido el limite superior
de la sumatoria, recurrimos a expresar la fraccién como 2 = —3 " % El resto de la
demostracién, queda como ejercicio para el lector.

Con todo lo anterior, queda demostrado que (Vg € Q), f(q) = qf(1).

(d) Por densidad de Q en R, para cada 2y € R podemos construir una sucesion g, tal que ¢, — :var

y gn € Q, ¥n € N. Luego, por la parte anterior f(g,) = ¢,f(1) y por ende
lim f(gn) = lim g, f(1) = lim g, - lim f(1) = zo f(1).

Para concluir notemos que nos falta verificar que lim f(g,) = f(zo), pero esto lo probamos en
la parte (b). Por lo tanto

flzo) = xof(1).m

P6. Sean f,g: R — R dos funciones que verifican:
(Var, 22 € R) f(22) > f(21) + g(z1) (21 — 22)

(a) Muestre que (V1,22 € R), g(z2)(x1 — x2) > f(x2) — f(21) > g(21) (21 — 22).



(b) Probar que si g es una funcién acotada entonces (Vxy € R) se cumple

lim_f(z) = lim f(z) = f(zo).

(¢) Probar que si
lim g() = lim g(x) = g(a)

z—at T—a~
entonces
Solucion

(a) De la propiedad enunciada, obtenemos directamente que

fz2) > f(x1) + g(21) (21 — 32) = f(22) — f(71) > g(71) (71 — T2).

Ahora, como sabemos que la propiedad se cumple para cualquier valor de x, invirtiendo la
posicién de x1 y 2, se tiene que

f(x1) 2 f(z2) + g(@2) (22 —71) == —g(z2)(22 —21) > f(22) — f(71)
= g(x2)(z1 —x2) > f2) — f(21).

Y finalmente, uniendo ambas desigualdades, podemos concluir que, (Vz1,z2 € R):
g(@2)(z1 — 22) = fw2) — f(21) 2 g(21) (21 — 22).

(b) Como g es acotada, tenemos que (IM,m € R) tales que m < g(z) < M, (Vz € R). De la
parte anterior,

g(x2) (w1 — x2) > f(22) — f(21) > 9(21) (21 — 22),

y como esto se cumple para todo valor de x; y x5, tomemos en particular a ©1 = xg, y
To = xo + % Asi,

- g(onri) ( 01701) >f($0+i>f($0)29(xo) (xoxollb)
— M(—i) 2f(a:0+u> ~ f(xo) Zm(_i)

De donde, tomando el limite cuando u — oo, concluimos por Teorema del Sandwich que
, 1
lim f i) + - = f(l‘o),
U— 00 u
lo que, denotando =z = zg + %, equivale a decir que

lim f(z) = f(xo)-

IHIO

Considerando ahora 1 = z¢ y 22 = 29 — %, y procediendo en forma andloga a lo anterior, se
concluye que

m_ f(z) = f(xo).

T—T

Por ende, hemos demostrado que

lim_f(z) = lim f(2) = f(ao).

m—>r0 T—xTy



(c) De la primera parte, considerando 1 = x = a + % y T3 = a,

g(x)(x —a) < fla) = f(z) < gla)(z —a)

g(x) < w < g(a)
~ala) > KT > g0,

donde z —a = % > 0, por lo que pudimos dividir sin problemas, y manteniendo la desigualdad.
Luego, tomando el limite cuando x — a™, concluimos por Teorema del Sandwich, que

lim ————=
rz—at r—a

Para el caso de x — a, el proceso es analogo, salvo porque, aqui, z —a < 0 y se debe invertir
la desigualdad al momento de dividir. De todas formas, esto queda como ejercicio para el
lector. Hecho esto, queda demostrado que:

lfm f@) = flo) _ lfim

r—at r—a r—a~ xr—a
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P1. Calcule los siguientes limites, si es que existen.
(2) lim (108, (2) + 10842 (7).
|
(b) lim M.
x

17—)1
oz _ 3z
lim ———
(c) 720 In(1+ z)

esen(w) s

(d) lim

x—0

Solucion:

(a) Realizando un cambio de base, para trabajar sélo con logaritmos naturales, tenemos que

_ In(2) In(m)
S In(l142z)  2In(l+2)

(10g1+w (2) + 10g(1+w)2 (71'))

Y por lo tanto:

i o In(2) In(7)
lim 2(1081.45(2) + 108112 (m) = limo <ln(1 T 2t a)

_— (2111(2) ;—ln(w)) <ln(1x—+— m))
In(1+z)

Y finalmente, recordando que h’rr%) ——— =1, concluimos que
xTr—

iiino 2(logy 15 (2) +10g(114)2(7)) = ili% (2111(2)24- ln(ﬂ)) (hl(lg: x)) — In(2y/7).

(b) Observamos que h’m1 vz = /1 propiamente, y por teorema de la composicién, concluimos que
r—

h’rn1 cos(v/x) = cos(v1). Repitiendo el argumento, podemos asegurar en forma andloga que
Tr—

h’m1 In(cos(v/z)) = In(cos(v1)). Finalmente, por dlgebra de limites, concluimos que

lim In(cos(v/z)) = In(cos(v/1)).

r—1 €T

(¢) Desarrollando la expresién, notemos que

y 2T _ 3T p e In(2) _ e In(3)
praay In(l1+2z) 220 In(1+ z)
e In(2) _ e® In(3) _ 141
= lim
x—0 hl(l + SL’)
e® In(2) _ 1 e® In(3) _ 1
= lim —
=0 ( In(1+ z) In(1+ x) )
) (exln(Q) _ 1) T (eacln(3) _ 1) T
= 1 In(2) — In(3
vy ( xIn(2) In(l+2) n(2) zIn(3) In(l+x) n(3)



(21 _1)
zIn(2)

(2103 _1)
z In(3)

In(1+4x)

x

= lim
z—0

= lim

Y dado que lim
z—0 z—0

= 1, por algebra de limites,

concluimos que
27 — 3" 2
lim — =1In(2) —1 =In(=].
Py In(1 + z) 8(2) ~ In(3) = In <3>

(d) Nuevamente, desarrollemos la expresién hasta llegar a limites conocidos.

) escn(z) Y ) escn($) —eT—141
lim —— = lim
z—0 x z—0 X

) (esen(z‘) -1 et — 1)
= lim —

x—0 €T x

— lim (ese“(”) —lsen(z) e® — 1)

z—0 \  sen(x) x x

eT—1 _ h’m e:;en(:z;)_l
x

L S = lim % = 1, por algebra de limites, se concluye que
xr—

Y ya que lim
z—0 z—0

sen(z) _
m & ¢ —1_1=0.

z—0 T

P2. Determine la existencia de lim [z]z, para cada zg € R.
T—To

Solucion:
Intentemos descartar algunos puntos. Si consideramos xg € Z, notemos que

lim [o]z = lim [xo— H (xo— i) — (20 — 1)z0.

Ty U—~+00

Y por otro lado

1 2
u) = Zg-

Asi, notamos que el inico nimero en Z que verifica la igualdad de estas expresiones es g = 0. Por
lo tanto, concluimos que el limite no existe, (Vzg € Z \ {0}).

1
lim [z]z = lim [azo + u] (mo +

QJHQJ-O*- u——+00

Ahora, para considerar a los elementos que nos quedan en R\ Z, consideremos zy € (m, m + 1),
(Vm € Z), y calculemos sus limites laterales:

1

lim [e)z = lim {xo _ H (xo _ u) — [zo]o,

=z u——+00

1 1
lim [z]z = lim [3:0 + } <3:0 + ) = [xo]xo.
U U

x—mcf)r u—+00

Lo que implica que, Vzo € (R\ Z) U {0}, lim [z]z existe, y mds ain:
T—x0

lim [z]z = [xo]xo.
r—Xo

P3. Sea f una funcién tal que f(z) > 1 para todo © > 0y f(x) < 0 para todo x < 0. Determine cudles
de los siguientes limites nunca pueden existir: ll'm+ f(z), lim f(x), HH(l) f(x).
z—0 z—0~ T—

Solucion:
Dadas las condiciones del problema, vemos directamente que los limites laterales a = 0 verificarian
lo siguiente:

lim f(z)>1 A lim f(z) <0.

z—0t z—0~
Por lo tanto, nunca se dard que los limites laterales sean iguales, lo que nos permite concluir que
il’i% f(x) jamds podré existir.



P4.

P5.

Pé6.

Determine para qué valores de a el siguiente limite existe: h'n}) |z|*(1 — e*) sen (1).
€Tr—

Solucion:
Desarrollemos la expresion:

; a x 1 . ’ a/ . 1
ili%|l‘| (1 —¢€")sen (sc> = ili%—m (e — 1) sen (x)
(e® —1)sen (1)

x

1
T

= lim —|z|*
x—0

. 1
Y recordando que h’n}) e=l=1y h’n}) % = lim *2® — 0, concluimos que el limite pedido
xTr— xr—

x U— 00

existe si y sélo si h’r% |z|* existe, lo que sélo ocurre si a > 0.
xr—

arcsen

= (”), demostrando que para todo v € [0,1], 0 < arcsen(v) < \/1117 y aplicando el

Calcule h’n%

Teorema gel Sandwich.

Solucion:

Recordemos que, V& € [0, g] se tiene que sen(z) < x
v = sen(x), observamos en primer lugar que v € [0
anterior se tiene

< tg(z). Si hacemos el cambio de variables
,1]. Ademds, reescribiendo la desigualdad

v < arcsen(v) < tg(arcsen(v)).

sen(z) __ sen(z) _ v

cos(z) \/lfser@(a:) T V1w

Por otra parte, observemos que tg(x) = ~. En resumen

v

Vo €[0,1] v < arcsen(v) < ——.
[0, 1] (v) T
Luego, si dividimos por v obtenemos

arcsen(v) 1
1< <
v V1—1v?

y por teorema del Sandwich, haciendo v — 0 concluimos que

lim arcsen(v)

v—0 v

=1
Usando la definicién de 11'1_{1 f(z) = £ demuestre que
Tr— 100

lim arctg(x) = z

T—+00 2

Para ¢ > 0, escoja m = tg(§ — ). Recuerde que arctg es creciente y acotada superiormente por 7.

Solucion:
Como se pide demostrar el limite por definicién, debemos probar que

arctg(x) — Tl <e.

(Ve > 0),(Im > 0),Vz € [m, +00), 5

Siguiendo la indicacién, dado € > 0, consideremos m = tg(F§ — ). Luego, para z > m, y dado que
la funcién arctg es creciente, tenemos que

7 T
T >tg (5 —5) = arctg(z) > 576
y ocupando la tltima informacién presente en la indicacién, notemos que, para todo x,

arctg(z) < g < — +e.

|



Por lo tanto, uniendo la informacién recolectada:

T
5 € <arctg(z) < = +¢,

7r
-2
lo que justamente quiere decir que
m
arctg(x) — 5 <e,

de donde se concluye lo que queriamos demostrar.

. Calcule todas las asintotas de la siguiente funcién y determine si lim existe.

x—0
arctg(x) <0
sen(z) 0<z<l1
) = z(x—1)
f(x) . o1
72'{2:?2 e 1<z

Solucion:
Comencemos calculando las asintotas horizontales. Directamente, tenemos que:
24+ x+22 1
Ii = lim ————e 22
AW = e
de donde vemos que % — -1,y €7 — 1. Luego, por édlgebra de limites, concluimos que la
recta y = —1 es asintota horizontal de f en +o00. Ahora, calculemos:
lim f(z) = lim arctg(x)
T——00 T——00
= lim arctg(—=x)
r——+00
= lim —arctg(z)
r——+00

=— IEIJ,T}OO arctg(x)

T
5"

De donde se concluye que la recta y = —7 es asintota horizontal de f en —oo.

Calculemos ahora las asintotas verticales. Notemos que los tunicos lugares donde podrian existir

es justo donde se cambia la definiciéon de la funcién. Siendo asi, debemos calcular los limites para

z— 0", x— 1" yparaz — 1T.

1
lm f(z) = lim @) gy, senl@) —
o0+ e—0t z(x—1) 20t x (x—1)
) . sen(z) . sen(z) 1
1 =1 — 7 =1 ——
R f() R x(x —1) s T (x—1) ’
24z +a% _ 1
If = lim 28T -F -
o /(@) oot 1—g2 ¢ >

Luego, concluimos que la recta x = 1 es asintota vertical de la funcién.

Ahora, veamos la posible existencia de asintotas oblicuas. Para esto, calculemos m para cada una
de ellas:

2 2
my = lim @: lim ﬂe*ﬁzo.lzo’
r—+o0 I z—+too 1 — 3
t t
my = 1m 18 gy Aetel@) oo arete(@) o v o weosu)
z5—00 z——00 I z——oo tg(arctg(z)) u——7% tg(u) w——% sen(u)

Y notemos que al calcular n; y ng, volveremos a obtener las asintotas horizontales de la funcién
(16gico, ya que las pendientes de las posibles oblicuas dieron cero). Por lo tanto, f no posee asintotas
oblicuas.



Ps.

P9.

Finalmente, veamos si lim f(z) existe. Para esto, notemos que:

r—0
1
lm f(z) = lim &) _ g, se0@) — 1,
z—0+ e—0t z(x —1) a—ot =z (z-—1)

lim f(z) = lim arctg(z) = 0.
z—0~ z—0~
Luego, como los limites laterales son distintos, HH(l) f(x) no existe.
Tr—

Sea f una funcién tal que h’rll f(z) =Ly seag(z) =sen(x)f(z). Demuestre que si ¢ = 0 entonces

lim g(x) =0y quesi lim g(z) existe, entonces ¢ = 0.
r— 400 T—+00

Solucion:
El primer resultado es directo (nula por acotada).

Para la segunda implicancia pedida, usaremos el truco utilizado en el apunte para demostrar que
sen(x) no posee limite.
Asi, definiendo a, = § +27n y b, = 37” + 27n, notemos que lima,, = limb,, = 400, y ademas,

glan) = sen(ay) f(an) = f(an) A g(bn) = sen(by)f(bn) = —f(bn).

Luego, como sabemos que g posee limite para * — 400, evaluando para a, y b,, tenemos lo
siguiente:

limg(a,) =lim f(a,) =¢ A lmg(b,) =lim—f(b,) = —lim f(b,) = —¢.

Y finalmente, por la unicidad del limite, se debe cumplir que £ = —¢, lo que sélo se tiene si £ = 0.
Demuestre que para todo polinomio p(z) se cumple que 11'3_1 (x)e”* =0.
T—T00

Solucion:
En primer lugar demostremos que

(VE€N) lim zFe ® =0.

r—+o0

o _x_\k+1 . .
Para esto tomemos k € N. Notemos que podemos escribir e* = (e kT ) y aplicando la desigualdad

14—~ k+1< @
k+1 =c

Ademids, como estamos tomando limite hacia 400 tendremos que =z > 0 y luego
k

de la exponencial a eF+T tenemos que

x>

T xT

<
(1+ %)

Notando que en el lado derecho tenemos una divisién de Polinomios con el grado del numerador
menor que el del denominador, por Teorema del Sandwich concluimos que

0< —
S

lim zFe™* = 0.
x—-+00

Ahora, dado que un polinomio cualquiera se escribe como

n
p(x) = Zakx’“, ar € R
k=0
Vemos que

n
p(x)e ™ = Z aprie ™
k=0

y utilizando Algebra de Limites concluimos que

lim p(z)e™® =0.;

T— 00
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P1. Un cuerpo lanzado al vacio, formando con la horizontal un angulo «, describe una trayectoria

P2.

2
parabdlica por accién de la gravedad cuyas ecuaciones son x = vgcos(a)t, y = vgsen(a)t — %,
determinar la direccién del movimiento para los primeros 5 segundos, siendo o = 60, vg = 507,

bosquejar.

Solucion

Notemos que, para obtener la direccién del movimiento en cada punto pedido, necesitamos la
pendiente de la recta tangente a la funcién en ellos. El problema es que la derivada que necesitamos
para esto, es la de y con respecto a x, vale decir, %, pero sblo tenemos expresiones del estilo x(t)
e y(t). Para solucionar esto, recordemos la regla de la cadena, que nos indica lo siguiente:

dt  dx dt’

dy _dy da

Teniendo esto en mente, calculemos las derivadas necesarias, y despejemos lo que buscamos:

dx

pri 2’ (t) = vg cos(a),
d

d—‘z =1y/(t) = vosen(a) — gt.

En conclusién p p
Yy Yy
3 — t = — . 3 X — =
vosen(a) — g T v cos(a) 12

Y con esta expresién, podemos encontrar la direccién en los primeros 5 segundos, lo que se expresa
en la figura siguiente:

gt

te(e) - vo cos(a)’

350
300
250
200 z A\

=
> Vg ?
150 - 1=3

100

50

0 I I I I I I I I I )
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
T

En un triangulo ABC se cumple: a = v/b? + ¢ — 2bccos . Si consideramos que b, ¢ son constantes
y « variable, demostrar que g—; = hq, en que h, es la altura del tridngulo correspondiente a la base
a. Interpretar el resultado geométrico de este resultado.

Solucion

Calculemos g—z. Comencemos por aplicar la regla de la cadena:
da d 1 d
— = —/b2 + 2 —2bccosa = - —(b% 4+ % — 2bccos ).
doo  da v 22 + ¢2 — 2bccos o da( )



Directamente, observemos que

d
—(b* 4 ¢* — 2bccos ) = 2besen a.

da
Asi, tenemos que
da besen a _ besena
doo /b2 + 2 —2bccosa a

Dibujemos la situacién:

Notemos que, por Teorema del Seno se tiene

sena  sen csen o
= f = =sen
a

a C

pero ademas

senf = hj N becsen o — h..
b a
En conclusion
@_,
do Y

P3. Derivar las siguientes funciones:
(a) y =sen (J:COS('T)) + cos (xse“(z))

_ n J;—tg(l')
(b) y= z+sec(z)

(c) y = arcsen (ﬁ%ﬁ%)

Solucion

(a) Por Algebra de Derivadas, podemos calcular cada derivada por separado y luego sumarlas.
Entonces:

e Notemos que podemos reescribir la expresién como sigue
sen (xcos(x)) — sen (ecos(z) ln(:v))

y por regla de la cadena tenemos que

!

(Sen (xcos(w)>>l _ (Sen (ecos(a:) ln(z))) — cos (ecos(az) ln(a:)) ) (ecos(z) ln(z))/

y por regla de la cadena nuevamente
(eeonte @) = o) - (cos(i) )
Aplicando la regla del producto tenemos

(cos(x) In(x))" = —sen(z) In(z) + cos(z) - é,



y juntando todo lo anterior concluimos que

/
1
(sen (mcos(r)>> = cos (ecos(m) ln(m)) - geos(@) In(z) . (cos(w) - — —sen(z) ln(x)>

T

= cos (st(m)) goos@) . <C°S(z) — sen(z) ln(x)) :

xT

e Andlogamente

(cos (a:sen(x))> / = —sen (xsen(”)) - gten(@) (senx(ac) + cos(x) ln(ai)) .

Luego, la derivada original se concluye sumando ambos resultados.

(b) Resolvamos esta derivada utilizando el operador logaritmico L.

e
_ 1 [z—tg(x)
n £ [x + sec(x)}

1

= — (Ll — tg(x)] - L[z + sec(z)]) -
Y recordando que L[f] = fTI:

_1/1- sec?(x) 1+ sec(z) tg(z)
£l n ( x —tg(z) x + sec(x) ) '

Luego, ¥ =y L[y].

(c) Por regla de la cadena

28 - ()

2
4+5 cos(r))

Aplicando la regla del cuociente a la 1ltima expresion:

( 3sen(x) )' _ 3cos(z)(4 + 5cos(w)) + 15sen?(x) _ 15412 cos(x)
4+ 5cos(x)

En conclusion, la derivada es

;o 1 15 + 12 cos(x)
- 3sen(x) 2 (4 +5 COS(J"))2 .
L- (4+5 cos(m))

P4. Considere la funcién dada por la regla

(a) Pruebe que si n > 1 se cumple que h'rrb f(z) = f(0).

(b) Pruebe que si n > 1 entonces f es derivable en zg = 0, pero para n = 1 no.

(¢) Calcule f'(x) para x # 0 y encuentre para qué valores de n se cumple lin}) flx) =
T—

Solucion

(4 + 5 cos(z))? (4 +5cos(x))?



(a) Calculemos directamente el limite pedido:

1 sen (1 1 se
lim f(z) = lim 2" sen () = lim J;"_l# = lim sen(u) =0,
z—0 z—0 x r—0 = u—oo 1 u
e o . . . sen(u)
donde la ultima igualdad se justifica por el limite conocido lim =0,y dado quen > 1,
U—00 u

ﬁ converge (a 1 paran =1, y a cero para los demds casos).
Con esto, el Algebra de Limites, y el hecho de que f(0) = 0, nos permiten concluir, y queda
demostrado lo pedido.

(b) Calculemos la derivada en xy = 0 por definicién:

h 1
/ _ e _ s — 11 n—1 -
70) = i FEIE) < i R i en ()

Notemos que si n = 1, entonces tendremos que
7/(0) = lim sen 1
—0 h

que sabemos no existe.

Sin > 1 tendremos el caso conocido de nula por acotada, y entonces f'(0) = 0 (en particular,
f es derivable en 0).

(¢) Supongamos que z # 0 y n > 1, entonces por regla del producto tendremos que

f(@) = (33 sen (;)) — e sen (;) L <sen (;))

Para calcular la derivada que queda, usamos la regla de la cadena:

() -2 oo (2)
69 =t (1) - s (1),

Por argumentos analogos a la parte anterior, el limite en 0 existird ssi n > 2.

En conclusién:

P5. Encuentre la recta tangente a la curva de ecuacién
62 arcsen(yz) _ In (1 + ],‘2 + y2)

en el punto P donde la curva corta el eje de las abscisas (y = 0), con abscisa positiva (z > 0).
Solucion

En primer lugar, determinemos el punto P. Del enunciado ya sabemos que serd de la forma (zg,0).
Podemos hayar xy imponiendo la condiciéon y = 0 en la ecuacién y despejando para x, es decir:

l=In(1+23) <= 1+25=e+= 29 =Ve— L.

Luego, P es (ve—1,0).

Para obtener la pendiente de la recta, en primera instancia deberiamos disponer de una ecuacién
explicita para y(z). Como esto a priori no es posible, derivemos implicitamente a ambos lados.

e Lado izquierdo: Comencemos usando la regla de la cadena
(62 arcsen(ya:))l — 62 arcsen(yz) | (2 arcsen(y;v))’.

Recordando que (arcsen(z)) = \/1%7 y usando regla de la cadena nuevamente tenemos que

(2arcsen(yz))’ = . (yx)’

1—(yz)?
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y por regla del producto tenemos que

(yz)' =y'z +y.
En resumen: ) (v2)
/ 26 arcsen(yx
2 arcsen(yx)) _ /
e = —(yr+vy).
( e 'z +y)
e Lado Derecho: Usando la regla de la cadena
2 2\ _ 1 2 2y/
Mn(1+e®+9%) = grmpe (LHet 447

y por algebra de derivadas
A+a?+y%) =0+22+ (y?)".

Nuevamente por regla de la cadena
!/
(v*) =2y

y en resumidas cuentas:

2z + 2yy’
In (1 2 2)) = =2
(In (1+2% +57)) 1+ 22 + 42
Luego, juntando todo lo anterior
262 arcsen(yx) , 27 + Zyy/
1 —y?a? Woty)= 1+a2+y?

Como necesitamos ' cuando y = 0, reemplazamos la condicién para obtener que

o0/ 2z
T =
4 1+ 22
puesto que arcsen(0) =0y e = 1.
Concluimos que
1
r_
Y =1y

La ecuacién de la recta tangente estd dada por
Yy —yo = (o) (2 — o).

En nuestro caso, tenemos que yg = 0 y que zg = v/e — 1. Asi, la recta tangente por el punto P a
la curva es

L: y:é(x—\/e—l).

Encuentre la recta tangente a la curva de ecuacién
3 2
In 1 +a°+vy | =sen(yx)

en el punto P donde la curva intersecta al eje de las abscisas (y = 0), con abscisa positiva (z > 0).

Solucion
En primer lugar, calculemos el valor de x en el punto que nos impone el problema. Para esto,
reemplacemos y = 0, y notemos que

3 3
In (4 + 22 +O> =sen(0) <= In (4 +x2> =0.

Luego, aplicando la funcién exponencial a la igualdad, tenemos

St ==1=z 21:>a::1.
4 4 2
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Ps.

Donde nos hemos quedado con la respuesta positiva, dadas las condiciones del problema. Ahora,
para calcular la recta tangente, necesitamos %', por lo que procederemos tal como se hizo en P5,
partiendo por derivar implicitamente ambos lados de la ecuacién. Siendo asi, comenzando por el
lado izquierdo, tenemos que

!
3 1 3 ' 1
In(=+2%+ = (S 2%+ = (20+7v).
< (4 y>> 34224y (4 Y 3424y ( v)

Ahora, derivando el lado derecho, tenemos

(sen(yz)) = cos(yx) - (yz) = cos(yz) - (y'z +y).
En este punto, reuniendo lo obtenido hasta ahora

1

— 2z + ) =cos(yz) - (v'z +y).
T4y (2z+y') (yz) - (y'z +y)

Aqui, imponemos los valores de = e y encontrados recientemente (x = % e y =0) y despejamos y':

1 1 1 Y
(1 4y)=cos(0)- [Y=+0) = ~1+/1~<>
%+%+0( y') COS()<y2 ) 1( y') 3

— 14y ==

= 9y =-2

Y tal como se hizo anteriormente, se concluye que la recta buscada es:

1
S

Sea f: R — R una funcién tal que |f(x) — f(y)| < a(z — y)? para todo z,y € R con a > 0. Pruebe
que f/: R — R existe y f/(x) =0, para todo = € R.

Solucion

Sea xp € R. Notemos que escogiendo z = zg + h e y = x¢ tenemos que |f(xg + h) — f(xo)| < ah?,

es decir
|f(@o + 1) — f(x0)]
h
Tomando h — 0, por Teorema del Sandwich concluimos que

lim |f(@o + ) = f(z0)]
h—0 |h]

< ah.

= 0= |f'(xo)]

de donde se concluye el resultado.

Determine un punto en que la curva 22 +y2 = 238 ¢ k constante, corta al semieje positivo OX
y escriba las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva en dicho punto.

Solucion

Un punto P(z,y) sobre la curva que cumpla las condiciones antes descritas deberd necesariamente
tener y = 0, es decir, serd una solucién de la ecuacién z? = 1, y como buscamos una solucién
positiva, el punto que cumple esto es (1,0). Teniendo esto, buscamos la recta tangente por el punto
(1,0). Para encontrar la pendiente, derivemos implicitamente la ecuacién de la curva:

e Lado Izquierdo: Directo.
!/
(:L'2 + yz) =2z + 2yy.

e Lado Derecho: Usemos la regla de la cadena

(er’arctg %), _ e2karctg% . (Qkarctg Q)' )
x



Para esta derivada notemos que 2k es una constante y luego

! !/ 1 !

(Qk arctg Q) =2k (arctg Q) =2k - 2 (Q)

x T 1+ %2 x
Para la derivada restante, por regla del cuociente tenemos
(yy y'r—y
x/) a2
y en conclusién
skarctg 1\ 92k arctg ¥ y/.I -y 92k arctg ¥ .
€ * - 1 y2 : .’L'2 - .’L'2 + 2 : (y € y)
+ = Y

En resumen, la derivacién implicita resulta en
2k arctg £
2ke @ ,

(Y'r —y)

2z + 2yy’ = o E

e imponiendo las condiciones antes encontradas
2:2k-y’<:>y’=E.

Luego, la recta tangente a la curva por este punto es de ecuacion

L:y=—(x—1).

| =

Y similarmente, la recta normal a la curva por este punto es
N:y=—k(z—-1).

Yy Y Yy
,'/ 1 ///
Jy=gl@—ve-T) |/
/ y=-2(-4) 1/ e
[/ y=5@@-1)
y=y(@) )
- 0 N /
o y=y) y=yl@) / /
x x . x
/f‘//,’ // 7/
g N\ / ~ 7/
/ \ / ‘ y=—hz—1)
"““/ . f/ //
/ \ ’ \
AN |
(a) P5 (b) P6 (c) P8
: Graficos de las Rectas Tangentes :

P9. Cousidere las funciones siguientes definidas para todo z > 0: f(z) = 4/ 22':_”;3 , 9(7) = 23 -3z +-ax+b,

h(z) = 4carctg(L) — csen(cz) + d. Encuentre los valores de las constantes a, b, ¢ y d, sabiendo
que f y g tienen la misma recta tangente en z = 1 y ademads que las rectas tangentes a f y h son

perpendiculares en z = 0.
Nota. Dado que h no estd definido en = = 0, considere su limite cuando z tiende a 0.

Solucion
Tal como se ha hecho en problemas anteriores, necesitamos obtener las derivadas de cada funcién,



para asi poder calcular sus respectivas rectas tangentes en los puntos que corresponda. Siendo asf,
comencemos por calcular las derivadas de todas las funciones propuestas.

Ploy=t. L (2t "1 [2+4a (32%2+3) - (2427
2 2+a3 2+ 2V 2+a3 (2+z)?
2+x

g (z) =32% — 6z +a
W(z) = — (;)/—ccos(cx)-(cx)'— — <1>—c2cos(caj)= e 2 cos(en)

:1+x%' 1t L \a? 22+ 1

Ahora, impongamos las condiciones del enunciado. En primer lugar, nos dicen que las funciones
f v g poseen la misma recta tangente en x = 1, luego, para que esta situacion se tenga, tanto las
funciones como sus derivadas deben ser iguales en este punto. Asi, tenemos:

f)=gl)<=1=a+b-2<=a+b=3,

1
F)=4¢01) 3=a- 3.
De donde despejando, se obtiene que a = 1—30 yb= —%.

Para la segunda condicién del problema, primero sigamos la indicacién del problema, calculando el
limite pedido:

1
lim h(z) = lim 4carctg () —csen(cr)+d = lim 4carctg(u)—csen ( )+d = 4Cg+d = 27e+d,
x

C
r—0t r—0t u—+00 u

donde se aplic6 un resultado conocido para sen(z), y uno probado en los problemas de la Semana
13 para arctg(z).

Ahora, nuevamente debemos imponer que las funciones sean iguales en el punto indicado, pero
ahora la condicién para las derivadas es f'(0) - A'(0) = —1. Siendo asi, tenemos:

f(0) = h(0) <= 1 =27wc+d,

F(0)-1(0) = ~1 4=~ (e~ ) = 1.

Y despejando tal como antes, se obtienen los valores ¢ = =2,y d = 47 + 1.
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P1. Sea f: [—%7%] — R dada por

In(1+x)
— sen(z) .’£7£O
x) =
o = {7

Demostrar que la funcién f’ estd dada por

sen(®) _og(z) In T
{1+w () In(1+=) 1‘750

(sen(z))?

1 _
3 z=0

f'@) =

y encontrar el polinomio de Taylor de orden 2.

Solucion:
Comencemos calculando la derivada de f para x # 0. Por la regla del cuociente, tenemos

)

n 2)\’ n z)) sen(z) — In x)(sen(x))’ Sinﬂflnl x) cos(x
f’(x)<1(1+ >)<1<1+ )’ sen(x) — In(1 + z)(sen(x))’ _ *Fr5’ — (1 + ) cos(x)

sen(z) sen?(x) - sen?(z)

que es justo lo que se nos pedia obtener en esta rama.
Ahora, para el caso x = 0, debemos calcularla por definicién. Siendo asi, tenemos

In(1+h)
; f(h) - f(O) P sen(h) 1 , ln(l + h) - sen(h)
’ _ JW) = Ju) _ _
F10)= ilzli% h ]’11,11{%) h %{r%) hsen(h)

Dado que hemos llegado a una expresién del tipo %, usemos la regla de L’Hopital. Entonces:

lim In(1 +h) —sen(h) Y (In(1 + h) —sen(h))" lim 1_%,1 —cos(h) — lim 1 — cos(h) — hcos(h)
h—0 hsen(h)  h—0 (hsen(h)) ~ n—o0sen(h) + hcos(h)  h—0 (1 + h)(sen(h) + hcos(h))’

Y tras una nueva inspeccion, notamos que seguimos teniendo una expresién del estilo ya mencionado;
por lo que nuevamente podriamos aplicar L’Hopital. De esta manera:

lim 1 — cos(h) — hcos(h) — m [1 — cos(h) — hcos(h)]’
h—0 (1 4 h)(sen(h) + hcos(h)) h—0 [(1 + h)(sen(h) + hcos(h)))
— lim sen(h) — cos(h) + hsen(h)
h—0 1 - (sen(h) + hcos(h)) + (1 + h)(cos(h) + cos(h) — hsen(h))
1

5

Donde la tdltima igualdad, se da al evaluar los limites conocidos que resultaron.

Para encontrar el polinomio de Taylor de segundo orden, necesitamos ademés f”(0), cuyo valor se
encuentra en forma andloga a como se encontré f/(0), y se deja como ejercicio para el lector. Sea
como sea que se resuelva, obtendremos f”(0) = 1. Asi, el polinomio pedido es
FO0)==-0) O - 0 _, =z, 2

Jr:c
1! 2! 2 2

Py(x) = f(0) +

22

P2. Sea f(z) = ez . Demostrar que f' = zf y que para n € N

£ (@) = 2o f ™V (w0) + (n — 1) f"7 (xo)
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Use esta férmula para encontrar el polinomio de Taylor en torno a 1 de orden 4 y el polinomio de
Taylor de f en torno a 0 de orden n, cualquiera.

Solucion:

Calculemos f”:
2

.E2 / x
fl(z) = (67> =e7 -z =uaf(x).
Entonces, si n > 1, por la Férmula de Leibnitz:

n—1

™ () = (2 @)™ D = S (771 o) p1-8) (4.
7O a) = (e () kz(” £ )

Notemos que para la funcién z se tiene que z(¥ = z (definicién), M =2/ =1y luego =z =
0, Vk > 2. Utilizando esta informacién en la expresién anterior observamos que de la sumatoria
s6lo quedaran los términos con k =0y k = 1, pues para los demas z(*) = 0. Asf

7o) = (") Dare @+ (M) 00 =@ + - 0 )

y evaluando en x( se obtiene el resultado.

Con esto, calculemos las cinco primeras derivadas (incluida la de orden 0 que es la funcién) evaluadas
en 1:

f’()+1 f() 2f(1) =2v/e
FOM+2-f1)=2/e+2/e=4/e
Q) +3- F@(1) = 4/e + 6,/e = 10\/e

Y asi, el polinomio de Taylor de orden 4 en torno a 1 es:

Ty(x) = e + el — 1) + ve(z — 1) + zﬁ(x S Ve gy

24

Para calcular la expansién de Taylor en torno a 0, notemos que de la formula obtenida con anteri-
oridad tenemos que

F(0) = (n— 1) f*=2(0).
Entonces, podemos notar que f((0) = f(0) = 1, f/(0) = 0- f(0) = 0, f"(0) = 1- f(0) = 1,
f(0) =2- f'(0) =0, y por induccién se puede verificar que
£ (0) = 1-3-5-...-(k—=1) ,kPar .
0 , k impar

Luego, el polinomio de Taylor pedido sera, dependiendo de la paridad o imparidad de n:

(z) = L g B 4 R par
v _ n—1 . .
' L g Lt g 185 Det oy mpar

Esto es asi, ya que en el caso de n impar, ya vimos que f (”)(()) = 0, por lo que el ultimo término
de la sumatoria no aparecera.

Demuestre que si f alcanza un méximo en xo y es derivable en xg entonces f'(zg) = 0. Use este
In(14-22)

hecho para encontrar el maximo de la funcién = o

Solucion:
Mostremos en primer lugar el siguiente resultado:

Si xg es mdzimo de f, entonces

(Ve >0) f(zo—c¢) < f(zo) A flzo+¢) < f(zo)
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Demostracién: Por contradiccién, supongamos que

(3E>0) flwo—2) > f(wo) V flzo + &) > f(z0)-

Es directo que esto es una contradicciéon con el hecho que zg es maximo de f. Luego, se tiene la
propiedad.m

Una vez dicho esto, notemos que como f es derivable en xy en particular los limites laterales en la
definicién de derivada existen y ademéds
f(z) = f(xo)

lim MSOS lim 2/ /"0
oz T — To z—>mg+ T — o

Esto ultimo se tiene por la propiedad recién demostrada, y como ambos limites son iguales se tiene
que

f'(20) <0 < f'(z0) = f'(x0) =0.m

Ahora, calculemos f/(z) para la funcién que se propone en el enunciado, utilizando el operador
logaritmico L:

L[f(z)] = L[In(1 + £E2)] —L[1+ xz]

2x 2x
(1+22)In(1+22) (1+a2)
~ 2z(1—In(1+ x?))
(14 22)In(1 + 22)°

Y por ende

ron ~ In(1+2?) 2z(1-In(1+42?) 2z(1—In(1l+2?))
Fw) = J(@) Ll @) = 1+22  (1+2)hn(l+a2) (1+22)?

Ahora, debemos resolver la ecuacién f'(x) = 0, para € Dom f. Entonces

ron 22(1 — In(1 + 2?))

= 22(1 —In(1+2?%)) =0
—=2r=0vin(l+2?) =1

<—r=0Vr==+ve—1.

=0

Observemos que dado que f es par, si encontramos un maximo en x( entonces —zxy también serd
un maximo. Por este motivo, nos basta analizar las soluciones positivas.

Como obtuvimos 3 soluciones, debemos evaluar en cada una para ver cual(es) efectivamente es(son)
méximo(s) de la funcién.

e f(0)=0.
o f[(We=T)=1¢

Por lo tanto, f tiene maximos en +v/e — 1 y valen &

<.
Demuestre que si f”(x) existe entonces

lim J(wo+h)+ f(zo —h) —2f(x0)
h—0 h2

— f//(wo)

Use esta expresion para probar que si f tiene un minimo en xy entonces f”(xzg) > 0. Con ayuda de
esto ultimo, determine si 0 es un minimo de la funcién

sen(x) 0
f(sc){1 oo



Solucion:
Para la primera parte, notemos que en el limite propuesto, tanto el numerador como el denominador
tienden a cero, cuando h — 0. Luego, es vélido aplicar la regla de L’Hoépital, y tendremos lo
siguiente:

1 f(zo+h) + flzo —h) — 2f(x0) _ I f'(xo +h) — f'(x0 —h).

h—0 h? h—0 2h

Esto dltimo, recordando que la regla se aplica sobre la variable del limite (en este caso, h), y
sabiendo que x( es una constante. Luego, notemos que:

f'(xo +h) — f'(x0 = h) f'(wo+h) — f'(wo — h) — f'(x0) + f'(20)

fim, 2h = Jo 2h
. flwo+h) = f(zo) | f'(z0) = f'(m0 —h)
— 1 .
s 2h + 2h
Por 1ltimo, notando que
o Pt ) = ) o) = fa =) _ [ (eo)
h—0 2h h—0 2h 2

se concluye que

im £ @0 )+ flzo = h) = 2f(xo) _ f"(wo) | f"(w0)

e
h—0 h2 2 2 - f (l'o)

Probemos ahora la segunda parte del problema.

Notar que si 2o es un minimo de la funcién f, se tiene que

f(x) > f(xo), Va € Dom(f).

Luego, en particular tenemos que
f(xo+h) > f(xzo) A flzo—h) > flzo).

Si sumamos ambas expresiones, se tendra que
f(xo +h)+ f(zo —h) —2f(x0) > 0.

En este punto, dividiendo a ambos lados por h2, y luego tomando el limite cuando h — 0, tenemos
que
lm f(xo+h)+ flzo —h) —2f(x0)

lim 2 >0 < f"(z0) > 0.m

Terminemos el problema, probando si zg = 0 es efectivamente un minimo de la funcién presentada.
Utilizando la primera parte, calcularemos f”(0) como sigue

fO+h)+ f(0—h) —2/(0)

" _ ;
) = Jim h2
_ e () + f(=h) —2£(0)
= E
. senh(h) + senﬁ;lL) _9
h—0 h?
2sen(h) — 2h
= 1,
hm h3

Vemos que el numerador y el denominador tienden a cero en esta situacién, por lo que podremos
aplicar la regla de L’Hopital. Tras hacer esto, seguiremos en la misma situacion, por lo la regla sera
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aplicada dos veces en total. Asi:

. 2sen(h)—2h  _, 2cos(h)—2
}llli% h3 o f11~>0 3h2
_ oy —2sen(h)
h—0 6h
— Ym 2 sen(h)
h—0 6 h
2 1
6 3~

De lo que concluimos que xg = 0 no es minimo de f.m

Encuentre el desarrollo de Taylor de la funcién (1 4+ z)™ de orden n en torno a 0. Interprete su
resultado en términos del teorema del Binomio.

Solucion:
Necesitamos saber el valor de f(*)(0),Vk € N. Para esto, calculemos algunas:

o fOMO)=1=20

n!
o fM(0)=n= "

o fP(0) =n(n—1)= %%

Razonando por induccién, se puede mostrar que f)(0) = n(n —1)(n —2)---(n — k) = (n%'k),

En conclusién, el polinomio de Taylor de orden n en torno a 0 de la funcién f(x) = (1 + x)™ esta
dado por

n n

"L R0 n! n
T(z)=) Al )x"=Z(nMw’“=Z(k)l"“
k=0 k=0 k=0

que es justamente, la expresién que da el Teorema del Binomio de Newton para (1 + x)™.




