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P1. Usando la definición de límite demuestre que:

a) ĺım
x→π

√
sin(x)

ex
= 0

b) ĺım
x→0

sin( 1
x
) no existe.

c) ĺım
x→2

x
x−1

= 2. (Use caract. ε - δ)

d) (Propuesto) ĺım
x→8

√
x+ 1 = 3

P2. Calcule los siguientes límites si existen:

a) ĺım
x→1

x
1

1−x .

b) ĺım
x→0

ln(cos(x))
x2

.

c) ĺım
x→0

1−cos(πx)
sin(x2)

.

d) ĺım
x→0

esin(x)−ex
x

.

e) ĺım
x→1

xax−1
x−1

.

f ) ĺım
x→1

1− 3√x
1−
√
x

P3. Demuestre que si f : R → R, satisface la pro-
piedad:

∃L > 0,∀x1, x2 ∈ R, |f(x1)−f(x2)| ≤ L|x1−x2|

entonces (∀x0 ∈ R) se cumple que:

ĺım
x→x−0

f(x) = ĺım
x→x+0

f(x) = f(x0)

Verifique que las funciones f(x) = x y f(x) =
sin(x) (Hint: | sin(x)| ≤ |x| ∀x ∈ R), satis-
facen esta propiedad, pero f(x) = x2 no la
cumple.

P4. (Propuesto) Un semicírculo de diámetro PQ
descansa sobre la base de un triángulo isósce-
les PQR para formar la región de la figura. Si
A(θ) es el área del semicírculo y B(θ) es el área
del triángulo isósceles (PR = QR = a), se pide
calcular:

ĺım
θ→0+

A(θ)

θ ·B(θ)
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Resumen

1. Límite de una función

Definición 1.1 (Punto de acumulación). Sea A ⊂
R un subconjunto cualquiera de R. El real x̄ se lla-
ma punto de acumulación de A si existe alguna su-
cesión (xn) ⊂ A tal que xn 6= x̄, ∀n ≥ n0 algún
n0 ∈ N y xn → x̄

Definición 1.2 (Límite). Sean f : A ⊆ R → R

y sea x̄ punto de acumulación de A. Diremos que
f tiende al real ` ∈ R cuando x tiende a x̄ (i.e.
f(x) → ` cuando x → x̄), o bienque ` es el límite
de f(x) cuando x → x̄ (i.e. ` = ĺım

x→x̄
f(x)) si pa-

ra toda sucesión (xn) con valores en A, convergente
a x̄ y tal que xn 6= x̄, se cumple que la sucesión
(f(xn)) es convergente a `

Teorema 1.1 (Unicidad del límite). Si una función
f tiene límite cuando x→ x̄, entonces dicho límite
es único.

Teorema 1.2 (Álgebra de límites). Sean f y g
dos funciones y x̄ ∈ R tales que: ĺım

x→x̄
f(x) = `1

y ĺım
x→x̄

g(x) = `2, entonces:
1. ĺım

x→x̄
(f + g)(x) = `1 + `2.

2. ĺım
x→x̄

(f − g)(x) = `1 − `2.

3. ĺım
x→x̄

(f · g)(x) = `1 · `2.

4. ĺım
x→x̄

(f / g)(x) = `1 / `2.

5. ĺım
x→x̄

αf(x) = α`1.

Teorema 1.3 (Sándwich). Sean f ,g, y h tres fun-
ciones y x̄ ∈ (Dom(g))′ Si

∃δ > 0∀x ∈ Dom(g) ∩ [x̄− δ, x̄+ δ] f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)

y además ĺım
x→x̄

f(x) = ĺım
x→x̄

h(x) = ` entonces,

ĺım
x→x̄

g(x) = `

Propiedad 1.1 (Límite de la composición). Si

ĺım
x→x̄

f(x) = L y ĺım
x→x̄

g(x) = l

ĺım
x→x̄

(f ◦ g)(x) = ĺım
y→l

(f(y))

Teorema 1.4. Si f : a ⊆ R → R y x̄, ` son
tales que: ĺım

x→x̄
f(x) = `, entonces para cualquier

subconjunto B ⊆ A tal que x̄ ∈ B se tiene que
ĺım
x→x̄
x∈B

f(x) = `

Teorema 1.5. Sea f : a ⊆ R → R y x̄ ∈ A′. Sean
B, C ⊆ A, tales que x̄ ∈ B′, x̄ ∈ C ′ y B ∪ C = A.
Si

ĺım
x→x̄
x∈B

f(x) = ĺım
x→x̄
x∈C

f(x) = `

entonces ĺım
x→x̄

f(x) = `

Teorema 1.6 (Caracterización ε - δ). ĺım
x→x̄

f(x) = `

ssi:

(∀ε > 0)(∃δ > 0),∀x ∈ A[0 < |x− x̄| ≤ δ] =⇒ |f(x)− `| ≤ ε

2. Límites conocidos

1. ĺım
x→x̄

√
x =
√
x̄

2. ĺım
x→x̄

pn(x) = pn(x̄)

3. ĺım
x→x̄

ex = ex̄

4. ĺım
x→x̄

sinx = sin x̄

5. ĺım
x→0

sin(x)
x

= 1

6. ĺım
x→0

1−cos(x)
x2

= 1
2

7. ĺım
x→1

ln(x)
x−1

= 1

8. ĺım
x→0

ex−1
x

= 1
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