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P1. Para n > 1 se definen:
"1 1
xn:< ——ln(n)>, Yn = Ty — —
n
k=1

i) Demuestre que la sucesion z,, es de-
creciente y que la sucesion y,, es cre-
ciente.

ii) Deduzca que ambas sucesiones con-
vergen y que lo hacen al mismo limite
[ tal que: 0 <[ < 1.

i11) Deduzca que:

ol g+t
lim
n—00 ]n(n)

3=

=1

iv) Justifique que:

lim {%H—i-#%-"'—l—i = In(2)

n—00 n+2
P2. Calcule en caso de existir los siguientes li-
mites:
a) lim £ In(1+ ™) con a > 0
b) lim L 1In(3 + 2¢™)

¢) Mim 5 35 In(1+ %)

o el
d) lim In(1+1)

1
e) lim(cos(L))==*G)

P3. Sea a € (0,1) fijo. Considere la sucesion
(@pn)n>1 definida mediante la recurrencia:

apr =a, Qapy1 = an(2 - an)

a) Demuestre que Vx € R se tiene que
x(2—12) <1

b) Pruebe que Vn > 1, a, € (0,1).

c¢) Demuestre que (a,),>1 €s una suce-
sion monotona.

d) Argumente sobre la convergencia de
(@n)n>1 y calcule su limite.

P4. (Control 2, 2002) Para a > 0, definimos
la sucesion s, = n%\[ ,n € N (Nota:
wa=r < a=r1r")

a) Si0 < a < 1 pruebe que lim(s,)=1.
Hint: Defina la sucesion h,, = s, — 1
y demuestre que h,, — 0 utilizando
desigualdad de Bernoulli y teorema
del séndwich.

b) Sia > 1 pruebe que lim(s,) = 1.
c¢) Sia, — [ >0, demuestre que:

1
n2/an

lim =1

d) Sia>b> 0, calcule:

1

lim
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1 1
n — ——1 ) n — 4dn T —

k=1

P1. Para n > 1 se definen:

i) Demuestre que la sucesion z,, es decreciente y que la sucesion y,, es creciente.
X, decreciente:

Calculamos x,,1 — z, y analizamos el signo:

n

n+1
1 1
xnﬂ—xnzzz— E—ln(n%—l)—i—ln(n)
k =

-1
1 ) n
= n
n+1 n+1

recordando las desigualdades fundamentales del logaritmo:

(Vz € (0,00))1 — é <ln(z)<z—1

tenemos que:

1_n—|—1§1n n < n__y
n n+1 n—+1

construyendo la expresion de z, 11 — z,, a partir de esta desigualdad tenemos que:

n-+1 1 1 n 1 n
1-— + < + In < + —1
n n-+1 n+1 n—+1 n+1 n+1

L oo () <o
n
nn+1) “n+1 n+1/) ~

de qui se deduce que (Vn > 1) z,41 — 2, < 0 lo que quiere decir que x,, es decreciente.

Yn Creciente:
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Calculamos vy, 11 — v, y analizamos su signo:

1 1

yn—i-l_yn:l’n—i-l_xn_—l"i__
n

n —+
1 . n 1 +1
= n — —
n+1 n+1 n+1 n
()
=In + —
n+1 n

aplicando desigualdades fundamentales del logaritmo obtenemos:

0<1 n +1< 1
n f— —
- n+1 n ~ nn+1)

de esto se desprende que y, 11—y, > 0 (¥n > 1), lo que quiere decir que ¥, es creciente.

Deduzca que ambas sucesiones convergen y que lo hacen al mismo limite [ tal que:
0<I< 1.

En la P1. Auxiliar 10 demostramos que si u,, es creciente y v, decreciente tal que
lim(u,, —v,) = 0, entonces tanto u,, como v,, convergen y lo hacen al mismo limite. Este
ejercicio es una nueva aplicacion de esa propiedad general ya que:

y luego por éalgebra de limites, utilizando la propiedad referenciada se tiene:

lim(z,,) = lim(y,)
El procedimiento particular para llegar al resultado anterior es el siguiente:

1
n

Como x,, decreciente se tiene que:

T4 > %> > x>y, (VR >1)
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iii)

luego v, es acotada acotada superiormente en particular por x;:

yngxl

Como vy, es creciente y acotada superiormente entonces converge (teorema de sucesio-
nes mondtonas), ademéas, como vimos anteriormente y,, — x, también es una sucesion
convergente, luego por algebra de limites:

-1
lim(z,) = lim(y,) — lim(y,, — x,,) = lim(y,,) — lim — = lim(y,,)
n

por lo tanto x,, también converge y lo hace al mismo limite que y,, llamando a este
limite [/, debido a la monotonia de las sucesiones se tiene que:

Y <y <<y, <<z, < <x9 <14

en particular para n =1

Deduzca que:

’ 143+ +2 .
{ _
n—00 ]n(n)
Notamos que:
1—|—%+---—1—%_ 1 = 1 z,+In(n) =, 41
In(n) ~ In(n) —~k In(n) In(n)
Como @ es nula y x,, converge:
x
=0
In(n)
sigue que:
1+34---+1
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iv) Justifique que:

If R SOOI B G Y
fm oot — 5 =1In

Analizando la expresion dentro del limite:

1 n 1 n +1_ 1
n+1 n+2 2n k:n—i—lk
syl
Lk k
k=1 k=1
= Zo, + In(2n) — z,, — In(n)
2n
= T9y, — Ty +In —
n

= T9, — T, + In(2)

luego:

1 1 1
lim { + +~~~+—} = lim (xgn—xn+ln(2)>

nsoo | M+1 n+4+2 2n n—00

vemos también que los términos de la sucesion s, estdn contenidos dentro de de la
sucesion x,, esto implica que convergen al mismo limite:

lim x5, = lim z,
n—roo n—oo

luego, aplicando algebra de limites:

lfm (x% — Tt 1n(2)) — In(2)

n—o0

con esto se demuestra que:

1 1 1
i o+ — > =1In(2
nl—{go{n—l—l—{_n—i—Q—i_ +Qn} n(2)

P2. Calcule en caso de existir los siguientes limites:
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a)
b)

c)
d)

lim n(n?(exp(z) — 1) — 1)

In(n) )

lim (=7

Km (In(n))?

lim £ In(1 + €™) con a > 0.

Trabajamos la expresion dentro del limite:

1
—In(1 4 e*") = In(V1 + e™)
n

vemos que para a > 0:

Ve < {1/1 + e < {726“”
e® < U1+ e < e23/2

por teorema del saindwich la sucesion /1 + e? — e®. Esto implica que:

In(V/1+e) — In(e”) =a
lfm + In(3 + 2¢™)
Anélogo al procedimiento anterior:
1
—In(3 + 2¢") = In(V/3 + 2¢n)
n

analizando lo que esta dentro del logaritmo (Vn > 1):

V2en < /3 4 2en < /4en
6\753 \"/3+26”§6{L/4_l

por teorema del sandwich /3 + 2e™ — e y luego:

Ifm (lln(?) + 2e")> =1In(e) =1

n—oo n
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£) Mm g5 (1 + )

Analizando lo que esté dentro de la sumatoria:

n

_Zln Zl (k+1):%21n(1+k)—ln(k)

la sumatoria corresponde a una telescopica, de esta forma soélo sobrevive el primer y
altimo término:

% Z In(1+ k) — In(k) = % (In(1 +n) — In(1)) = % In(n+1) = In(VnF 1)

Como la sucesion +/n + 1 — 1 entonces:

lim — Zln 1+ (11'111 \"/n+1>:1n(1):0

n—oo N n—oo

Como se vio en clases y en el apunte (pag. 190) se tienen los siguientes dos limites
conocidos:

Seaa, »acR
lim —— =€ (1)

Sea a, — a € (0, 00)
1 —1 1
i dn M@ 2 (2)
a

n—0o00 ap, — Qa

El objetivo de esta pregunta es construir ambas expresiones para obtener limites cono-
cidos, teniendo esto en cuenta, trabajamos la expresion al interior del limite:

Ye—1  en—1  en—1 -0 en—-1 5-0
ln(l—i-%)_ln(l—i—%)_ln(l—i—%) < O_%— In (14 1)

acd podemos reconocer la sucesiéon convergente:
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esto se obtiene al utilizar el limite (1)

ademés utilizando el limite (2), la siguiente sucesion también converge:

In (14 %)) —In(1)

(1+1)-1 —1

aplicando algebra de limites tenemos que:

lim (cos (%)) 51“21(%>

Trabajando la expresion dentro del limite se tiene que:

(e () T <sm21<%> i o (1)>)

pero utilizando identidades trigonométricas:

() 1 (2) - (o () o (2)

reemplazando:

o (% . (COS (%))) o <<1 - cos<1f/§5(35<1( ’li)z:osu/n»)

Del apunte sabemos que si a,, — a € R:

cos(a,) — cos(a)

por lo tanto la sucesion:
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1 1 1 . 1
cos — —_— =
n Y 1+cos(l/n) 2

teniendo esto en cuenta ahora analizamos la expresion:

In(cos(1/n))
(1 —cos(1/n))

y vemos que en virtud del limite (2):

In(cos(1/n))
(1 —cos(1/n))

——1

por lo tanto:

_— In (cos (;)) ol 1.1y L
Jm p((1+cos(1/n))(1—Cos(l/n))> B p( ! 2)‘@

concluyendo:

1 ﬁ_} 1
COS | — ——
n Ve

P3. Sea a € (0,1) fijo. Considere la sucesion (ay,,),>1 definida mediante la recurrencia:
ap = a, Gpy1 = an(2 - an)
a) Demuestre que Vo € R se tiene que z(2 —z) < 1.

Esto equivale a demostrar que:

r(2—2)—1<0

en efecto:
r(2—2)—1<0
= —2?4+20-1<0
— —(z-1?*<0
— (r—1)*>0

en donde la ultima desigualdad se cumple para todo x € R



Universidad de Chile
Departamento de Ingenieria Matematica
MA1001-Introduccion al Célculo

b)

Pruebe que Vn > 1, a,, € (0,1).

Como tenemos una ecuacion de recurrencia es adecuado demostrar la proposicion uti-
lizando induccion.

Caso base (n = 1):

CL1:CL€(0,]_)

Hipotesis inductiva: a, € (0, 1)
Induccion: a, € (0,1) = a,+1 € (0,1)

Tomando la hipotesis inductiva se tiene que:

O<a, <1
1<2-a,<2 = (2—a,) >0
= 1 = an(2 —a,) >0

ademés de la parte a) sabemos que a, 11 = a,(2 — a,) < 1. La igualdad se tiene en el
caso en que a,, = 1 pero por hipétesis inductiva a,, < 1 luego:

0<ap1 <1 <= a,1€(0,1)

Demuestre que (ay),>1 €s una sucesion mondtona.

Para esto calculamos a,,; — a, y analizamos su signo, en efecto:

Apt1 — Ap = an(2 - an) — Gn
=an(2—a,—1)
=ap (1 —ay,)

——
>0

luego a, 1 —a, >0 < a,y1 > a,, esto quiere decir que a,, es monotona creciente.
Argumente sobre la convergencia de (ay),>1 y calcule su limite.

De la parte b) tenemos que a,, < 1, (Vn > 1), luego al ser creciente y acotada superior-
mente a, converge, teniendo en cuenta que la sucesion a,; toma los mismos términos
que la sucesion a,, se tiene:
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lim a,y; = lim a, =1
n—0o0 n—0o0

luego aplicando algebra de limites:

como a, € (0,1) entonces descartamos la solucion [ = 0, de esta forma:

lim(a,) =1

P4. (Control 2, 2002) Para a > 0, definimos la sucesion s, = #, n € N (Nota: Va=r <

a

a:r”Z)

a) Si0 < a < 1 pruebe que lim(s,)=1. Hint: Defina la sucesion h, = s, — 1 y demuestre
que h,, — 0 utilizando desigualdad de Bernoulli y teorema del sandwich.

Sol. Siguiendo las indicaciones definimos la sucesion:

vemos que h, > 0 por lo que podemos utilizar la desigualdad de Bernoulli I:

(14 hy)™ > 1+nh,

Notamos que la desigualdad de Bernoulli se cumple Vn € IN, por lo que podemos escoger
en particular n = n?, esto con el fin de eliminar la "/a en el lado izquierdo.

Sigue que:
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1
— Z—1>n%h,
a

1 /1
— —|--1 > h,
n a

Con esto hemos encontrado una cota superior para h,. De esta forma:

1 1
oghn§<——1)—2
a n
1 1
(2-1) Lo
a n

entonces, en virtud del teorema del sdndwich, la sucesion h,, es nula y por algebra de
limites:

Como

lim (s,) = lim (h,) +1=0+1

n—oo n—oo

Por lo tanto s,, — 1.
b) Sia > 1 pruebe que lim(s,) = 1.

Para este caso ya vemos que si bien a > 1 entonces 0 < i < 1, utilizando la parte a) y
algebra de limites:

1
Va

1
1

)

lim(s,,) = lim(

= lim

pero como a~ ' € (0,1) por la parte a):
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luego:

1
2 ’
/-1 hm( - )
/-1
a

por lo tanto s, — 1

c) Sia, — 1> 0, demuestre que:

lim =1

1
n /an

Como a, — I, (Ve > 0)(3Ing € IN) tal que:

l—e<a,<l+e (Vn>ny)

en particular para e = %

l< <3l
2~ 2
21 a2 /3l
< < d
ﬁ—f— ;
1 1

— < — S

luego, por teorema de sdndwich:
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d) Sia>b> 0, calcule:
1

var + b

Trabajando la expresion dentro del limite:

lim

1 1 1 1

como /a — 1y ademas (S)n — 0, ya que b > a > 0, la sucesion

1 1 1
lim ——— =lim i

$
IS
3
V)
—
_|_
—~
|
~—
3



