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[ SEMANA 1: MATRICES

Usa estas notas al
margen para con-
sultar de manera

. maés rapida el ma-
1. Matrices terial. Haz tam-
bién tus propias
1.1. Definiciones b asicas anotaciones. ¥
Definicién 1.1 (Matriz). Una matriz A, de m filas y n columnas con matriz

coeficientes en el cuerpo K (en este apunte K serd R 6 C) es una tabla de
doble entrada:

ail Q1n
A= , ai; €K, Vi=1,....m, j=1,...,n.
Aml e Qmn
Notamos también la matriz como A = (a;;) y denominamos M, (KK) al M (K)

conjunto de todas las matrices de m filas y n columnas con coeficientes en
el cuerpo K.

Definicién 1.2 (Igualdad de matrices). Dadas dos matrices A € M, (K), B €
M (K), diremos que son iguales si y sdlo si: A

Il
s+]

(m=m")A(n=n")A Vi€ {l,...,m},j€{1,...,n},ai; = bi;)

Un caso especial de matrices son aquellas de n x 1. Estas matrices se lla-
maran posteriormente vectores de IK™. Asi nuestros vectores seran matri- vector de K™
ces de una sola columna.

Construimos una estructura algebraica sobre M, (IK) a partir de las ope-
raciones definidas en el cuerpo K. Se define la suma de dos matrices como A+B
sigue:

VA,B € an(]K), A+ B= (aij + bZJ)

Por ejemplo, en (R, 4+, -):

1 2 3 n 0 -1 2y (1 15
0 -1 =2 3 1 2) " \3 0 0/
Es facil verificar que

Proposicién 1.1. (M,,,,,(K),+) tiene estructura de grupo Abeliano.

DEMOSTRACION. La suma es asociativa y conmutativa, como herencia de
las mismas propiedades en el cuerpo K.
El neutro aditivo es 0 € Mpmn(K)

0=1|: .. | €Mp(K).
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Elinverso aditivo de A = (a;;) es —A = (—aj;). Por ejemplo, en My3(C):

i 0 0, (=i 0 0)_
1 —i 0 -1 i 0)~

_fit—1 0+0 0+0\ (0 O O —0
~\1l-1 —i+i 040/ \0 0 0/ ™
Luego
(i 0 0)_(—2 0 O
1 =4 0) \—-1 ¢ 0)°

O

Definicién 1.3 (Producto de matrices). Dadas A = (a;5) € M (K), B =
(bij) € My (K) se define el producto C = AB como aquella matriz
C € M (K) tal que

T
Cij = E airbey, t=1,....m,j=1,...,n.
k=1

Claramente C € M, (K).

Ejemplos:
1. En (R, +,"),
1 -1 0 1 2 -1 0
AZ( >€M23(]R,), B=10 2 -1 0 €M34(]R,)
1 2 1
10 -1 0
1 2 -1 0
:C:A-B:(l -1 0) 02 -1 0 :(1 0 0 O>€M24(IR,).
1 2 1 2 6 —4 1
1 0 -1 1
2. En (C,+,),
A= (_ia Z, 0) € M13((D)
i
B=11 €M31((D)
0
= C=AB=—i-i+i-1+0-0-=1+1i€ M;;(C).

Observacién: La multiplicacién de matrices no es conmutativa.
Por ejemplo en Maa(R) :

o) o) =G Go)o)-(o)




Dos propiedades importantes de la multiplicacion son las siguientes:

Proposicién 1.2.
1. Asociatividad: St A € M,,,,(K),B € M,,4(K),C € My (K), en-
tonces:

A(BC) = (AB)C' € Mus(K).

2. Distributividad con respecto a la suma: Dadas A € M,,,,(K), B,C €

M,s(K), entonces
A(B +C) = AB + AC € Mps(K).
De igual manera se tiene la distributividad por el otro lado.

DEMOSTRACION. Demostremos la distributibidad, quedando la asociativi-
dad de ejercicio. Denominando E = A(B + C), se tiene:

€ij = Zaik(bkj +ocrj) Vie{l,...m},je{1,.., s}
k=1

Como la multiplicacion distribuye con respecto a la suma en K:

NE

eij = » (Girbrj + aincrj)

el
Il
—

n
aikbkj‘F E ik Chj -
k=1

[
NE

el
Il
—

De la definicién de multiplicacién matricial, se obtiene £ = AB + AC. [

Un caso particular muy importante es el de las matrices cuadradas, es
decir con igual nimero de filas y columnas. (M, (K),-) admite un neutro
multiplicativo, denominado matriz identidad:

10 --- 0
o1 .- 0 0 sii#j
1= = (%), COM”‘{l sii=j.
00 --- 1
En efecto, dada A € M, (K) :
a a 1 0 0
1 .. Qi 0 1 0
Al =
an1 N O P ) 00 .- 1

= (D aindis) = (aijdj;) = (ayy) = A,
k=1

Concluimos entonces que

<« Ejercicio

matriz cuadrada



Corolario 1.1. (M, (K),+,-) es un anillo con unidad (existe neutro para

).

Dado que (M, (K, ) tiene un elemento neutro I, ;Tienen sus elementos
inverso?

Definicién 1.4 (Matriz invertible). A € M,,,(K) es invertible si y
sdlo si existe B € My, (K) tal que:

AB=BA=1. (1.1)

Proposicién 1.3. De ezistir una matriz B que satisfaga L), esta es
dnica. Por ende la notaremos B = A™"L.

DEMOSTRACION. Sean Bj, Bs € My, (K) que satisfacen ([CIJ). Luego
By = B1I = B1(ABs»).
Usando la asociatividad de - tenemos,
B; = (B1A)Ba,
pero como Bj A = I, se concluye que

By = Bs.

O

Cabe senalar que para que A sea invertible se requiere que exista una matriz
B que sea a la vez inversa por izquierda y por derecha. Probaremos més
adelante que es suficiente que A tenga inversa por un solo lado.

Ejemplos:
No todas las matrices cuadradas tienen inverso multiplicativo. En
Maa(R), la matriz (; i) no tiene inverso. En efecto, si existiese
el inverso,

digamos <:c1 T2 ), deberia verificarse:
T3 T4
1 2 1 X2 o 1 0
2 4 3 x4) \O 1

x1 + 273 To + 224 . 1 0
221 +4z3 2x0+4wy ) \O0 1

(Mnn(]K)v +, ) €s

anillo con unidad

invertible



& oz +H2z3=1

o +2x4 =0
221 +4x3 =0
2I2+4.§C4:1

De la primera ecuacién multiplicada por 2, obtenemos: 2(z1 + 2x3) =

2. Pero de la tercera ecuacion, 2x, + 4x3 = 0. De esta contradiccién
concluimos que el sistema no tiene solucién.

En otros casos s existe inverso, por ejemplo, en Mas(IR),

(O
(1o)(10)=(Y)

O bien, en Moo (C),
i 0\ ' (=i o0
0 — a 0 i)’

lo que se verifica rapidamente.

En efecto:

1.2. Matrices Particulares
Definicién 1.5. Diremos que A € M, (K) es:

1. Diagonal si y sdlo si a;; =0 Vi j: diagonal
ail O
A a22
0 Ann
En este caso la matriz es notada A = diag(ai1,a22, ..., ann)- diag(ai1,a22; .- ., ann)
2. Triangular superior si y sélo si a;; =0 si 1 > j: triangular superior
ailr a2 - Qip
0 a2 -+ az
A= .
0 0 Gnn
3. Triangular inferior si y sdlo si a;; =0 si 1 < j: triangular inferior



ai; 0 0
asiy a2 0 0
A =

0

a’nl an2 DY DRI ann
Ejemplos:
0 0 O 1 00
A=10 2 0], I=10 1 0] son matrices diagonales

(@)
(@)
w
s}
jan}
=

[
[N}
w

son matrices triangulares, superior e inferior
respectivamente.

h S
Il
jan}
(@)
=
Sy}
I
o = O
[\
(@)

« Ejercicio
Ejercicio 1.1: Una propiedad que queda propuesta es que si A es
diagonal con ay # 0, parai = 1,...,n entonces es invertible, y su
inversa también es diagonal con (A~1);; = 1.
Notacion:
Dada una matriz A € M, (KK) notaremos su i-ésima fila como: Aie
Aie = (airasz . . . ain)
y su j-ésima columna: Aej
aij
a2j
Aej =
Qmj
Podemos escribir entonces la matriz: A = (Ae1, Ae2, ..., Aen ), denominada
notacion por columnas. O bien:
Al.
A2- . 1%
A= . , correspondiente a la notacién por filas.
Amo
« Ejercicio



Ejercicio 1.2: Con respecto a esta notacién, es un buen ejercicio es-
tudiar cémo el producto de matrices afecta las columnas y filas de las
matrices a multiplicar. Mas precisamente: Sean A € M,,,(K),B €
Mp(K) y describamos B por sus columnas B = (Be1, Be2, ..., Bep),
demostrar que entonces

AB = (A(Be1), ..., A(Bep))

es decir la primera columna de AB es la matriz A por la primera
columna de B, etc.

. Qué hay de las filas de AB?

Definicién 1.6 (Matriz ponderada). Dada una constante A € K, defi-
nimos la matriz A ponderada por \:

AN = (/\GU)

Ejemplo:
En ./\/l 23 (]R) :

g (1 ~1 0y _(3 =30
2 2 1) \6 6 3

Veamos ahora que sucede al multiplicar por la derecha o izquierda una
matriz por otra diagonal:

2 0 11 2 2 2 4
DA_(O 3)(2 0 1>_(6 0 3)
constatamos que la primera fila aparece multiplicada por di; = 2 y la
segunda por dgg = 3.

2 00
— 11 2 2 1 6
A~ Yo o]=(3 6§
2 01 0 0 3 4 0 3

Aqui, la primera columna de A aparece multiplicada por 2, la segunda
por 1, la tercera por 3.

En general:
Atair - Aag
p
A1 0 ay aip \ \
2Q21 - 202p
0 An apl -+ Gp
P Ananl e Anafnp

AA



bir -+ bin A1 0 Atbir Asbiz o0 Apbin
bpr - bpn 0 An Atbpr Aabpa - Apbpp
De forma mas compacta,

Proposicién 1.4. Si D = diag(\1,...,\) € M, (K), A € M,,,(K), B €
Mn(K), se tiene que

A1 Alo

DA = : , (1.2)
An Ane

BD = (M Be1,..-; A\ Ben)- (1.3)

DEMOSTRACION. Probaremos ([CZ), mientras que ([3)) queda propuesta
como ejercicio. <« Ejercicio

A1 0
Sea D= = (di;); cond;; = {
0 An

N osii=j
0 sii#j

luego,

(DA);; = Zdikakj = dia;5 = N,

k=1
y por lo tanto
Atair . Aaip
AD =
Anlnl  * AplGnp

Otra propiedad, que utilizaremos mas adelante, es la siguiente:

Proposicién 1.5. El producto de matrices triangulares inferiores (superio-
res) es triangular inferior (superior).

DEMOSTRACION. Verifiquemos el caso triangular superior. Sean

a’ll DY DY a’ln bll DY DRI bln
0 ax - a 0 ba2 - bop

= . : | T2 =
0 - 0 ap 0 - 0 by,



n

Luego C' = Ty - Ty = (¢45), donde: ¢;; = > aiby;. Como Ty y Tp son
j=1

triangulares superiores: (a;y = 0) A (bje = 0) V£ < 4. Supongamos j < i,

luego
i—1 n
Cij = E aikbrj + E Qikbrj -
k=1 k=i

En el primer término k& < ¢ = a;; = 0. En el segundo término j < i < k =
brj = 0, luego Vj < i ¢;; = 0. Es decir, la matriz C es también triangular
superior.

Notemos ademés que (T17%2); = aiibi; es decir los elementos diagonales
del producto de dos triangulares superiores es el producto de los elementos
diagonales correspondientes. O

1.3. Potencias, traspuestas e inversas

Definimos por recurrencia las potencias de una matriz cuadrada, como si-
gue:

Definicién 1.7 (Potencias de una matriz). Dada A € M,,,(K)

A' =1, A" =AA" p>1.

Ejemplo:
Por ejemplo; dada A € M335(R):
01 2
A=12 0 0],
1 1 2
se tendrd
0 1 2 01 2 4 2 4
A2=A4A=1(2 0 0 2 0 0)l=[0 2 4
1 1 2 1 1 2 4 3 6
01 2 4 2 4 8 8 16
AP =AA%=(2 0 0 0 2 4|=|8 4 8
1 1 2 4 3 6 12 10 20

Definicién 1.8 (Traspuesta). Dada una matriz A = (a;j) € Mpmn(K),
se define la traspuesta de A como aquella matriz de nxXm que denotaremos
por At tal que (AY);; = aj;.

Esto corresponde a intercambiar el rol de las filas y columnas. Mds clara-
mente, la primera fila de At es la primera columna de A y asi sucesiva-
mente.

A’!L

At traspuesta



Ejemplo:

1200 1o

A=[0 1 0 1|, A=
1 1 0 1 000
0 1 1
1
—1
A=(1, -1,0,0,1), A'=] 0
0
1
1 2 1 1 2 1
A=[2 0 1], A'=[|2 0 1
1 1 4 1 1 4

En el tltimo caso vemos que A = A?.

Definicién 1.9 (Matriz simétrica). Diremos que una matriz A € My, (K)
es simétrica si y sdlo si simétrica

A=A
Es facil verificar que A es simétrica si y solo si:

Qi = Qjj4 Vi,jzl,..,n

Algunas propiedades de la trasposicién de matrices son las siguientes:

Proposicién 1.6.

1. (A=A, VAe Mun(K).
2. (AB)! = B*A". (AB)t-= Bt At
3. 8i D € My, (K) es diagonal, entonces D' = D.

DEMOSTRACION. ProbaremosB} Sea C = AB, C* = (AB)". En la posicién

n
(i,7) de la matriz C* aparece el término c;; de la matriz C: ¢j; = > a;iby;
k=1
Consideremos Z = Bt At. El término (i, j) de la matriz Z esta dado por:

n

2 = > (BY(A)ky = Y briae = Y azebrs = (AB)ji = (C')sy,
k=1 k=1

k=1

luego Z = C?, y por lo tanto (AB)! = Bt A®. O

Algunas propiedades elementales de matrices invertibles son las siguientes

Proposicién 1.7.
Sean A, B € M,,,,(K) invertibles entonces:

1. La inversa de A es invertible y (A=1)~1 = A. (A H=t=4

10



2. El producto AB es invertible y (AB)~! = B=1A~1. (AB)"! = B~14-1
3.V¥n >0, (A")~1 =(A71H)". (AM)~h= (A"
4. At es invertible y (AY)71 = (A71)L (A)=1 = (A-1)t

DEMOSTRACION. Veamos:
La propiedad [l se prueba directamente de la definicién y de la unicidad de
la inversa (Proposicién [L3).

Para Bl se tiene que,
AB(B'A Y)Y = ABB H)A ' =ATA ' = A4 =1

De manera andloga se prueba (B~1A71)AB = I Como la inversa es tinica
(AB)~1 = B-1A-1.

Para Bl procederemos por induccién. Se verifica para n € {0,1}. Suponga-
mos cierto el resultado para n > 1 y veamos:

(AT = (A ) = A A
por hipétesis de induccién
(A"F1)=1 = A=1(A~ ) = (A~ Lyt
Para probar B, notemos que AA~! = I, asi trasponiendo nos d4 (AA~1)t =

I, lo que implica a su vez (A71)!A! = I.
Igualmente se obtiene que A*(A~!)! = I. Finalmente, por unicidad de la
inversa: (A%)~t = (A71)L a

<« Ejercicio

Ejercicio 1.3: En general el problema de saber si una matriz es in-
vertible o no es un problema dificil. Tendremos que esperar a saber
resolver ecuaciones lineales para obtener un algoritmo eficiente que nos
permitird decidir si una matriz en particular es invertible y obtener su
inversa.

Por el momento nos contentaremos con el siguiente resultado, propuesto
como ejercicio.

Sea A = (a;;) una matriz de permutacién, es decir una matriz de
n X n con solo 0 y 1 tal que tiene un y sélo un 1, por cada fila y
columna. permutacién
Se tiene que A es invertible y su inversa es A~! = A’

11
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Ejercicios

1.

Demuestre la asociatividad de la multiplicacion de matrices. Es decir, si
A€ Mpn(K),B € Mpy(K),C € Mys(K), entonces:

A(BC) = (AB)C' € Mus(K).

. Pruebe que si A es diagonal (A = diag(ai1,...,ann) € Mu,(K)), en-

tonces
A es invertible < a;; #0, parai € {1,...,n}.
Demuestre ademaés que, en caso de ser invertible, su inversa es diagonal

con (A71); = al .

. Sean A € My (K), B € My, (K) y describamos B por sus columnas

B = (Be1, Be2, ..., Bep), demuestre que entonces
AB = (A(Be1), ..., A(Ben)) -
Sea A = (a;;) una matriz de permutacién, es decir una matriz de

M (K) con sélo 0’s y 1’s tal que tiene un y sélo un 1, por cada fila y
columna. Pruebe que A es invertible y su inversa es A= = A’

. Se dice que P € M,,,(K) es una matriz de proyeccién si P = P2

(a) Pruebe que si P es matriz de proyeccién, entonces I,, — P es matriz
de proyeccién, donde I,, es la matriz identidad en M,,, (K).

(b) Pruebe que P es matriz de proyeccién si y sélo si P2(I, — P) =0
y P(I, — P)? = 0.

(c) Encuentre P € My (K) tal que P # P? y P?(I, — P) = 0.
Indicacion: Considere matrices con coeficientes en {0, 1}.

Problemas

dq

P1. Sea D = € M, (R) diagonal, con dy, . . ., d,, distintos

dy
v A, B,M,S € My, (R).

(a) Pruebe que si MD = DM, entonces M es diagonal.

(b) Sea S invertible, tal que S~ AS y S~1BS son diagonales. Pruebe
que AB = BA. Indicacion: Recuerde que el producto de matrices
diagonales conmuta.

(c) Sea S invertible tal que S~'AS = D. Suponiendo que AB = BA,
verifique que S~'AS y S™!BS conmutan y concluya que S™!BS
es diagonal.

P2. (a) Demuestre que si A, By (A + B~1) son matrices invertibles, en-

tonces (A~! 4+ B) también es invertible y su inversa es A(A +
B_l)_lB_l.

12

Semana 1

Proposicién 1.2

Ejercicio 1.1

Ejercicio 1.2

Ejercicio 1.3



(b)

(c)

P3. (a)

(b)

Sea la matriz de n y n columnas triangular superior a coeficientes
reales siguiente:

1 1 0 0 0
1 1 0 0
C =
1 1 0
0 1 1
0 0 1

Sea N = C—1, donde I es la matriz identidad de n x n. Demuestre
que N™ = 0.

Demuestre que para las matrices C'y N definidas en (b), se tiene
que C es invertible y su inversa es:

Cl'=I-N+N*-N34 ... (-1)"IN"L.
Sea A = (a;;) € Myn(R) una matriz cualquiera. Se define la traza

de A, denotada por tr(A), como la suma de los elementos de la
diagonal principal, es decir,

tr(A) = i @i
i=1
Por otra parte, se define la funcién f : M,,(R) — R, donde
f(A) = tr(AAY).
Pruebe que:
(1) Dadas A, B € M,,,(R),
tr(AB) = tr(BA).
(2) f(A) >0,VA € M,,,(R), ademds muestre que
f(A)=0 & A=0,
donde 0 es la matriz nula de M, (R).
(3) f(A) =tr(A*A).

Sea M € M, (R) una matriz tal que la matriz (M*M) € M, (R)
es invertible. Definamos la matriz P € M., (R) como

P=1I,—-MM'M) M,

donde Iy es la matriz identidad de orden m.

Pruebe que:

(1) P? = P. Muestre ademas que PM = 0, donde 0 € M,,,,(R)
es la matriz nula.

(2) La matriz (M*M) es simétrica y muestre que la matriz P es
también simétrica.

13
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[ SEMANA 2: MATRICES

1.4. Matrices elementales

Como veremos la resolucion de sistemas de ecuaciones via eliminacién de

variables corresponde a premultiplicar (multiplicar por la izquierda) una

cierta matriz por matrices elementales que estudiaremos a continuacién.

Hay dos tipos de matrices elementales: elemental de permutacién y de matrices elementales
suma.

Definicién 1.10 (Matriz elemental de permutacién). Una matriz ele-

mental de permutacion tiene la siguiente estructura: Ipg
1 0
' 0
1
[ P | fila p
L .
I = 1
: 1
1
0 i
0 1

La matriz I,q se construye a partir de la identidad, permutando el orden
de las filas p y q.

Ejemplo:

En My (R):

1oy = I3 =

coc o
—o oo
o=~ oo
co o
o~ oo
cor~ o
co o
—_o oo

Notemos que toda matriz elemental de permutacién es una matriz de per-
mutacién, pero no al revés. ;Puedes dar un ejemplo?. < Ejercicio
Veamos ahora lo que sucede al multiplicar una matriz A, por la derecha
o izquierda, por una matriz elemental de permutacién I,,: En el ejemplo

anterior, sea A = (a;5) € My3(R)

ai1 a2 ais 10 00 ai1 a2 ais a1l a2 a3
I, | 20 022 23| _ 0 0 01 az1 a2 a3 | | as1 ag2 ags
as1 as2 as3 00 10 as1 as2 as3 asy asz G33
a41 Q42 Q43 01 00 a41 Q42 Q43 az1 G2 G23

14



El resultado consiste en permutar las filas 2 y 4 de A. Andlogamente, sea

BEM34(IR)Z
1 0 0 O
bir b1z biz bus bir bia bz bi2
0 0 0 1
bar b2z b2z bas = | bar bas b2z b2
0 010
b1 b3z b3z bas 010 0 b1 b3s b3z D32

la matriz resultante es B con las columnas 2 y 4 permutadas. En general,

Propiedad 1.1.
Dadas Ig € Mpn(K), A e Mys(K) y B € My, (K):

1. I,qA corresponde a la matriz A con las filas p y q¢ permutadas.

2. Bl,q corresponde a las matriz B con las columnas p y g permutadas.

DEMOSTRACION. Recordemos que, por ser una matriz de permutacién (Ejer-
cicio [C3), I, es invertible y ademas I,,' = I,,. En efecto, el multiplicar
por la izquierda Ip, por si misma, corresponde a intercambiar sus filas p y

q, con lo cual se obtiene la identidad. O
Tomemos ahora la matriz A € Mys(R) y sea
1 0 0 O
01 0 O
E2,4()‘) - 0 0 1 0
0 N 0 1

Esta matriz se construye a partir de la identidad colocando el valor A en la
posicién (4,2) (notar que sélo la fila 4 es diferente de la identidad).
Al multiplicar por la izquierda A por Es 4(\):

ai1 a2 a3 1000 ai1 a2 a3
Faa(N) ag1 axp axs | _ |0 1 0 0 az1 a2 a3 | _
' az1 asz ass 0 010 as1 asz a3
(41 Q42 Q43 0 X 01 (41 Q42 043
aiy a2 a3
_ as1 a22 as3
N asi as2 as3

A@21 + Ga1  Aagz + as2 Aag3 + aa3

La matriz, E2 4(A\)A es exactamente la matriz A, excepto por la fila 4, la
cual se obtiene de sumar la fila 4 de A més la fila 2 de A ponderada por .
En general,

15
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Definicién 1.11 (Matriz elemental). Definimos la matriz elemental E,, 4(\) €

M, (K) como:

col. p col. q
1 1
1
0
1
E,,(\) = .
paY) : 1
0 A 1
; 1
0 0 0 1

Propiedad 1.2. Dada una matriz A € M,s(IK); se tiene:

1 0
. 0 aTl
1 :
ap1
C=EpN)A= 1 :
0 A 1 ag
1
anl
1
a1 e a1s
ap—11 T ap—1s
Aapt +aq1 0 Aaps +ags | — ¢
Gnl o Qns

o0, en notacion por filas:

Ci. = Ai. Vl 75 q
Cq. = AAP. + Aq.

Ae K
p<q’

a1s

a”ﬂS

Se tiene entonces que el efecto, sobre A, de la premultiplicacién por E, 4())
es una matriz que sélo difiere de A en la fila ¢: Esta es la suma de la fila p

ponderada por A y la fila q.

Es importante observar que la matriz E, ;(\) es triangular inferior, que

tiene unos en la diagonal y ademas:
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Proposicién 1.8. E, ;()\) es invertible. Su inversa es la siguiente: (Ep,q(A)~1 =

Ep,q(=))
1
0
1
(Ep,q(/\))_l = 1
0 -+ —\ --- 1
: 1
0 0 0 1
T
p q

DEMOSTRACION. En efecto, sea C' = Ejp, 4(—A)Ep 4(A). Se tendra que C es
la matriz cuya fila ¢ es la suma de la fila p de E, 4(\), ponderada por —A
y la fila ¢ de E, 4(\). Es decir:

Cge=—A0...010...0)4+(0...10...030...0)

T T

P q
=(0...0 =A0...0)+(0...A0...010...0)

T T T

p p q

Luego: Cye = (0..,0..,1..,0..,0) ademds Vi # g Cie es la i-ésima fila de la
identidad. Es decir C = I, la matriz identidad ]

1.5. Sistemas lineales y escalonamiento de matrices

Las matrices elementales son de gran utilidad en la resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales.

Ejemplo:

Consideremos, a modo de ejemplo, el sistema de ecuaciones

1+ 2%0 + 23+ T4 =2 (1)
—2$1 + 3262 — I3 =-1 (2)
T +ax3+x4=1 (3)

Para resolverlo, utilizamos la eliminaciéon de variables, pero en forma
ordenada, desde la primera variable de la izquierda y desde arriba hacia
abajo:
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1. Eliminamos la variable 1 en las ecuaciones (2) y (3): para ello
multiplicamos la primera por dos y la sumamos a la segunda ob-
teniendo:

1+ 209+ 2x3+14 =2
Tro +x3+ 214 =3

x1 +r3+x4=1
Luego, multiplicamos la primera por —1 y la sumamos a la tercera:

1+ 209+ x3+14 =2
Tro 4+ x3 + 224 = 3
—2262 =-1

2. Continuamos ahora con x2, pero a partir de la segunda ecuacién.
Multiplicando la segunda por % y sumdandola a la tercera se obtiene:

T1+2x9 + a3+ 24 =2
Tro 4+ x3 + 214 = 3

7t gm=7

Ya no es posible eliminar mas variables. Ahora, desde la ultima
hasta la primera ecuacién despejamos en funcién de xy4:

4 1 9 1
Lo = ——py — = = —Qp4 — =
ST g )
1 1 1 1
,TQZ?(—$3—2$4+3):?(21'44—5—2,@4-‘1-3):5
1 1 3
,Tl:—2$2—$3—$4+2:—2§+21‘4+5—$4+2:$4+§
Obteniéndose la solucion:
3-‘1-
T ==+
1 2 4
1
I2—§
1
I3:—§—2ZC4
Ty = X4

Asi, para cualquier valor real de x4, obtenemos una solucién del
sistema. Existen entonces, infinitas soluciones, dependiendo de la
variable x4. La variable x4 se denomina independiente o libres.

Veamos ahora, en general, qué es un sistema de ecuaciones,
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Definicién 1.12 (Sistema de ecuaciones). Un sistema de m ecuaciones-
y n incognitas consiste en el siguiente conjunto de ecuaciones en las va-  sistema de ecuaciones
riables x1,...,x, € K:

a1+ +a1pTy = b

Am1%1 + -+ A ®p = bm

en donde los coeficientes, a;j, y el lado derecho, bj, son elementos del cuerpo
K.

Definiendo la matriz:

aii e A1n
A= : : € Mpn(K)

am1 e Amn

la m-tupla (lado derecho) y la n tupla de incégnitas

b1 T
b= : | K", z=| ! | €eK"
bm Ty
Podemos escribir el sistema matricialmente: Az =b
Ax =10

)

Realizar el procedimiento de eliminaciéon de variables descrito en el ejem-
plo precedente, con el fin de resolver el sistema, es equivalente a producir

ceros en la matriz aumentada con la columna lado derecho, (Alb) € matriz aumentada,
M (n41)(K). En el ejemplo anterior: (Alb)
12 1 1 2
(Ap)=2 3-1 0-1
1 01 11

Eliminar z; de la segunda ecuacién es equivalente a producir un cero en
la posicién (2,1) de (A|b). Para ello se multiplica la primera fila por 2 y se
suma a la segunda fila. Para eliminar z; de la tercera ecuacién se multiplica
la primera fila por —1 y se suma a la tercera

1 2 1 1 2 1 2 1 1 2
(A|b) —-10 71 2 3]—=1(0 7 1 2 3
1 01 1 1 0-2 0 0-1

Eliminar zo en la tercera ecuacién a partir de la segunda es equivalente a
multiplicar la segunda fila por % y sumarla a la tercera:

= (Alp)

!
O O =
[enBEN (N V]
=0 ==
IS NGRS
= W DN
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Asi, el sistema inicial es equivalente al sistema Ax = b.
Conviene senalar que en el procedimiento anterior la operacién de base ha
sido:

Sumar a una fila ¢, la fila p ponderada por un nimero A € K

De la definicién de matrices elementales sabemos que esto es equivalente
a premultiplicar por la izquierda por la matriz E, ;()A). Veamos esto en el
mismo ejemplo.

Ejemplo:

1. Producir un cero en la posicién (2,1) de (A|b):

100 1211 2
Ei22)(Ap)=12 1 0| -2 3-1 0-1

00 1/\1 0 1 11

1211 2

=(o 7123

1011 1

2. Producir un cero en la posicién (3,1):

1 00\ /12112
Ers3(-1)E12(2)(Ap)=[0 1 0 071 2 3
101 101 1 1
1211 1
=0 7 12 3
0-2 0 0-1

3. Producir un cero en la posicién (3,2) desde la posicién (2,2):

1 00\ /1 2 11 2
B 3(3)E13(=1)E12(2)(Ap) = [0 1 0 0 7 1 23
0 2 1/\0-2 0 0-1

121 1 2

=(o 7 1 2 3

2 4 1

00 7 77

Se concluye entonces que la operacién de eliminacién de variable puede
realizarse mediante la pre-multiplicacién de (A|b) por matrices elementales.
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Hay casos en que también es necesario utilizar matrices de permutacién de
filas. Por ejemplo, si se tiene:

11 1 1
0 0 11
(Afp) = 01 01
0 2 01

Vemos que, como ass = 0, no es posible “producir” ceros en la segunda
columna, a partir de ass. Luego intercambiamos el orden de las filas (cla-
ramente esto no cambia el sistema de ecuaciones asociado). Por ejemplo,
colocamos la cuarta fila en la segunda posicién y la segunda en la cuarta.
Esto es equivalente a premultiplicar por Ioy:

100 0 11 1 1 1111
000 1 00 1 1 0 2 0 1
IQ4(A|b)_0010 010 1) |lo1o 1)
0100 0 2 0 1 00 1 1

lo cual nos permite seguir produciendo ceros. Consideremos ahora A €

M, (K), definimos la matriz escalonada asociada a la matriz A, como
A € M, (K), tal que:

dll d12 dlig dln
a’2Z2 DY ... ... ... a2n
A= . .
Agi, et Agsn
0 0

donde los elementos @11 # 0, G2, # 0, ..., a5, # 0, se denominan pivotes.

Notar que hemos supuesto que la primera columna no tiene ceros. De no
ser asi, quiere decir que la primera variable no juega ningun rol, y por lo
tanto si el sistema tiene solucién esta variable queda de inmediato libre.
Supondremos en lo que sigue que la primera columna no es cero.

Observacion: No hay una tnica manera de escalonar una matriz. En
efecto en el ultimo ejemplo podriamos haber permutado las filas 2 y 3
en vez de las 2 y 4.

Hay dos cosas que son importantes de resaltar a este respecto:

1. Desde el punto de vista de sistemas de ecuaciones no hay diferen-
cia entre un escalonamiento u otro: todos dan el mismo conjunto
solucién (probablemente descrito de distinta manera).

2. Es preferible por otras razones (tedricas, como son el calculo del
determinante y la determinacién de matrices definidas positivas)
tratar de no utilizar permutaciones .

21
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La matriz A se obtiene mediante la premultiplicacién de A por matrices

elementales: ~
A=(IE)A
J

donde Ej es una matriz elemental de suma o de permutacién de filas.
Ademas, recordemos que las matrices elementales son invertibles. Esta pro-
piedad es crucial para probar que el sistema original, Az = b, y el obtenido
después del escalonamiento, Az = l~7, son equivalentes (tienen idéntico con-
junto de soluciones). En efecto:

Proposicion 1.9. Dada una matriz C, invertible entonces:

a € K"es solucion de Ax =b < a es solucién de (CA)x = Cb.

DEMOSTRACION. La demostracién es simple:

=) Si Aa = b, entonces C(Aa) = Cb y por ende (CA)a = Cb.

<) Supongamos (CA)a = Cb. Como C es invertible se tiene C~(CA)a =
C~1(Cb), lo cual implica que Aa = b. O

Como las matrices elementales son invertibles y el producto de matrices
invertibles también lo es, y por lo tanto podemos usar la Proposicién
con C = HJ— E;, para concluir que los sistemas Ax = by Az = b son
equivalentes.
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Ejercicios

1. Encuentre un ejemplo de una matriz que sea de permutacién, pero no Pag. 12
sea matriz elemental de permutacion.

2. Dadas I,; € M, (K) y B € Mg (K), pruebe que BI,, corresponde a Propiedad 1.1
las matriz B con las columnas p y ¢ permutadas.
Indicacion: Puede usar la parte 1 de la Proposiciéon 1.1.

3. Escriba los siguientes sistemas de ecuaciones en las variables x;, de forma
matricial Az = b, especificando claramente A, b y x con sus dimensiones:

201 +4x0 —x3+2x5 =0

xr1 — 1629 + 3 + 324 + 625 =2
%IEQ — 10z3 + x4 — 625 = 223

$1—IE3—$4+%ZE5 =1

(a)

Ty+ax1 =-3

4z — Txg + 723 — 12024 =
(b) 11—
2(xy — w3) + 14 — @5

Il
N & =
O w

21— (B—1)z2+ 23 — azy
(c) —Taxrs +mrs =
g:z:l — T2 + 24

221?1 =1

—45[:2 =2
(d) 9(E3 =0

2

+0 ,cona,fclR.
B
3

3 _
§$4 = -1

4. Escriba explicitamente las siguientes multiplicaciones de matrices:

(a) Ii2B13(1,—1), en Maa(R).  (d) E23(0,3i) ' Era(~1,9)Esa(3, —3),
(b) I3aEa3(i,2)I34, en Mua(C). en Mya(C).
(c) E12(2,1)E13(1,—-1),en M335(R).

Problemas

P1. Sea J € M,,(R) talque J=|[: . |ye=|:
1 - 1 1

(a) Pruebe que Je =ney J? =nlJ.
(b) Sea a# L. Calcule 3 tal que (I —aJ)™! =1+ BJ.
(c) Sea a = 1, verifique que (I — a.J)e = 0.

n

P2. (a) (1) Sean A, B matrices de n x m con coeficientes reales. Pruebe
que

A=B & VY& M,1(R),Vy € M, 1(R) z'Ay = 2'By.
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Indicacidn: Calcule eE—Aei dondee; = (Im)jey € = (In)ie- Im
y I, son las identidades de tamanos m y n respectivamente.

(2) Sean A, B matrices de n x n simétricas con coeficientes reales.
Pruebe que

A=B & Vz € M, (R) 2'Az = 2'Bu.

(b) Demuestre que si una matriz cuadrada A verifica A¥ = I, para
algin natural k£ > 1, entonces A es invertible y determine su
inversa.

(c) Encuentre todas las matrices de la forma A = (g z> que cum-
plen A2 =1 (z,y,2 € R).

P3. Considere el siguiente sistema lineal:

—X1 + 3 + 2z4 = 1,
X — i) + I3 — 2{E4 = -1 y
-1 — 2:172 + I3 + 3{E4 = 2,
—X1 — 4172 + 2563 + 4{E4 = 5.

(a) Escriba el sistema de forma matricial Az = b. Especifique clara-
mente A,b y x, junto con sus dimensiones.

(b) Resuelva es sistema lineal escalonando la matriz aumentada (A[b).

P4. Considere el siguiente sistema lineal:

T + 2x9 4+ 33 — x4 = 1,

—r1 + 29 + x4y = 1,
3:172 + 3563 = 0 s

2:61 + i) + 3563 — 2:64 = 2.

(a) Escriba el sistema de forma matricial Ax = b. Especifique clara-
mente A,b y x, junto con sus dimensiones.

(b) Resuelva es sistema lineal escalonando la matriz aumentada (A[b).
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[ SEMANA 3: MATRICES

1.6. Soluci 6n general de sistemas lineales

Dado el sistema Az = b,A € M,,,(K),b € K™,z € K", al escalonarlo
(escalonando (A|b)) obtenemos:

ayg - Qriy o+ cee e @i by
0 -+ 0 ag,
(Ap)=1 o 0 0 Gisi, sn b
0 0 0 0 0  bsi1
0 0 0 0 b
donde los elementos a1, A2y -+ - dsi, SON NO nulos. Claramente, si existe

un indice j > s 4 1 tal que b; # 0, el sistema no tiene solucién, ya que se
tendria una ecuacién incompatible: 0 = b; # 0.

Luego, el sistema tiene solucién si y solo si by = 0 Vk > s+ 1. En efecto, si
br = 0, Vk > s+1, se obtiene la(s) solucién(es) despejando desde la s-ésima
ecuacion hasta la primera en funcién de las variables independientes. En este
caso diremos que el sistema es compatible. Cada una de las diferencias en
el namero de columnas que son cero bajo las filas sucesivas, las llamaremos
peldanos o escalones . Asi el peldano que se produce entre la fila ky k+1
es ix4+1 — ik Notar que el ultimo peldano es: n+1 —14, es decir los peldanos
se miden en la matriz aumentada. La importancia de estos peldaios es la
siguiente:

Proposicién 1.10. Si eziste solucion para el sistema Ar =b y en la ma-
triz A hay algun peldario de largo mayor o igual a dos, entonces existe mas
de una solucion.

DEMOSTRACION. En efecto. Como por cada fila no nula de la matriz es-
calonada podemos despejar a lo mas una variable, tendremos entonces que
dejar libres tantas variables como nimero de peldanos, menos uno. g

Un corolario directo del resultado anterior es

Corolario 1.2. Si el sistema Ax = b es tal que n > m (ndmero de incdgni-
tas mayor que el nimero de ecuaciones), entonces tiene infinitas soluciones,
st es compatible.

DEMOSTRACION. En efecto, como n > m siempre existe en la matriz es-

calonada, A, un peldano de largo superior o igual a dos. De no ser asi se
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tendria

a1 ap a1n
0 aa aon,
A= 0

de donde m = n. O

Un caso particular importante es cuando el lado derecho del sistema es

nulo, b = 0. Hablamos entonces de un sistema homogéneo , Az = 0. sistema homogéneo
Vemos que, en este caso, siempre existe al menos una solucion, la trivial

z = 0 € K™. En otras palabras sabemos de antemano que todo sistema

homogéneo es compatible.

Podemos resumir nuestro estudio de sistemas en el cuadro siguiente:

Sistema Homogéneo (b = 0) | Sistema no-Homogéneo (b # 0)
Dimensiones n<m n>m n>m n>m
Ntumero Soluciones 1,00 00 0,1,00 0, 0
Ejemplo:

Resolvamos el sistema

Z1

111 1 1 1
—1 2 0-1 0| [o
01 1 0 1 ? o
1-1 1 1 0 * 1
Ty
Escalonando:
111 1 1 1 11 11 1 1
0310 1 1 0310 1 1
A =19 1 1 0 10)‘0 0% 0%—5 -
0-2 0 0-1 0 00 2 0-1 2
1111 1 1
{03 1011
00 %0 -}
000 0-1 1

Obtenemos que los peldanos medidos desda la fila 1 son sucesivamente:
1,1,2,1. De la tltima ecuacién despejamos x5 = —1.

Con esta informacién en la tercera ecuacién dejamos libre x4 y des-
pejamos x3. En la segunda ecuacion despejamos x2 y finalmente de la
primera despejamos x1, para obtener.

.1'52—1
x4 : libre
3 1 2 1 1 1
= —(——= — — = —— — = —— 1:—
=gz gml =g m=—5Fl=g
1 1 1 1
—c(l—wg—a5)=(1—=+1)==
r2=g(l—ws—zs) = 3(l—5+1) =3
1 1
xl:1—172—173—174—175:1—5—5—1744—1:1—174
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La solucién general es: 1 = 1 — x4, 22 = %71'3 = %, Ty = Ty,x5 = —1
Existen entonces infinitas soluciones, una por cada valor de la variable

independiente x4 € R.

1.7. Sistemas cuadrados y Algoritmo de Gauss

Supongamos que el nimero de ecuaciones es igual al niimero de incégnitas
(n = m), en este caso el sistema se escribe:

Az =b, A€ Mp,(K), z,b € K"
Escalonemos el sistema y sea A la matriz escalonada, sin considerar el nuevo

lado derecho b: _ _
ailr - Qin

A =
0 Gnn
donde entre los elementos de la diagonal, a;;, podria haber algunos nulos.
Senalemos que en el caso de matrices cuadradas el proceso de escalona-
miento se denomina

Algoritmo de Gauss. Un resultado importante, que relaciona matrices
invertibles, solucién de sistemas y el algoritmo de Gauss, es el siguiente:

Teorema 1.1. Sea A € M, (K), entonces las proposiciones siguientes
son equivalentes:

1. A es invertible.

2. ¥Yb e K", Ax = b tiene solucion unica.

3. T] aw # 0.

—

i=1

DEMOSTRACION. Utilizamos un argumento de transitividad para probar
solamente que:

@ =2). Si A es invertible consideremos entonces A~1. Asi (A71A)x =
A71b y luego £ = A~ 'b, por ende el sistema tiene solucién y claramente
esta es la tnica.

En efecto si z',22 € K" son soluciones, entonces Azx' = Az?> = by se
tendra multiplicando por A~! que (A71A)x! = (A~1A)2?, pero entonces
! =22,

@& =03). Sea A la matriz escalonada asociada a A y supongamos que para
algin i: a;; = 0. Esto quiere decir que alguno de los escalones tiene largo
mayor o igual que 2 y por lo tanto el sistema homogéneo Az = 0 tiene
infinitas soluciones (por Proposicién [LIM) lo que es una contradiccién. Por

lo tanto para todo i =1,...,n a; # 0 o equivalentemente []"_; a;; # 0.
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n

@ =[0). Supongamos [] ai; # 0, esto quiere decir que los elementos dia-
i=1

gonales de A son todos no nulos.

Notemos que A = ([[; £;)A, donde las matrices E; son elementales y por

lo tanto invertibles. Podriamos ahora escalonar hacia arriba la matriz A
para obtener de manera similar una matriz diagonal D. Esto lo podemos
hacer de manera que D tenga por diagonal la misma que A. Es decir

G11 - 0
0 - Gnpn J k

donde las matrices F} son del mismo estilo que las matrices elementales
que hemos usado. Sabemos entonces que las matrices D, F = Hj E;yF =

[ 1 Fx son invertibles y como A = E~'DF~! concluimos que A también es
invertible. 0
Como corolario importante de lo demostrado en esta parte es que:

Corolario 1.3. Una matriz triangular superior es invertible si y sdlo si
todos sus elementos diagonales son distintos de cero.

Observacion: Notemos que pasando por la traspuesta se deduce que
si A es triangular inferior entonces es invertible si y solo si todos sus
elementos diagonales son distintos de cero. Mas atn la inversa de una
triangular inferior es triangular inferior. En efecto, si aplicamos el al-
goritmo de escalonamiento sin permutar obtendremos:

all e O r
A= ) =(IE4
O . Apn Jj=1
donde r es el numero de pasos tomados por el algoritmo y las matrices
elementales E; son del tipo E,q(A,1). Notar que los pivotes son los

elementos de la diagonal de A. Como la inversa de cada E; es del
mismo tipo se deduce que

T
= A7 = A (]] B
j=1
y por lo tanto la inversa de A es triangular inferior y ademads sus ele-

mentos diagonales son 1/a;; @ = 1,..,n. Notar que el producto de las
inversas en la expresién anterior estd tomado en sentido opuesto:

(H Ej)~!

I
—
&
I




Pasando por la traspuesta podemos deducir que la inversa de una trian-
gular superior también es triangular superior.

1.8. Calculo de la inversa

Supongamos que dada una matriz cuadrada A de tamafio n, buscamos una
matriz Z de n X n tal que AZ = I. Si describimos Z por sus columnas,
esto es Z = (Ze1 -+ Zen) entonces la ecuaciéon AZ = I es equivalente a los
n sistemas

AZyi =e;, conie€{l,...,n}, ye;lai-ésima columna de I.

Probemos ahora que,

Proposicion 1.11. Si los n sistemas anteriores tienen solucion, entonces
A es invertible y ademds A™' = Z.

DEMOSTRACION. Para ello probemos primero que Vb € K™ el sistema Az =
b tiene solucion.

En efecto sea b = (by---b,)! un elemento de K", y consideremos a =
b1Ze1 + -+ - bnZen, € IK". Utilizando las propiedades de la suma, multipli-
cacién y ponderacién de matrices se obtiene que

Aa = A(blZ.l + b2AZo2 + - an.n) = blAZ.l + b2AZ.2 + - bnAZ.n

1 0 0 b1
0 1 0 by
=bi| i [Fo2| | +bn| | = =b,
0 0 0 b1
0 0 1 by

y por lo tanto a es una solucién del sistema Az = b.

Si A no fuese invertible esto quiere decir que al escalonar A, se tendrd que
algin a;; = 0. Consideremos las filas i e i + 1 de A:

o | Ae | 0 -+ 0 aw=0 Gi+1 -+  Gin
A= o = - -
Agit1 0 --- 0 0 Ait1i+1  * Gitln

Si Gii41 = 0, @i41i+1 # 0 habriamos permutados las filas y por lo tanto
la matriz escalonada tendria un 0 en la posicién (i + 1,7 4+ 1), lo que es
una contradiccién. Si ;41 # 0 entonces podemos utilizar este elemento
para escalonar hacia abajo y por lo tanto @;4+1,41 = 0. En cualquier caso
se deduce que a;+1,+1 = 0, y por un argumento de induccién que G, = 0,
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esto es toda la dltima fila de/l debe ser 0. Consideremos ahora la matriz
invertible C' =[] E;, donde A = C'A, es decir la matriz que permite pasar
J

de A a A. Deﬁﬁamos

b=C"1']:
0
1
Si consideramos el sistema Ar = b tendremos que al escalonar la matriz

aumentada (A[b) se obtendrd una matriz escalonada (usando las mismas
operciones elemementales)

<A|B>—0<A|b>—< oo 1)

lo que representa un sistema incompatible y por lo tanto Ax = b no puede
tener solucién. Hemos obtenido una contradiccién y por lo tanto la dnica
posibilidad es que Vi = 1,..,n a4 # 0, y por lo tanto A es invertible. Ahora
de AZ = I se obtiene premultiplicando por A~ que Z = A~L. O

Notemos que de paso se ha probado el siguiente resultado interesante

Corolario 1.4. Una matriz A € My, (K) es invertible si y solo si todo
sistema Ax = b tiene solucion.

Lo que a su vez es equivalente a todo sistema Ax = b tiene solucién
unica, por lo probado anteriormente.

Ejercicio 1.4: ;Qué puede decir de una matriz cuadrada A para la
cual todo sistema Az = b tiene a lo mds una solucién?. jDebe ser A
invertible?. Pruébelo.

Para saber si una matriz es invertible hemos entonces probado que basta
estudiar n sistemas lineales. Para el cédlculo de la inversa podemos ir un
poco mas lejos. Consideremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo:
0 1 1
A=|1-1 2
1 1 0
luego:

O N =
(an)
o = O
= o O

« Ejercicio



Escalonando:
110 0 0 1 1 1.0 0 0 1
AIH—-11-1 2 01 0)—-({0-2 2 0 1-1
011100 011100
1100 0 1
—-(0-2 2 0 1-1
0021 i-1
En este paso ya estamos en condiciones de resolver los tres sistemas. Pero
podemos atun pivotear, ahora “sobre” la diagonal; sin alterar la solucién
(ya que multiplicamos por matrices invertibles):
1100 0 1 1010 5 3
0-2 2 0 1-1]—-10-2 2 0 1-1
00 2 1 4i-4 002 1 -4
1010 3 3 1 0 0-4 % 3
9 -1 t_1 9 9.7 11
—-10-2 0-1 7 73 —-10-2 0 -1 2 73
00 2 1 5—3 00 2 1 5-35
Finalmente, premultiplicando por la matriz invertible
1 0 0
D=(0-3 0
00 1
Se tiene: L1 s
1 0 0—-5 3 %
(=101 0 %—% %
001 5 7-1
Obteniendo los sistemas de solucién trivial:
T11 % T12 % r13 %
ICC21=¥,ICC22=—% ,15823:%,
31 5 32 1 33 1
de donde:
11 3
x=a1-|2_1 1
t 11
2 171
En efecto:
01 1 % % % 1 00
AAT =1-1 2 s 1 p)=loLo
1 1 0 5 11 0 0 1

Luego para calcular la inversa de A € M,,,(IK) basta aplicar el Algoritmo
de Gauss sobre la matriz (A|I). Una vez que se ha obtenido la matriz
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triangular superior A, realizar el mismo procedimiento para los elementos
sobre la diagonal. Finalmente, se premultiplica por una matriz diagonal
para obtener la identidad en el lugar de A.

;Qué sucede si una matriz A no es invertible?
Sabemos que necesariamente aparecerd, al escalonar, un pivote nulo irre-
parable.

Ejemplo:

(AlT) =

— = =
N DN DN
o = O
— o O
]
OO =
o = O
S O N
|
— =
o = O
_= o O

0 1
1 0
0 0
} } 0
y los sistemas Ax = ,Az = | 0 | son incompatibles.

Pero, en ocasiones, hay pivotes nulos “reparables”.
Ejemplo:

1100 11 1 1 00
001 0)J—1]1]0 0-1-110
0 0 01 0-1-1-1 0 1

—_ = =
o =

Acd el elemento aso = 0, pero podemos, premultiplicando por la matriz
de permutacién I»3, intercambiar las filas 2 y 3 obteniendo:

1111 00 10 0 0 0 1 10 0 0 0 1
-!/0-1-1-1 0 1}—-|0-1-1-1 0 1] —-(0-1 0 0-1 1
0 0-1-1 1 0 0 0-1-1 1 0 0 0-1-1 1 0
10 0 0 0 1 0 0 1
-0 100 1-1]=A"'=|0 1-
0 01 1-1 0 1-1 0
Ejemplo y ejercicio importante: Descomposicién LDU. < Ejercicio
Supongamos que al escalonar A € My, (K) no encontramos pivotes nulos LU, LDU

(jno permutamos filas!). Se obtiene entonces

dll .. alp
= ([ EnA
0 dnn J
donde cada una de las matrices I; es de la forma:

1

, AeK




1. Pruebe que la matriz [[ E; es invertible y su inversa es triangular

J
inferior con 1’s en la diagonal. Digamos:

1 0
1 la ;
(JIE) " =L=]|"
j : . .
énl e énnfl 1
Despejamos entonces A:
Gn -+ Qin
A=(]EN"
J 0 (nn

1. Concluya que si al escalonar A no se realizan permutaciones, A
puede factorizarse como el producto de una matriz L, triangular
inferior con unos en la diagonal, y una matriz U, triangular su-
perior, donde los pivotes figuran en la diagonal. Esta factorizacién
se llama descomposicion LU.

2. Recordando que []}"_; @;; # 0, demuestre que:

1 R
) dll 0 ail ail
l - 0
A= )

. ~ 1 ‘}nfln
: O a An—1n

gnl te gnn—l 1 " 0 - '

(1.4)

Es decir, A admite una factorizacién A = LDU, en donde L es
triangular inferior con unos en la diagonal, D es diagonal (forma-
da por los pivotes del escalonamiento) y U es triangular superior
con diagonal de unos. Esta factorizacion se llama descomposicion

LDU.

3. Demuestre que si A admite la descomposicién LDU de ([CH), en-
tonces la descomposicién es Unica.

4. Demuestre ademds que si A es simétrica, entonces L = U".

5. Encuentre la descomposicién LDU de

1 11
A=10 1 1
1 20
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Ejercicios
1. ;Qué puede decir de una matriz cuadrada A para la cual todo sistema

Ax = b tiene a lo mas una solucién?. ;Debe ser A invertible?. Pruébelo.

2. Supongamos que al escalonar A € M,,,(IK) no encontramos pivotes nulos
(jno permutamos filas!). Se obtiene entonces

ann o anp

= (H E;)A

0 Qnn
donde cada una de las matrices Ej; es de la forma E,q(A, 1), con A € K.

a) Pruebe que la matriz [ E; es invertible y su inversa es triangular

J
inferior con 1’s en la diagonal. Digamos:

1 0
-1 621 :
([N 't=L=|"
J
énl gnnfl 1
Despejamos entonces A:
Gn o Ain
A=(]EN"
J 0 dnn

a) Concluya que si al escalonar A no se realizan permutaciones, A
puede factorizarse como el producto de una matriz L, triangular
inferior con unos en la diagonal, y una matriz U, triangular su-
perior, donde los pivotes figuran en la diagonal. Esta factorizacion
se llama descomposicion LU.

b) Recordando que []!; @; # 0, demuestre que:

1 1 G G
) a11 0 o an
12 - 0 .
A= ]
' : 0 G L P
gnl T Enn—l 1 0 -
(1.5)

Es decir, A admite una factorizacion A = LDU, en donde L es
triangular inferior con unos en la diagonal, D es diagonal (formada
por los pivotes del escalonamiento) y U es triangular superior con
diagonal de unos. Esta factorizacion se llama descomposicion LDU.
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¢) Demuestre que si A admite la descomposicién LDU de ([CH), en-
tonces la descomposicién es tnica.

d) Demuestre ademés que si A es simétrica, entonces L = U*.

e) Encuentre la descomposicién LDU de

1 1 1
A=10 1 1
1 20

Problemas
1 1 1
P1. (a) Seala matriz de coeficientesreales A= | a b ¢ |.Demueste
a? v
que si la ecuacién Az = 0 tiene una tnica solucién entonces (a #
b) A(a #¢) A (b#c).
(b) Considere el sistema lineal a coeficientes reales siguiente
—x1 + azxs + Pry = 0,
r2 + axs + Pry = 0,
ary  + P = 0,
prr + Pra + awg = 0.

Determine las condiciones sobre los pardmetros reales o y 8 que
garanticen que el sistema tenga una tnica solucién.

P2. (a) Considere las matrices cuadradas A, B € M,,(R). Demuestre
que
1) A es invertible si y s6lo si AA* es invertible.
2) Si A2=Ay B=1- A entonces B3 = B.
Si A es invertible, utilice las condiciones dadas para calcular las
matrices Ay B.
(b) Considere los vectores u,v € Mp1(R) \ {0}. Se define la matriz
A € Mp,n(R) por A = uvt.
1) Pruebe que Vz € M,,1(R), Az =0 < vlz = 0.
Indicacion: Observe que viz € R.
2) Encuentre el nimero de variables libres en la resolucién del
sistema Az = 0.

i Es A invertible?

P3. Considere

1 2 3 -1 B
|l-11 0 1 | B
A=10 3 3 a=3| *= o
2 1 a -2 -2

Estudiaremos las soluciones del sistema Ax = b, con z € My (R).
Encuentre los valores de v y § de manera que:
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= FEl sistema no tenga solucion.

= El sistema tenga una tnica soluciéon. Encuentre la matriz inversa
de A y calcule la tnica solucién del sistema.

= Fl sistema tenga infinitas soluciones y encuentre sus soluciones.
Determine ademés el ntimero de variables independientes.
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| SEMANA 4: GEOMETRIA

2. Geometrialineal en K"

2.1. Definiciones b asicas

Sea K un cuerpo. Anotaremos los vectores de IK™ como columnas, es decir, K™ = My, 1(K)
Z1

K" =M, (K)={| : | zieK,i=1,....,n} |
Tn

Recordar que en K" = M,, 1(K) tenemos una suma (de matrices columna)
definida por:

1 Y1 1+ Y1
six = : Y = : € K, entonces x +y = : ,y
Tp Yn Ty + Yn
0
con ella resulta que (K™, 4) es un grupo Abeliano, con neutro 0 = :
0
X —X1
y opuestos —x = — : =
T, —Xn

Agregamos ahora la operacién Multiplicacion por FEscalar definida como
sigue:

Z1
Definicién 2.1. Six = y A € K, entonces se define una funcion Ponderacién
Ty
K x K" — K” AL .
Ax) = Ax’ en donde A\x = . Se le llama ponderacidn
, ALy,

o multiplicacion por escalar.

Observacion: Llamaremos vectores columna, o simplemente vectores,
a los elementos de K", y escalares a los elementos de K. De aqui el
nombre de esta operacién.

1Para fijar ideas puede pensar en lo que sigue en K = Ry n = 2 6 3, que con
seguridad le serdn familiares de sus cursos de Céalculo. Sin embargo, salvo cuando se diga
explicitamente lo contrario, K puede ser cualquier cuerpo, y n un natural mayor o igual
al.
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Proposicion 2.1. Se tienen las siguientes propiedades:

1. (vxeK") 1-x=x

2. (
3. (
4. (
5. (

VAL A2 € K) (Wx € K™) A (Aox) = (A do)x

VA1, A2 € K) (Vx € K™) (A1 + A2)x = MiX + dox
VA e K) (Vx,y e K") A(x+y) = Ax+ Ay.
VAeK) (VxeK") dx=0=A=0vx=0.

DEMOSTRACION. Las demostraciones de estos hechos son calculos elemen-
tales y quedan como un ejercicio muy simple para el alumnos.

Queda ademas el lector encargado de verificar que esta dltima propiedad se
puede también obtener como consecuencia de las propiedades 1. a 4. , mas
los hechos de que (K™, +) es un grupo Abeliano y KK un cuerpo. O

R.

X,

Ejemplos: Caso K = R.

s n = 1: El conjunto de vectores es K! = IR, la recta real, el + es la
suma usual en R y la multiplicaciéon por escalar es el producto en

s n = 2: El conjunto de vectores es IK2 = R?, el “plano x; — x3”.

el plano:

Un vector x representarda ambos, un punto del plano y una flecha
partiendo del origen que termina en dicho punto. La suma de ele-
mentos de IR? corresponde entonces a la suma usual de flechas en

y del mismo modo se representa la ponderacion:
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2x

1/2x

X

X

/

0x=0

s n = 3: La representacién de vectores en R? se hace en el espacio

3-dimensional:

-1) x

La ponderacién se represen-
ta de modo similar al caso
plano, y la suma de vectores
también corresponde a la dia-
gonal del paralelégramo defi-

nido por los sumandos:
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Observacién: A veces conviene (por ejemplo, para mayor claridad de
una figura) dibujar un vector como una flecha que parte de algin otro
punto distinto del origen. A modo de ejemplo consideremos x,y € R?
y sea v =y — X. Se ve facilmente que v serd una flecha partiendo en
el origen que tiene el mismo tamano y apunta hacia el mismo lado que
una flecha que parta en x y termine en y. Dado ésto, muchas veces
no nos molestamos en dibujar v partiendo del origen, sino que sélo
dibujamos la flecha de x a y.

2.2. Rectasen K"

A partir de nuestra intuicién geométrica rescatamos del concepto de recta
(en el plano o en el espacio) dos elementos importantes: que una recta define
una direccion de movimiento y que pasa por algun lugar.

L

Lamisma
direcccion

No pasa por p

q

Las rectas Ly y Lo del dibujo llevan la misma direccion, y lo que las di-
ferencia es que pasan por distintos puntos. De hecho Lo es L1 desplazada.
Intentamos entonces definir una recta en IK™ como sigue:

Definicién 2.2 (Recta). Sean d € K" \ {0} un vector y p € K" un Recta
punto dado. La recta L que pasa por p y va en la direccion de d es el
siguiente subconjunto de IK™:

L=Lpg={veK"|v=p+id, tcK}.
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p +td

L td

Se dice que p es una posicion de L y que d es un vector director de L.

Ejercicio 2.1: Un par de observaciones importantes:

1. Muchas posiciones definen la misma recta. Probar que, dado d €
K™\ {0} fijo, se tendrd q € Lp g < Lq,d = Lp,a. (Las posiciones
de una recta L son sus puntos.)

2. Muchos vectores directores definen una misma recta. Probar que,
dado p € K" fijo, se tendrd Lp g = L, 3« (X € K\ {0})d =
Ad. (Los vectores directores de una misma recta son los multiplos
no nulos de un vector director dado.)

El Ejercicio ZTI2 motiva la siguiente definiciéon:

Definicién 2.3 (Vectores paralelos). Sean v,w € K". El vector v se
dice paralelo a w (lo que se anota v|jw) ssi (3X € K\ {0}) w = Av.

Usando esta definicion, el Ejercicio X112 puede ser replanteado como

d es un vector director de Ly q <> d||d.

Ejercicio 2.2: 1. Si AC K" y p € K", definimos la traslacion de
A en el vector p por p+ A ={p+x|x € A}. Mostrar que las
rectas que pasan por p € K" son exactamente las traslaciones en
p de las rectas que pasan por el origen 0.
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2. Sean p,q € K", con p # q. Mostrar que la recta de posicién p y
vector director d = q — p es la tUnica recta que pasa por ambos

puntos, py q.

e

q-p

Observacién: La ecuacion
v=p+Ad, IeK

que describe los puntos (vectores) de la recta Lp a a medida que se
varia A € K se llama ecuacion vectorial de la recta Ly 4.

2.3. Planos en K"

Sean p € K™ y dy,dy € K™\ {0} vectores no paralelos. Apelando a nuestra
intuicién en el espacio tridimensional, vemos que por p pasan las dos rectas
distintas Ly = Lp q, ¥ L2 = Lp,4,, y ambas estan contenidas en un mismo

plano II.
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Observando la forma como los puntos de este plano se obtienen a partir de
P, d1 y do podemos dar la siguiente definicién en K™:

Definicién 2.4 (Plano). FEl plano que pasa por p y tiene vectores direc- Plano
tores di y da es el subconjunto de IK™:

Mpa,d, ={veK"|v=p+sd +tdy,s,t € K}

.. ecuacion vectorial del
Observacion: plano

1. v=p+sd;+tds, s,t € K se llama ecuacion vectorial del plano
Hp.d,,d,-

2. Sea E = [ d; | do ] la matriz que tiene por columnas a los
vectores directores d; y ds. Entonces juntando los parametros s

y t en el vector r = € K2, la ecuacién vectorial queda

S
t
v = p+Er ,r € K?
p+[d | dz](i) ,s,t €K

3. Notar la similitud con la ecuacién de una recta v =p+td,t € K.
En la recta hay un pardmetro libre: ¢ € K (dimensidn 1, esto se
formalizard mas adelante) y en el plano dos: s,t € K (dimensidn

« Ejercicio

Ejercicio 2.3: Se deja como ejercicio para el lector probar las siguien-
tes propiedades:

1.q € IIpd,.d, < Hgd,.d; = Up.dsd,- (Cualquier punto de un
plano sirve como su posicién.)
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2. Sipe K",y dl,é,d_l,d_g € K™\ {0}, con dino paralelo a ds y
d; no paralelo a ds, entonces

Hpai,a, =11, 47 q; < (3A € M 2(K) invertible) [ d; | d } =

3. Dado p € K", todo plano que pasa por p es la traslacién en p de
un plano que pasa por el origen, y si trasladamos en p un plano
cualquiera que pasa por el origen, obtenemos un plano que pasa

por p.

4. Sean p, q,r tres puntos no colineales en IKK™. Probar que si d; =
q—pyds =r—p, entonces Il q,.4, s el unico plano que pasa
porp,qyr.

2.4. Ecuaciones param étricas y cartesianas de rectas y

planos
2.4.1. Rectas
D1 di
Sean p = eK'yd = € K"\ {0}. Sea L = Ly 4.
Pn dn
Recordemos que la ecuacién vectorial de L es v. = p +td ,t € K. Si
)
anotamos v = : el punto que recorre L cuando t recorre K, resulta:
Tn
T = p1tid
Ty = p2+ids
. , te K.

Estas son las llamadas ecuaciones paramétricas de la recta L. (Notar que
DPls---3Pnsdi,-..,dy, son constantes en K, las coordenadas de la posicién y
de la direccién de L.)

Supongamos, para simplificar la notacién, que las primeras k componentes

dyi,...,d, de d son no nulas, y el resto todas nulas: dxy1 = dgqo = ... =
dy
dn, = 0, es decir d = ddc . Entonces las ecuaciones paramétricas de la

0
recta L son
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Ty = p1+id

Ty = pr+tdy

Tk+1 = Pk+1
: Constantes.
Tn = Pn

Despejando t en cada una de las primeras k ecuaciones, e igualando:

Ti1—p1 _ T2—P2 __ . _ Tk—DPk —
dq - do - - dk (_ t)
Tk+1 = DPk+1
Ln = Pn
Este es un sistema de n — 1 ecuaciones lineales para las n incégnitas
T
T1,...,ZTn, que son las componentes de un punto cualquiera v =
Tn

de L. Las ecuaciones se llaman ecuaciones Cartesianas de la recta L. ;Cémo
quedan las ecuaciones cuando k = 17

Ejemplos:

= n=2: La ecuacidn Cartesiana (notar que en este caso queda una
sola) de L =L, p,\ /4,y queda:
(pz )’ ( do )
1 —P1 T2 — P2 .
= , sidy,d 0,
a A 1,d2 #

Tg =p2, sida =0,y

r1 = p1, si d1:O

d,d,#0 d =0 d=0

= n = 3: Una recta queda descrita por dos ecuaciones Cartesianas:

1 —p1 X2 —pP2 T3 —P3

dy da ds
(en caso que dj,ds, ds # 0. Escribir las otras posibilidades.)

45

ecuaciones Cartesianas
de L



2.4.2. Planos (caso n = 3)

Para simplificar el andlisis veremos sélo el caso n = 3 para las ecua-
ciones Cartesianas de planos. Sea II = Il g, 4, un plano en K3, donde
Y41
Pp=1| p € K3 es una posicién de II, y los vectores directores son los
p3
di1 di2
vectores no paralelos en K2\ {0}, d; = do1 y dy = dos |. La
ds1 d32

ecuacion vectorial de II estd dada por v =p + sd; +tda , s,t € K, y des-
componiéndola en sus 3 componentes resultan las ecuaciones paramétricas
de II:

1 = p1+sdig+tdys
2o = pa2+ sda1 +tdoa ,s,t € K.
x3 = ps+ sds +tdsa

Pivoteando, es posible eliminar el pardmetro s de dos de estas ecuaciones,
y luego también t de una de ellas, de modo que nos quedamos con una
ecuacion final con s6lo 1, xa, x5 (sin s y t) de la forma Az +Bao+Cas = D,
donde A,B,C,D € K, con A, B o C # 0. Esta es la llamada ecuacion
Cartesiana del plano II.

Observacion: Si el plano hubiese estado en K™, con n > 3, habriamos
obtenido un sistema de n — 2 ecuaciones cartesianas para el plano.
Qué pasa en el caso n = 27 ;Y qué puede decir de n = 17

Sabemos del capitulo de Sistemas Lineales que, reciprocamente, un sistema
de una ecuacion y tres incégnitas, como la ecuacién Cartesiana de II, tiene
dos variables libres (digamos 23 y 3) y sus soluciones son de la forma:

x1 oy B1 7
T2 = 0 + X2 1 + x3 0 ,xo,x3 € IK,
I3 0 0 1
b1 7
con 1 y 0 claramente no paralelos (;por qué?), asi el
0 1

conjunto de soluciones representa un plano en IK>. Tenemos entonces que
los planos en K? son exactamente los conjuntos solucién de ecuaciones
cartesianas como la que escribimos arriba para II.

Ejemplo:
1
El plano IT C IR? que pasa por el puntop = [ 0 | y con vectores direc-
0
1 -1
tores dy = -1 ydo = 0 tiene por ecuaciones paramétri-
0 1
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g = 14+s—t
cas Ty = —s ,$,t € R de las que se puede facilmente
r3 = t
eliminar s y t para obtener la ecuacion Cartesiana x1 + xo + x3 = 1.
Por otra parte, si partimos de esta ecuacién, despejando x1 en térmi-

nos de xg y x3 resulta xr1 = 1 — x9 — x3, por lo que un punto cual-
1
quiera v = | 2 € R? que satisfaga esta ecuacién tendrs la forma
zs3
T 1-— To — I3 1 -1 -1
T2 e T2 e 0 + X9 1 + x3 0 s
I3 I3 0 0 1

con zo,x3 € R tomando valores arbitrarios. El lector reconocerd esto
como una ecuacién vectorial del mismo plano II.

2.5. Geometria m étricaen R"
2.5.1. Definiciones y propiedades b asicas

Incorporaremos ahora a nuestro estudio conceptos como distancia entre
puntos, dngulos, perpendicularidad, etc. Para ello debemos perder un poco
de generalidad y restringirnos al cuerpo K = R de los nimeros reales.
(También se puede hacer todo esto con K = C, los ntimeros complejos,
pero esto lo postergaremos para mas adelante.)

Definicién 2.5 (Producto punto en R™). Sean x,y € R", con x =

Z1 Y1
( : ), y = ( : ) Se define el producto punto (x,y) (también se anota

Tn Yn

xey) como el real

n
(x,y)=> zyi=x'y=y'x€R.
i=1
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Tenemos asi una funcion

<,> : R"xR" — R
xy) — &xvy)

llamada producto punto.

Proposicion 2.2. Se tienen las siguientes propiedades:

1. (Vx,y € R") (x,y) = (y,x) (Simetria).

2 (Y, X,y €R") (x+Xy) = (x,y) + & y) A%y +¥) = (xy) +
(x,y) (Bi—aditividad).

3. (VA e R)(Vx,y € R") (Ax,y) = (x,\y) = A (x,y) (Bi-homogeneidad).

4. (VxeR™) (x,x) >0 A (x,x)=0< x=0 (Positividad).

DEMOSTRACION. La demostracién de estas propiedades quedan como ejercicio-

] <« Ejercicio
El nimero (x,x) que aparece en la propiedad 4. es (x,x) = Y., z2, si
T
X = . Jugando con el Teorema de Pitdgoras se puede verificar
In

facilmente que sin =2 6 n = 3, 1/(x,x) corresponde a la longitud de la
flecha representada por el vector x.

Y T

9 X

Aprovechando estos hechos, y con la esperanza de re—obtener el Teorema
de Pitagoras en R", para todo n, definimos

Definicién 2.6 (Norma Euclidiana). La norma Euclidiana (o, simple-
z1

: ) € R™ como ||x|| = /> a? = norma

mente, norma) de un vector X = <
Tp
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Vi{x,x) (raiz cuadrada >0).

Tenemos ast la funcion norma

- R" — R

x — xl=Vixx)

Proposicion 2.3. Se tienen las siguientes propiedades:
1. (vxeR™) |x|| >0 A |x]|=0&x=0
2. (VA€ R) (vx € R") [[Ax]| = [A[ [|x]|
3. (Vx,y € R") |x+yl| <|x]|+|lyll (Desigualdad Triangular.)

DEMOSTRACION. Las demostraciones de [l y Bl son elementales y se dejan
como un ejercicio facil para el lector. La prueba de la Desigualdad Trian-
gular dependerd del siguiente importante Lema:

Lema 1 (Desigualdad de Cauchy—Schwartz).
(vx,y € R") |, y)| < [l Iyl -

DEMOSTRACION. (DESIGUALDAD DE C—S) Notar que si x = 0Vy = 0,
la desigualdad se verifica trivialmente (0 < 0). Supondremos entonces que
ambos vectores x e y son no nulos. Para x,y € R"™\ {0} fijos, consideremos
ahora la funcién ¢ : R — R definida por ¢(t) = ||tx — y||>. Claramente
©(t) > 0 para todo t € R (y ademds, si y no es un multiplo de x, ¢(¢) > 0
para todo t € R). Por otra parte, p(t) = (tx—y,tx—y) = [|x|*t2 —
2(x,y)t + ||ly||>. Asi, ¢ es una funcién polinomial de segundo grado en t,
con coeficientes a = ||x||*, b = =2 (x,y), ¢ = ||ly||* (notar que como x # 0,
la funcién es efectivamente de segundo grado, y no de un grado menor).
Como ¢(t) > 0 para todo t € R, sabemos que el discriminante b? — 4ac
serd menor o igual a 0 (a lo mds una raiz real de multiplicidad 2), es decir
4(x,y)? —4|x|? [lyl|* < 0, de donde (x,y)* < ||x]|* [ly|I*, lo que implica la
desigualdad deseada. g

Observacién: Notar que si y no es multiplo de x, ¢(t) > 0 para todo
t € R, luego b*>—4ac < 0, de donde se desprende que |(x,y)| < ||x] ||ly]|-
De aqui que (atin en el caso x = 0 Vy = 0) se verifica la igualdad en
Cauchy—Schwartz ssi alguno de los dos vectores es multiplo del otro.
De modo similar se tiene que (x,y) = [|x|| ||y|| ssi alguno de los dos
vectores es un maultiplo no negativo del otro.
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Podemos ahora probar la desigualdad triangular. Sean x,y € R". Tenemos:

2 2 2
eyl = xyxery) =l 200y +y
< x[1” + 2, y)| + llyll

C.—Sch.
2 2
< [l [I” + 2 (||| [l + (¥l

= (1l + Iy 1)?

Observacion: De la observacién bajo la demostracién de la desigual-
dad de Cauchy—Schwartz podemos concluir que en la desigualdad trian-
gular vale la igualdad ssi alguno de los dos vectores es multiplo no
negativo del otro.

Usaremos ahora la norma de R™ para definir la nocién de distancia entre
puntos de este conjunto.

Definicién 2.7. Sean p,q dos puntos en R™. La distancia entre p y q es distancia
el nimero real no negativo d(p,q) = |lq — p||- d(p,q)
Observacion:

1. Recordando que q — p se puede visualizar como el vector (flecha)
que va de p hasta q, resulta que d(p,q) es la longitud de esta
flecha, es decir, como esperariamos, la longitud del trazo recto

entre py q.

2. Podemos usar la distancia entre puntos para interpretar la de-
sigualdad triangular. Sean p,q,r € R™ tres puntos que forman
un tridngulo en R™. Entonces: ||q — p|| = ||[(q — 1) + (r — p)|| <
la—r| + [[r — pl|, es decir d(p,q) < d(r,q) + d(p,r). En el
tridngulo pqr esto significa que la longitud del lado pq es infe-
rior o igual a la suma de los otros dos lados ( ¥q + pr), lo que es
un viejo teorema de geometria plana.

P q-p
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El producto punto estd intimamente ligado a la nocién de dngulo entre
vectores. Recurramos nuevamente a nuestra intuicion geométrica para ver
algunos hechos que indican que esta afirmacién no es gratuita.

Situaci 6n 1:

Consideremos el siguiente diagrama:

Los vectores x e y son no nulos en R", y los hemos dibujado en el plano que
pasa por el origen y que los contiene. Supongamos que x es perpendicular a
y (vamos a suponer que esto tiene sentido en R", y que en el plano de x, y y
0 se cumplen las propiedades usuales que conocemos de la geometria plana
del colegio). Esperamos entonces que el tridngulo que tiene por vértices x,
y v —y sea isésceles en x (la altura es la flecha x), y asi

[x=yll=lx+yl < <x—2y7x—y>=<X+2y,X+§> ,
= [x["-2&y) +lyll" = [x["+2xy) + |yl
— 4(x,y)=0
— (x,y)=0.

Aprovechemos esto para definir perpendicularidad en R™:

Definicién 2.8 (Perpendicularidad). Dos vectores x,y € R™ se dicen
perpendiculares u ortogonales ssi (x, y> = 0. Lo anotaremos como x L y. perpendicularidad
xly

<« Ejercicio

Ejercicio 2.4: Probar el Teorema de Pitdgoras en R™: Sean A, B, C €
R", con (B—C) L (C—A).Sia=d(C,B)=|B-C|,b=d(A,C) =
IC—A| y ¢ =d(B,A) = ||A —BJ son los tres lados del tridngulo
ABC (tridngulo rectdngulo en C, con a, b los catetos y ¢ la hipotenusa),

entonces a? + b? = 2.

¢ B
A
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Situaci 6n 2:

Queremos usar nuestra intuiciéon geométrica para descubrir una relacion
que nos permita definir el 4ngulo entre dos vectores de R™. Consideremos
el diagrama siguiente:

Todo transcurre en el plano que pasa por 0 y tiene a x e y como vectores
directores. El punto Ay es la proyeccion ortogonal del punto x sobre la
recta que pasa por 0 y tiene a y como vector director, 6 sera el angulo de
la flecha y a la x (si todo esto tiene sentido en R™). La cantidad ||y — x||
es la distancia de x a su proyeccién. Las relaciones trigonométricas que
esperariamos que se cumplan dicen: cosf = w = W

Nos gustaria eliminar A de esta férmula. Para ello notemos que como
(Ay — x) L y, entonces (\y —x,y) = 0, de donde )\||y||2 —(x,y) =0,
yasi |\ =\ = ?";ﬁ'g . (El dibujo sugiere que Ay apunta hacia el mismo lado
que y. Analizar lo que pasa si no. Notar que # > 7 en dicho caso.) Luego

cosf = % Usamos esto para definir el angulo entre vectores de R™:

Definicién 2.9 (Angulo entre vectores). Sean x,y € R" \ {0}. Defi-
nimos el dngulo entre x e’y como aquel nimero 6 € [0, 7] tal que

x,y)

cosf) = ——="—.
l1I| Iyl

Observacién:

1. Notar que la desigualdad de Cauchy—Schwartz asegura que —1 <
(x,y)

=Ty T < 1, asi la definicién anterior tiene sentido.

2. Esta definiciéon entrega de manera trivial la famosa férmula
(x,y) = [Ix[ lyll cos 6.
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2.6. Aplicaci 6n a Rectas en R?y Planos en R3.
2.6.1. Rectas en R2.

T —x
Sea d = ( ! 2

Xro X1
Es un ejercicio facil verificar que las siguientes propiedades se satisfacen:

) € R2. Definamos el nuevo vector d+ = ( € R2.

—_

) = fal
2. dt es ortogonal a d.

3. (db)" = —d.

4. Sid #0, entonces (Vv eR?) [v Ld& (3N e R)v =Ad1].
5. Sid #0, entonces (VweR?) v Ldle (teR)v=td.

Sea ahora p € R? yL=~Lpq= {VEIR2 | v=p+td, tEIR}. Tenemos
que
velL << v=p+td, teR
— (FteR)v—p=td
— v-pldt
— (v-pd-)=o0.

Si llamamos n = d* (o cualquier otro vector paralelo a éste), hemos conclui-
doquev e L (v—p,n) =0, es decir, L ={veR?| (v—p,n) =0}
La ecuacién

(v—p,n)=0

se llama ecuacién normal de L. El vector n (es decir, d* o cualquier otro
paralelo a él) se dice vector normal a L.
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De la ecuacién normal de L sale facilmente una ecuacién Cartesiana. Sean

n x
n= ! y P = P yv= :1:1 . Desarrollando:
2

n2 D2
(v—p,n) =04 (v,n) — (p,n) =0 < nyx; + noxy + (—nipy — nape) = 0,
es decir

axi +bxe + ¢ =0, cona=ny, b=nyyc=—{(p,n). (2.1)

Ejercicio 2.5: Concluya que si Il es una ecuacién Cartesiana de

una recta de R?, entonces un vector director de esta recta es d = ( o )

2.6.2. Planos en R3.

Sean d1, d; vectores no nulos y no paralelos en R?. M4s adelante se prueba
que existe un vector n = d; x dy € R? con las propiedades:

1. |n|| = ||d1]| [|dz|| |sen 8| # 0, con € el dngulo entre d; y da.
2. nld AnLds.

3. (WeR)[vIidiAvLldy & (AN€R)v = An].

4. (W eR?) [vLln & (3s,t € R)v =sdy + tda].

Con estas propiedades, sea II = Il q, 4, €l plano en R?® que pasa por un
punto p € R3 y de vectores directores d; y ds. Entonces el lector puede
demostrar facilmente que para cualquier v € R3, v € Il & (v — p,n) = 0.
Nuevamente, n (o cualquier vector paralelo a n) se dird vector normal a II,
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y la ecuacién
<V - b Il> =0
se llamara ecuacton normal de II. ecuacién normal de IT
De modo similar al caso de rectas en R?, la ecuacién normal conduce di-
rectamente a la ecuacion Cartesiana Axy + Bxo + Cx3 + D = 0 para II.
(Donde n = (g) y D =—(p,n).)

95



Ingenieria Mateméatica

‘ FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Algebra Lineal 08-2

Ejercicios

1.

Pruebe las siguientes propiedades de la ponderacién por escalar:
(a) (V/\l, Ao € ]K) (VX S ]Kn) A1 (/\QX) = ()\1)\2))(.

(b) (VX eK) (vx,y € K") AM(x+y) = Ax+ Ay.

() (VeK) (VxeK") dx=0&A=0vx=0.

. Pruebe que:

(a) Dado d € K™\ {0} fijo, se tendrd q € Lp g < Lq,a = Lp,a. (Las
posiciones de una recta L son sus puntos.)

(b) Dado p € K" fijo, se tendrd Lpq = L, g < (31 € K\ {0})d = Ad.
(Los vectores directores de una misma recta son los multiplos no
nulos de un vector director dado.)

(c) Si ACK"yp € K", definimos la traslacién de A en el vector p
por p+ A = {p+ x| x € A}. Las rectas que pasan por p € K"
son exactamente las traslaciones en p de las rectas que pasan por
el origen 0.

(d) Sean p,q € K", con p # q. La recta Ly q—p es la unica recta que
pasa por ambos puntos, p y q.

. Pruebe que:

(a) g €Ipd,.d, © g,d,,d, = Hp,d,,d,- (Cualquier punto de un plano
sirve como su posicién.)

(b) Dado p € K", todo plano que pasa por p es la traslacién en p de
un plano que pasa por el origen, y si trasladamos en p un plano
cualquiera que pasa por el origen, obtenemos un plano que pasa
por p.

(c) Sean p,q,r tres puntos no colineales en K™. Probar que si d; =
q—pyds =r—p, entonces Il 4, 4, es el Ginico plano que pasa
porp,qyr.

. Pruebe las siguientes propiedades del producto punto:

(a)

(Vx,y, %,y € R") (x+Xy) = (x,y) + Ky) A (x,y+y) =
(x,y) + (x,¥) (Bi-aditividad).
(

Guia
Semana 4

Proposicién 2.1

Ejercicio 2.1, Ejercicio
2.2

traslacion

Ejercicio 2.3

Proposicién 2.2

(b) (VA€ R)(Vx,y € R") (\x,y) = (x,\y) = A (x,y) (Bi~homogeneidad).

(c) (vxeR") (x,x) >0 A (x,x) =0« x =0 (Positividad).

. Pruebe las siguientes propiedades de la norma Euclidiana:

(a) (vxeR") ||x]| >0 A x||=0<x=0.
(b) (VA€ R)(vVx e R") [[Ax]|| = [Al[[x]]
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Problemas

P1.

P2.

P3.

(a) Considere los puntos P = (g) ,Q = (—(il) vy R= (_%1)

Verifique que son puntos no colineales y encuentre la ecuacién
vectorial (o paramétrica) y Cartesiana del plano II; que los con-
tiene.

(b) Dadas las rectas Ly y Lo definidas por
1 1

Li: | -1+t -3],teR y LQ:{
1 0

3r+y+4=0
z+95=0

Verifique que L1 y Lo son paralelas y distintas y ecuentre la ecua-
cién vectorial (o paramétrica) y Cartesiana del plano Iy que las
contiene.

(c) Encuentre la ecuacién vectorial de la recta L que se obtiene como
la interseccién de los plano IT; y Iy (L = II; N 1I).

(d) Encuentre el punto S de interseccién de las rectas Ly y L, y veri-
fique que S satisface la ecuacién Cartesiana del plano II;.

(a) Verifique que las rectas

3 —1 2 2
Lq: 41+t 2 ,teR, Lso: 41 +s 1 , seR
5 -5 6 -5

se intersectan en un unico punto. Encuéntrelo.

(b) Sea II el plano con vectores directores d; = (%) y do = (é),

que pasa por el punto P = (—2), y sea L la recta con vector

director d = (é) que pasa por el punto @ = (§) ,donde a,b € R.
Encuentre los valores de los parametros a, b tales que

= L esté contenida en II (L C II),

= L y II no tengan puntos en comin (L NII = ). y

= L NII contenga exactamente un solo punto.

Sean II; el plano de ecuacién x + y + 2z = 1, I el plano de ecuacion
—x +y = 2y Ly la recta que pasa por el punto P = (?) y cuya

. . 1
direccién es Dy = (8).

(a) Encuentre la ecuacién de la recta Lo, que se obtiene como la
interseccién de los planos II; y Ils. Entregue un vector director
de dicha recta.

(b) Encuentre el punto P, de interseccién de la recta Ly y II;.

(c) Calcular el punto P5 de interseccién de Ly con el plano perpendi-
cular a Lo que pasa por el punto Ps.

(d) Encuentre la ecuacién paramétrica o vectorial de la recta conte-
nida en Il que pasa por el punto Ps y es perpendicular a Ls.
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| SEMANA 5: GEOMETRIA

2.7. Producto cruz (o producto vectorial) en R3

Utilizaremos la siguiente notacion, ya tradicional en las aplicaciones de la
geometria vectorial. Sean i, j, ke IR3 los siguientes vectores:

~ 1\ 0\ _ 0
i=lo],j=1].k=]o0
0 0 1

Las siguientes afirmaciones son evidentes:
1. HTH = H]H = HEH =1 (Estos vectores se dicen unitarios.)
22iLjAjLkAkL]  (Son ortogonales entre sf.)

3. (Vx = ( ) S IR3) X = x1i —|— ;EQJ —i— £L'3k y esta escritura es unica, es

decir, si x11 + x2j + £L'3k = y11 + y2J + y3k entonces 1 = y1 A X2 =
Y2 N T3 = Ys.

Observacion: Las propiedades 1. y 2. se abrevian diciendo que

{i,j, k} es un conjunto ortonormal en R3.

Mas adelante en el curso definiremos la nocién de determinante, pero ahora
consideraremos la siguiente

Notacién: Sia,b,c,d € R, anotamos ‘ =ad —bc € R.

b
d

a
C

Con esto podemos dar la definicién:

o8

w0

Qo
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Definicién 2.10 (Producto cruz). Si x = (%), y = (%g) € R?, Producto cruz
definimos el producto cruz o producto vectorial de x ey como el siguiente
vector de R3:

i ] k
XXy=|x1 T2 x3 |= N E N B ,/i\+ T
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2
Y1 Y2 Y3
Es decir, resulta el vector de R3: XXy
T2Y3 — T3Y2
xxy=| a3y —x1ys | € R

T1Y2 — T2Y1

(Obviamente, esta tltima férmula no es muy facil de recordar, y es preferible
usar la notacion de la definicién dada primero, cuya operatoria estd ahi mis-
mo definida, para memorizar y calcular x x y.)

Hemos asi definido una ley de composicién interna x en R?:

x : R*xR* — R3
(xy) +— xXxy’
Proposicion 2.4. Se tienen las siguientes propiedades
1. (Vx,yEIR3) xxXxy LxAxxy Ly.
2. (Vx, y € IR3) XXy =-y XX (X es anlti—conmutalivo).

3. (Vx,y,2€ R®) xx (y+2) = xXy+xXxzA(X+y) X2 =XXz2+y Xz
(x distribuye sobre + ).

4. (vx,y €R®) (VA€ R) (Ax) x y =x x (Ay) = A(x x y).
5. (VxeR¥) xxx=0.

DEMOSTRACION. La demostracién de estas propiedades bdsicas quedan
propuestas como ejercicio. 0 <« Ejercicio

Notemos que con P2l Bl @l y Bl més el simple célculo de

ixj=k, jxk=1 kxi=j,
se puede recuperar la férmula con que definimos originalmente el producto
cruz:

XXy = (:c11 + IQJ + CCgk) (y11 + y21 + ygk)
= x1y11><1+:c1y21><_]+:c1y31><k+:1:2y13x1+x2y23x3+:1:2y33><k
+wgy1k><1+:c3y2k ><J+£L'3y3k><k
0+ z1y2k + $1y3(—J) + 22y1(— k) +0 + 2ay3i + Isyl.] + 3y2(—1) + 0
(ays — 3y2)i + (2351 — T193)] + (T1y2 — T2y K.
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La siguiente es una férmula para el producto cruz de 3 vectores. Su demos-
tracién es un simple calculo que omitimos.

(xxy)xz=(x2)y—(y,z)x (2.2)

Notar que el producto cruz NO es conmutativo (pero tiene la propiedad
parecida B) y que desgraciadamente tampoco es asociativo. Para ilustrar
cuan lejos esta de serlo, estd la llamada Identidad de Jacobi, que se puede
probar facilmente a partir de la propiedad anterior:

(Vx,y,z€ R?*) xx (yxz)+yx(zxx)+zx (xxy)=0 (2.3)
Notemos que usando y las propiedades anteriores resulta:
xxX(yxz)—(xxXy)xz=y X (x x2z),
lo que indica que x x (y X z) no tiene por qué ser igual a (x X y) X z.

Veamos mas propiedades de “x”:

Proposicion 2.5.
(vx,y € R*\{0}) [x x y| = [Ix[| [ly] sen 6],

donde 0 es el dngulo entre X e'y.

DEMOSTRACION. Esto saldrd de la siguiente identidad, la que pedimos al
lector que tenga la paciencia de verificar (es un calculo simple pero tedioso):

2 2 2 12
(Vx,y € R?) (x,3)" + [x x ylI” = [Ix[I" [l¥]"

Una vez establecida esta identidad, y recordando que (x,y) = ||x]| ||y|| cos(8),
resulta:

Il [lyl* = (x, y)?

I [” Iy 11 — (1]l 1y || cos(6))*

=[x ly]* (1 = cos?(6))

x| [[y]|* sen?(6).

2
x> yll

O

La siguiente propiedad muestra que el producto cruz representa a la direc-
cién ortogonal a los vectores participantes.

Proposicién 2.6. Sean x,y € R?\{0} vectores no paralelos, y sea z € R3.
Entonces

l.zlxANzly = (AAeR)z=XIxxy.

2.z1xxy = (3s,t€R) z=sx+ty.
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DEMOSTRACION. La demostracién es un ejercicio, explicado en més detalle
a continuacion. 0

Ejercicio 2.6: El objetivo de este ejercicio es probar la Proposicién 21

1.

. Sea A € M33(R) la matriz descrita por columnas como A =

Sean x,y,z € R? tres vectores no coplanares con el origen, es
decir, que no existe un plano que pasa por el origen y que contiene
a los tres vectores x, y y z. Pruebe que esto equivale a:

(Vs,teR) x # 0+4sy+tiz
ANy # 04sx+tz
ANz # 0+sx+ty

Pruebe que la condicién anterior es equivalente a

(Va,B,v€R) ax+fy+7z2=0=a=03=7=0. (24)

[ x |y | =z ] . Pruebe que la propiedad EZ9 equivale a que el
sistema homogéneo A [%} = 0 tiene como solucién unica [%} =

0, es decir, A es invertible.

Concluya que tres vectores x,y,z € IR? no son coplanares con el
origen ssi lamatriz A= x | y | z ] esinvertible.

Considere ahora x e y no nulos y no paralelos. Pruebe que los
vectores X,y y X X y # 0 son no coplanares con el origen.
Indicacion: Verifique la condicién 20

Use la conclusiéon de la parte Bd para probar que

(Vz € R?) (3s,t, A\€ER) z = sx + ty + Ax X y. (2.5)

Pruebe, usando la propiedad EZT0, la Proposicion 21

Observacién: La interpretacion geométrica del resultado anterior es:
Si x,y son vectores no nulos y no paralelos en R?, x x y define la linea
recta (que pasa por 0) de vectores perpendiculares a x y a y. Por otra
parte los vectores perpendiculares a x X y son exactamente aquellos del
plano que pasa por el origen y tiene a x e y como vectores directores.
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Un par de propiedades geométricas mas de “x
1. Sean x,y € R?\ {0} wvectores no paralelos. En-

Proposicion 2.7.
tonces el drea del paraleldgramo que definen es ||x X y||.
2. Sean x,y,z € R®\ {0} vectores no coplanares con 0. Entonces el

volumen del paralelepipedo que definen es |(x X y,z)|.

DEMOSTRACION. (Deberemos confiar en los conceptos intuitivos de drea y

volumen que traemos de la geometria escolar).

1. El area del paralelégramo es dos veces el area del tridngulo cuyos
- base - altura = 2 - £ -

vértices son x, y y 0. Asf, Area = 2- 3
%]k, con h = ||y|| sen 6. De aquf que Area =2 -1 - ||x| |ly| sen6 =

[ lyll sen & = [|x x y||.
2. De la geometria de colegio, el volumen del paralelepipedo se calcula

como el producto del drea de su base y su altura. De la parte (a), el
area de la base es ||x x y||. Por otra parte la altura H es la proyeccién
de z sobre la direcciéon perpendicular al plano de x e y, con lo que
H = ||z|| cos(¢), donde ¢ es el dngulo entre x X y y z. Se obtiene

finalmente entonces que Vol = ||x X y|| ||z]| cos(p) = |(x X y,2)]|.
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Una ultima propiedad del producto cruz que es necesario indicar es la lla-
mada regla de la mano derecha.

De x x y conocemos que apunta en la linea perpendicular al plano de x
ey, y que tiene por norma ||x||||y|/sené, con € el dngulo entre x e y.
Estos datos nos dejan atin dos opciones posibles para x x y: hacia un lado
del plano de x e y o hacia el otro. La verdad es que hacia cudl de estos
dos lados se dibuja depende de cémo dibujamos los vectores ortonormales
i,j,k (es decir, de cémo dibujamos los tres ejes de coordenadas de R3).
Generalmente se conviene en dibujarlos de modo que si en el plano de T,]
(el plano 1 — x2) hacemos los dedos de la mano derecha girar rotando de
1 hacia jj\, k apunta en la misma direccién del pulgar.

k
A i
i J

Con esta convencién resulta también que, si x,y € R?\ {0} son no paralelos
y hacemos girar los dedos de la mano derecha en el plano definido por x e
y, desde x hacia y, el pulgar apunta en la direccién de x X y.

X
XXy

X x Xy

Hay que indicar, sin embargo, que si alguien prefiriese dibujar los ejes como:

entonces los productos cruz cumplirian una regla de la mano izquierda.
Nosotros seguiremos la convencién universalmente aceptada, dibujando los
ejes del primer modo que mencionamos, y nuestros productos cruz se dibu-
jaran siempre segun la regla de la mano derecha.
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2.8. Distancia entre un punto y un conjunto. Proyeccio-
nes.
Definicién 2.11 (Distancia punto—conjunto). Sea A C IR"™ un subcon-

Junto no vacio de R™, y sea q € R™ un punto. Definimos la distancia de q
al conjunto A como:

d(q,A) =1inf{d(q,x) | x € A}.

Ejercicio 2.7: Verifique que d(q, A) queda bien definida.

Cabe notar que no tiene por qué existir un punto r € A tal que d(q, A) =
d(q,r), y si tal r llega a existir, no tiene por qué ser unico (jConstruir
ejemplos de estas afirmaciones!).

Estudiemos a modo de ejemplo el caso en que A = L es una recta Lp x en
R"™ (recta que pasa por p y tiene vector director x).

Supongamos que existe un punto r € L tal que q — r es perpendicular a
L. Afirmamos (como nuestra intuicién geométrica lo indica) que d(q, L) =
d(q,r). Probemos algo mejor:

(Vzel)z#r=|q-z]>[q-r,

de donde la distancia de q a L se alcanza en un inico punto r.

En efecto, siz € L, como q—r es normal a L, el tridngulo cuyos vértices son
z, Ty q es rectangulo en r, y por Pitdgoras (recuerde que usted demostré en
el Ejercicio Z2 que es vélido en R™) ||q — z[|* = ||q — r||* + [Ir — z]|*. Como
z # r, entonces ||r — z|> > 0, y eso prueba la desigualdad.
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Veremos ahora que tal r € L efectivamente existe.

Sea X = ﬁx (vector unitario en la direccién de x: claramente ||X|| = 1).
Sea y = q — p el vector que conecta p con q, y sea w = (y, X) X. Notar que
w apunta en la misma linea que x, y que

Iwll = [y %)% = Iyl 1] [cos(8)] = llyll cos(®).

donde 6 es el dngulo entre x e y (que lo supondremos en [O, %] para no
preocuparnos del signo de cos(#). Si este no es el caso, podemos usar —x
en lugar de x como vector director de L.)

Este vector w es lo que llamaremos proyeccion del vector y sobre la direc-
cion definida por el vector x. Notar que si en vez de x usamos otro vector
director Ax de L, resulta exactamente el mismo xvector w.

r
w
8)  \
y=q-p 9

Seau =y —w =y — (y,X)X. Nuestra intuicién nos harfa esperar que
u L x. Verifiquemos que eso es correcto:

X)X, x) = (y,x)—{y,X) (X,x) = X)— iX X|| =
(03) =y = (%) Kox) = (v~ ) (%) = 3220 (v, 7o) [l = 0

de donde u L x.
Basta tomar ahora r = p + w =p + (y, X) X, es decir

r=p+(q—-p,X)X,

que tiene la propiedad deseada puesq—r=q—-p-—-w=y—-w=1u L X,
luegoq —r L L.

Definicién 2.12 (Proyeccién ortogonal sobre una recta). Llamamos
proyeccion ortogonal del punto q € R™ sobre la recta L C R"™, al punto
re L tal queq—r L L.

Acabamos de probar que dicha proyeccién r existe y es el inico punto de L
que minimiza la distancia a q, y dimos ademas una férmula para calcular
esta proyeccién en términos de q, la posicién p de L y su vector director x.

Como segundo ejemplo, vamos a estudiar ahora en detalle el caso en que
n=3y A esun plano II C R3.

Ejercicio 2.8: Desarrollar de manera similar, en paralelo, el caso en
que n =2y A es una recta en R2. Notar que ese problema es un caso
particular del que se resolvié antes, pero la soluciéon va por otro camino,
usando ecuaciones normales en vez de vectores directores.
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Sea L la recta que pasa por q y que es perpendicular a IT (es decir, que
tiene por vector director un vector normal a II). Veremos en un momento
que la interseccién entre II y L consiste en un solo punto r. Nuestra in-
tuicién geométrica indica que d(q,IT) = d(q,r), y la demostracién de este
hecho sigue exactamente las mismas lineas de lo que hicimos al estudiar la
proyeccién de un punto sobre una recta en R™. (Se prueba la desigualdad
(vzel) 2#r = |la—2| > |a— x|, etc)

Definicién 2.13 (Proyeccién ortogonal sobre un plano). Llamamos
proyeccion ortogonal del punto q € R3 sobre el plano II C R3, al punto
r €Il tal queq—r L II.

Sabemos que dicho r es el inico punto de IT que minimiza la distancia a q.
Lo que no hemos probado atin es que tal punto r realmente existe, y a eso
nos dedicaremos ahora.

Sea n un vector normal a IT (por ejemplo, si II = II 4, ,4,, 1 se puede tomar

como d; xds, o si tenemos una ecuaciéon Cartesiana Ax,+Bxo+Cxzz+D =0
A

para II, n se puede tomar como (g)) La recta L que pasa por q y es

perpendicular a II tiene entonces por ecuacién vectorial:
v =q+tn, teR. (2.6)

Sea p un punto (fijo) cualquiera de II. Podemos entonces escribir la ecuacién

normal de II:
(v—p,n)=0. (2.7)

Buscamos L N1TI, es decir, los v € R? que satisfacen simultaneamente (25
y ). Pero esto es facil de resolver. En efecto, ) equivale a (v,n) =
(p,n), y usando (), obtenemos

{(a+tn,n) = (p,n) = (q,n) +t|n|* = (p,n) & t =

Una vez que tenemos la incégnita real ¢ despejada, en ([ZH) resulta

p-amn) (2.8)

I‘:V:q+ 3
[l
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como unica solucién de ZH) y 7).
Hemos de paso encontrado una férmula ([28) para la calcular la proyeccién

de q sobre II en términos de un punto p de II y un vector normal n a
I1. Podemos también calcular la distancia de q a II: d(q,II) = d(q,r) =

[r—al = %. De aqui sale una famosa férmula para la distancia de

un punto a un plano en IR3. Supongamos que II est4 descrito por la ecuacién
Cartesiana Az + Bxo +Cx3+D =0,y q= (éé ) Entonces

_ |Aq1 + Bga + Cq3 + D
AT+ B2+ (C?7

d(q, II)

A
En efecto, podemos usar n = (g) como vector normal para II. Con ello la

., , T
ecuacién normal de IT serd (v — p,n) = 0, donde v = (? ) es un punto que
3

recorre II. Manipulando esta ecuacién normal se obtiene (v,n) — (p,n) =
0, 6 Azy + Bas + Czz — (p,n) = 0, y por comparacién con la ecuacién
cartesiana de II, deberd tenerse que — (p,n) = D.

Como (q,n) = Aq; + Bg2 + Cgs, entonces

El resultado se sigue del célculo de ||n||.

Cabe notar que hay otra manera, tal vez un poco menos eficiente, de calcular
la proyeccion de q sobre II, usando una ecuacién vectorial para Il en vez
de la normal: v =p+Ad; + pda A, 0 € R . Esto, junto a v =p+1td; x da
que es la ecuacién vectorial de L, entrega el sistema lineal p + Ad; + puds =

A

q-+td; xdg,omejor [ di | dy | dixdy | [u] =q-—p. Comod; y
t

d; son no nulos y no paralelos, d;, d2 y d; X d2 no son coplanares con el

origen, y entonces esta ecuacion tiene una solucién unica para A, pu y t, lo
que entrega la proyeccién r = v.

Una tercera manera de proceder, también algo mas larga que la primera,
es utilizar la férmula r = p + A\d; + pds (que no dice mds que el hecho de
que la proyeccion r satisface la ecuacién vectorial de II pues es un elemento
de este plano) y recordar quer —q L II, es decir,r —q L d; Ar—q L do.
(di,p—gq+Adi+puds) = 0

(d2,p—q+Ad; +puds) = 0 »

Se obtiene el sistema de ecuaciones {

en su forma matricial:

(d1,d1) (di,d2) AN\ _ [ (di,a—-p)

(d2,d1) (d2,d2) ] ( 0 ) B ( (d2,9 —p) )

<d17d1> <d17d2>
<d27d1> <d27d2>

es invertible, luego el sistema anterior tiene una solucién tnica para A y p,
lo que entrega la proyeccion r.

Se puede probar que d; no es paralelo a ds ssi la matriz {
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Observacioén:

1. Notemos que la férmula ) era ficil de adivinar, pues si n =
HlTHn es el vector unitario en la direccién de n, ) se puede

escribir comor =q+ (p —q,n)n

y recordando que (p — q,n)n es la proyeccién (como vector) de
p — q en la direccién de n, el punto q 4+ (p — q, ) n deberfa ser
el lugar donde la recta que parte de q y va en la direccién de n
encuentra al plano II.

2. En muchos problemas se puede argumentar de manera similar a la
observacién 1) (es decir, proyectando sobre una recta vectores que
conectan un par de puntos dados, etc.) para llegar répidamente
a una respuesta.
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Ejercicios

1. Demuestre las siguientes propiedades relacionadas con el produto cruz:

(a) (Vx = (%) € Rs) X = ;vﬁ—i— xﬁ—i— 1'3/1;, y esta escritura es Unica,

es decir, si :Eﬁ—i— xﬁ—i— :EgE = yﬁ—i— yﬁ—i— ygﬁ, entonces 1 = y1 Ao =

Y2 A\ r3 = Ys3.

(b) (vx,y e R?) xxy L x Axxy Ly.

(c)
(x distribuye sobre +).

(d) (vxeR¥)xxx=0.

(e) (Vx,y,z €R3) (xxy)xz=(x,2)y —{y,z) x.

(Vx,y,z € R?) xx (y+2) = XXy +xXX2zA(X+y) X2 = XXZ+y Xz

2. El objetivo de este ejercicio es probar: Ejercicio 2.6

Sean x,y € R?\ {0} vectores no paralelos, y sea z € R3. Entonces

a) zlx Nzly = (GAeR)z=Ixxy.
b) zLlxxy = (3s,t € R) z = sx +ty.

Para ello:

(a) Sean x,y,z € R? tres vectores no coplanares con el origen, es decir,
que no existe un plano que pasa por el origen y que contiene a los
tres vectores x, y y z. Pruebe que esto equivale a:

(Vs,teR) x # 0+sy+iz
ANy # 04sx+tz
ANz # 0+sx+ty

(b) Pruebe que la condicién anterior es equivalente a
Vo, B,y €ER) ax+fy +72=0=a=F=7=0. (2.9)

(c) Sea A € Ms3(R) la matriz descrita por columnascomo A=[ x | y | z].
Pruebe que la propiedad 29 equivale a que el sistema homogéneo

(o7 «
A [5} = 0 tiene como solucién tnica [g } = 0, es decir, A es inver-

tible.
(d) Concluya que tres vectores x,y,z € R? no son coplanares con el
origen ssi la matriz A= x | y | z | esinvertible.

(e) Considere ahora x e y no nulos y no paralelos. Pruebe que los
vectores X,y y X X y # 0 son no coplanares con el origen.
Indicacién: Verifique la condicién 22O
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(f) Use la conclusion de la parte Zd para probar que

(Vz € R%) (3s,t, A€ R) z = sx +ty + Ax X y. (2.10)

(g) Pruebe, usando la propiedad EZI0, la proposicién original.

3. Estudiar la proyeccién ortogonal de un punto q € IR? sobre una recta
L C R?, usando ecuaciones normales.

Problemas

P1. Se definen las rectas

Lll

(a)
(b)

(c)

(d)

P2. (a)

(b)

-1 1 3 0
2 14+t 2 ),teR y Ls: 1 J+s 1], seR.
1 -2 -1 -2

Verifique que L1 y L9 no se intersectan.

Encuentre laecuacion normal del plano IT que contiene a la recta
Ly y es paralelo a L.
3
El punto P = 1 pertenece a Lo. Encuentre la proyeccién
-1
ortogonal de P sobre el plano IT de la parte (b).

Dé la ecuacién del plano paralelo a IT que esté a la misma distancia
de Ly y Ly (I es el plano de la parte (b)).

Sean P y Q puntos distintos en IR3. Demuestre que el conjunto
A={r e R3:|jz — P|| = || — Q||} es un plano. Encuentre un
punto que pertenezca a A y encuentre un vector normal al plano

A.

En R3 considere las rectas

0 -1 1 2
Li: |5l +t|-3),teR vy Ly: [2])+s|4], s€R.
1 2 3 1

(1) Demuestre que Ly y Lo se intersectan y encuentre la inter-
seccion.
(2) Encuentre el sistema de ecuaciones cartesianas que represen-
1
tan a la recta L que pasa por P = | 1 | y que es perpendi-
1
cular al plano que contiene a Ly y L.

(3) Determine las ecuaciones de los planos que son paralelos al
plano que contiene a Ly y Ls, y que se encuentra a distancia
1 del punto en que L; y Ly se intersectan.
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P3. (a)

(b)

Sean L; C R? el eje de las x y Ly C R? larecta que pasa por los
1 -1

puntos | 2| vy | 3 |. Encuentre una tercera recta L3 C R? que
0 -1

sea perpendicular a Ly y a Lo, y que ademas intersecte estas dos
rectas.

Sea II el plano de IR? de ecuacién cartesiana x4+ z+y = 1y sea P
el origen en R3. Calcular el punto Q € R3 simétrico de P, con
respecto a II.

71



Ingenieria Mateméatica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Algebra Lineal 08-2

[ SEMANA 6: ESPACIOS VECTORIALES

3. Espacios vectoriales

3.1. Definici 6n

Las estructuras que hasta ahora se han estudiado estan dotadas de opera-
ciones que actuan internamente sobre el conjunto donde estan definidas. Es
decir, a un par de elementos del conjunto, se le asocia otro elemento del
mismo conjunto. Veremos ahora un tipo diferente de estructura algebraica,
donde la “multiplicacion” actua sobre un par de elementos de conjuntos
distintos. Esta estructura que estudiaremos esta inspirada en la estructura
lineal de R™. Para ello consideremos (V,+) un grupo Abeliano, es decir

= + es ley de composicién interna
= + es asociativa y conmutativa.
= Existe un neutro, 0 € V, tal que: Ve e V,x + 0 =0+ = x.

= Vx € V, existe un inverso aditivo, —z € V, tal que
x4+ (—z)=(—z)+z=0.

Sea IK un cuerpo y definamos una ley de composicién denominada externa:-

ley de composicion

KxV -V externa
Av)—= eV
Definicién 3.1 (Espacio vectorial). Dado un grupo abeliano (V,+) y Espacio vectorial

un cuerpo (K, +,-), con una ley de composicion externa. Diremos que V es
un espacio vectorial sobre K si y solo si la ley de composicion externa
satisface VA, B € K,z,y € V:

(EV1) (A + )z =z + fa.

(EV2) XNz +y) =z + \y.

(BVS) A(d2) = (AD)e.

(EV4) 1 z =z, donde 1 es el neutro multiplicativo del cuerpo K.

En tal caso, los elementos de V' se denominan vectores y los de K, escalares.- vectores

escalares

Observacion: Senalemos que en la definicién anterior participan dos
estructuras algebraicas diferentes; un grupo Abeliano, (V,+), y un cuer-
po, K. En tal sentido, dos espacios vectoriales son iguales si y sélo si
ambos estan definidos sobre los mismos grupos y cuerpos y, ademas
con una ley de composicién externa idéntica.
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Ejemplos:

1. Es directo de la definicién anterior que IK™ es un espacio vectorial
sobre K.

2. Sea (Mpn(K),+) el grupo Abeliano de las matrices de m filas y
n columnas con elementos en K. Definamos la ley de composicion
externa:

K X Mpn(K) = My (K)
(/\7 A) — AA = ()\aij)

Es fécil verificar que se cumplen las propiedades (EVI) a (EVH).
Por ejemplo:

ail...0a1n bll---bln
AMA+ B) =\ : +
am1 - - - Amn bmlbmn
aiy +bi1 ... a1, +b1p Aair +b11) .- Main + bin)
=\ s z = z s
am1 + bml c e Amn + bmn A(aml + bml) e )\(a;mn + bmn)
)\(111 e /\aln )\bll N Abln
= : + Do = A+ \B.
AGm1 - - - A, Abmi .. Abmn,

Concluimos entonces que M, (IK) es un espacio vectorial sobre
K.

3. Sea P,(R) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a
n, con la suma de funciones reales y la multiplicacién por escalar
definida por:

Vp,q € Po(R), (p+ q)(x) = p(x) + q(x)
VAER, (Ap)(z) = Ap(z)

n

o bien, si p(z) = Y a2t q(x) = . bia?
i=0 i=0

n n

(p+a)(x) =) (ai+b)2",  (Wp)(z) =) (Aay)a".

=0 =0

Es directo verificar que P,(IR) es espacio vectorial sobre R.
Ademss,
P,(R) € F(R,R), lo cual, nos llevard mds adelante, a definir la
nocién de subespacio vectorial.
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4. Tomemos ahora un cuerpo (K, +,-) arbitrario. Claramente (K, +)
es un grupo Abeliano. Ademds, definamos la ley de composicién:

KxK-—-K
ANv)— v

donde ” -7 es la multiplicacion en el cuerpo IK. Como K es cuerpo,
se verifican las propiedades . Concluimos entonces que todo cuerpo,
KK, es espacio vectorial sobre si mismo. Dos ejemplos importantes
son Ry C.

5. Sea el grupo Abeliano (C, +) con la ley de composicién externa:

RxC—C
(A, a+bi) — Aa+ bi) = Aa + \bi

Es claro que C es un espacio vectorial sobre R pero no es el mismo

espacio vectorial definido sobre €. Es decir, el espacio vectorial
C sobre C es distinto al espacio vectorial C sobre R, pues los
cuerpos sobre los cuales estan definidos son diferentes.

Ejercicio 3.1: Sea V un e.v. sobre K. Probar que:
1. Ov =v0 =0, Vv € V,0 € K, elemento neutro aditivo de K.
2. A0 =0A=0,VX € K,0 € V, elemento neutro aditivo de V.
3. w=0=>A=0Vuo=0,2eK,veV.

3.2. Subespacios vectoriales

Definicién 3.2 (Subespacio vectorial). Sea un espacio vectorial V' so-
bre un cuerpo K. Diremos que U # ¢, es un subespacio vectorial (s.e.v) de
V' siy solo si:

1. Yu,ve U, u+vel
2.VAe K, YueU, Auel.
Es decir, ambas operaciones, la interna y la externa, son cerradas en U.

La siguiente proposicién nos entrega una forma més compacta de caracte-
rizar a un s.e.v.

Proposicion 3.1. Sea un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K. U # ¢,
es subespacio vectorial (s.e.v) de V siy sdlo si:

VA1, A € K, Yuy,us € U, Aui + Aqug € U.

74

<« Ejercicio

subespacio vectorial
(s.ev.)



DEMOSTRACION. En efecto, si se verifica la primera definicién entonces,
de la propiedad 2, Aju; € U y Aug € U. De la propiedad 1 se concluye
Auy + Agug € U.

En el otro sentido, basta tomar A\; = Ay = 1 para verificar la primera
propiedad y Ao = 0 para verificar la segunda. O

Observacién: Si U es un s.e.v. de V entonces 0 € U (basta tomar
A = 0). Luego el subespacio vectorial mds pequetio de V es {0}. El més
grande es, obviamente, V.

Ejemplos:

1. El conjunto de los polinomios de grado menor o igual a n, P,(R),
es subespacio de F(R,R).

2. U = {(z,y)/axz + by = 0} es un subespacio vectorial de R?. En
efecto, sean (z1,41), (z2,y2) € U, A1, A2 € R:

A1, y1) + Ao (w2, y2) = (Mix1 4+ Aoza, Aiy1 + Aoyo)

Ademids, a(Az1 +/\2$C2)+b()\1y1 +Xoy2) = A (az +by1)+)\2 (a:vg—i—
by2) = A0+ A20 = 0. Es decir, A\ (z1,91) + Aa(z2,92) € U.

El subespacio vectorial U estd compuesto de todos los vectores de
R? contenidos en la recta axz+by = 0. Es claro que, dado un vector
(x,y) de dicha recta, A\(x,y), estd en la misma recta asi como la
suma de dos vectores sobre ella. De esto concluimos que cualquiera
recta que pasa por el origen es un s.e.v. de R2.

3. Sea la matriz M € M,,,(R), el conjunto U = {z € R"/Mx = 0}
es un s.e.v. de R". En efecto:
Dados A1, A2 € R,z,y € R™. MMz + Aay) = MiMa + oMy =
A10 4+ A20 = 0, luego, Mz + A2y € U.

Supongamos ahora que, dado un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K, se
tienen U, W s.e.v. de V. Es directo que

UNW es también s.e.v de V.

En efecto, si xz,y € UNW, A1, A2 € K, entonces como U, W son s.e.v. de
Vidix+XyeUy x+ dyeW.
Sin embargo, la unién no es necesariamente un s.e.v de V.

Ejemplo:

Tomemos U = {(x,y) € R*/z —y =0}, W = {(z,y) € R*/y — 2z = 0}.
Es claro que ambos son s.e.v de R?. Sin embargo, (1,1) € U, (1,2) € W
pero (1,1) + (1,2) = (2,3) ¢ U U W, luego no es s.e.v. (grafique para
cerciorarse).
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Esta constatacion nos llevard, mas adelante, a definir una operacién en-
tre espacios vectoriales (la “suma”) tal que podamos hablar de “uniones”
compatibles con la estructura de espacio vectorial.

3.3. Combinaciones lineales

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y una coleccién de vectores
V1,02, ...,U, € V., y de escalares A1,..., A\, € K. Denominamos combina-
cion lineal a la suma ponderada de estos vectores:

Z)\{Ui = /\11)1 + ...+ )\nvn

i=1

n
Claramente, por induccién sobre n, se prueba que > A\jv; € V.

i=1
Dado un conjunto fijo, vy, ...,v, € V de vectores, definimos el conjunto de
todas sus combinaciones lineales como sigue:

{v1,eyon )y ={veV/jv= Z/\ivi,)\i e K}.
i=1

Proposicién 3.2. Sean V' e.v. y vy, ...,v, € V. Entonces ({v1,...,v,}) es
un subespacio vectorial de V. Ademds es el s.e.v. mds pequeno que contie-
ne los vectores v1,...,v,. Es decir, si otro s.e.v U los contiene, entonces
({v1,...,on}) CU.

Por ende, ({v1,...,v,}) es llamado subespacio vectorial generado por

{oitie,.

DEMOSTRACION. Para probar que es un subespacio vectorial de V', sean

n n
u,v € ({v1,...,0,}), 0,0 € K. Tenemos que u = > \jv;, v = Y A,
i=1 i=1

luego
n

au+ Bv = Z(a/\i + BA)v; € ({1, ey 0 })
i=1
Para probar que es el mas pequeno, basta notar que como U es s.e.v. de V'
y contiene el conjunto {v;}?_,, entonces contiene todas sus combinaciones
lineales. 0

Ejemplo:

Tomemos v = (1,1) € R?, el subespacio ({v}) = {\(1,1)/A € R} corres-
ponde a la recta que pasa por el origen con direccién dada por el vector
(1,1). Sean vy = (1,0),v2 = (0, 1),

({vr,v2}) = {A(0,1) + B(1,0) | A, 8 € R} = R%.

En efecto, dado un vector arbitrario (a,b) € R?, este puede escribirse
como
(a,b) = a(1,0) +6(0,1).
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3.4. Dependencia e independencia lineal

Definicién 3.3. Sea {v;}!; C V, diremos que estos vectores son lineal-

mente dependientes (¢.d.) si y solo si: existen escalares {1, ..., \n}, no
n n

todos nulos, tales que > N\jv; = 0. En caso contrario, es decir Y \iv; =
i=1 i=1

0= X\ =0Vi=1,..,n, diremos que el conjunto de vectores {v;}1"_; es

linealmente independiente (¢.i.).

Ejemplos:

= {(1,1),(2,2)} es un conjunto linealmente dependiente:

—2(1,1) + (2,2) = (0,0).

= Dado un espacio vectorial arbitrario V' sobre KK, {0} es linealmente
dependiente pues: VA A0 = 0.

» En general, cualquier conjunto de vectores, {v;}?_; que contenga
0 € V es linealmente dependiente. Basta tomar la combinacién
Ovi +0vg + .-+ 0v, +1-0 =0, con escalares no todos nulos.

De manera similar a lo anterior es facil verificar que un conjunto depen-
diente sigue manteniendo esta propiedad al agregarle vectores. Ademas,
un conjunto independiente, mantiene la independencia al extraerle vecto-
res.

En efecto, sea {v;}}_; C V un conjunto de vectores ¢.d, entonces existe una
combinacién lineal nula con escalares no todos nulos:

P
=1

Luego Yo € V,{v} U {v;}}_, es L.d., ya que basta tomar la combinacién
lineal:

Ov + i )\1"01' =0.
i=1

Supongamos, ahora que el conjunto {v;}}_; es £.i., es directo de la de la
definicién que al sacar un vector, vy, el conjunto {v; }r_; \ {vi} es £.i.

Ejemplos:

1. El conjunto {(1,1,1),(0,1,1),(1,0,0)} € R? es ¢.d. En efecto,
(1,1,1) = (0,1,1) +(1,0,0), es decir (1,1,1) — (0,1,1) — (1,0,0) =
(0,0,0) donde Al = 1,)\2 = —1,)\3 =—1.

2. En el espacio vectorial IP4(RR), los polinomios 1, z son £.i En efecto,
tomemos una combinacién lineal nula A1+ Gz = 0, pero si 8 # 0 se
tendra que A+ Gz es un polinomio de grado 1, luego tiene a lo mas
una raiz y el polinomio 0 tiene infinitas raices, luego A = 8 = 0.
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3. Los vectores en R* {(1,1,0,1),(1,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,1,0)},
son £.i. En efecto:

A1(17 1707 1)+A2(1705 170)+A3(0707 17 1)+A4(07 17 170) = (0707070)

es equivalente al sistema de 4 x 4:

AM+X=0

AM+A=0

A+A3+2 =0

A1+ A3=0

en términos matriciales

1 1.0 0 A1 0
1 0 0 1 | |0
01 1 1 M O
1 01 0 A4 0

Aplicando Gauss a la matriz aumentada:

1 1.0 0 O 1 1 0 0 O 1 1.0 0 0
10010_}0—1010_}0—1010
01 1 10 0 1 1 10 00 1 2 0
1 01 0 O 0-1 1 0 O 0 0 1-1 0
1 1.0 0 0
0-1 0 1 0
— 00 1 2 0 :>)\1:)\2:/\3:/\4:O.
0 0 0-3 O

En general en K", dado un conjunto de m vectores {vy,...,v,, }, donde
v, = (Uu, "'avni)a

i = 1,...,m, podemos estudiar su dependencia o independencia lineal a
través de un sistema de n ecuaciones y m incégnitas. En efecto:

AU+ o+ AU, =0

V11 V12 Vim 0
V21 V22 Vom :
e . + A2 . + .ot A . =
Un1 Un2 Unm 0
Vi1 V2 - Uim A1 0
V21 V22 -t U2y A2 .
& = cK
Un1 Un2 Tt Unm Am 0
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Definiendo M = (v;;) € My, (KK) (es decir poniendo los vectores originales
como columnas) y A € K™ como el vector de incégnitas, se tiene que para
analizar la dependencia o independencia lineal basta estudiar las soluciones
del sistema M\ = 0.

Si existe A # 0 que satisface el sistema, entonces el conjunto de vectores
{v;}", es £.d., en caso contrario es £.i.. Mds atin, sabemos que si m > n el
sistema tiene més de una solucién, en particular una no nula luego {v; }12
es 0.d..

Asi se ha probado:

Teorema 3.1. En R"™, m > n vectores son siempre linealmente dependien-
tes.

Observacién: Conviene senalar que en K™ siempre es posible deter-
minar n vectores independientes. Basta tomar el conjunto {e;}1 ,,e; =
(0,...,1,...,0), donde la componente no nula es la i-ésima.
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Ejercicios

1.

Sea V un e.v. sobre K. Probar que: Ejercicio 3.1

(a) 0v=0v0=0, Yo € V,0 € K, elemento neutro aditivo de K.
(b) N0 =0A=0,VA € K,0 €V, elemento neutro aditivo de V.
(c) w=0=X=0Vv=0, eK,veV.

. Determinar cudles de las siguientes estructuras son espacios vectoriales:

(a) R? con la suma usual y la siguiente ponderacién: o € R, a(a,b) =
(aa, b).

(b) R? con la suma usual y la siguiente ponderacién: « € R, «a(a,b) =
(aa,0).

(c) R* con la “suma”: z @y = = x y y la ponderacién: oz = z°.

(d) El conjunto de las funciones de [a, ] en R acotadas, con la suma y
poderacién (por escalares en R) usuales.

(e) El conjunto de las funciones f: R — R tales que f(—1) = f(1), con
la suma y ponderacién usuales.

. Sea P,(R) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a n,

con la suma de funciones reales y la multiplicacién por escalar definida
por:

Yp.q € Pa(R), (p+q)(x) =p(x) + q(x)

VAER, (Ap)(z) = Ap(x).

Pruebe que P,(IR) es espacio vectorial sobre R.

. Indique cudles de los siguientes conjuntos son s.e.v. de P»(R) (conside-

rado como en la parte anterior) y cudles no lo son. Pruebe su respuesta.

(a) U={p(z)=a(@®*+2+1)|acR}.

(b) U = {p(z) = ax® + bx +b) | a,b € R}.

(¢) U={p(x)=2*+ax+b|abe R}

(d) U={p(z) =az®+b|a,be R}

(e) U={p(z) =ax®+ b2z +x+c|a,bceR\{0}}

. Determine la dependencia o independencia lineal de cada uno de los

siguientes conjuntos de vectores:

@ {(7).(4) (e
(b) {2+ 1,22 - 1,22 + 2+ 1} C P(R).
(©) {(66):(56):(15):(11)} € Mana(R)

(a) Sean a,b,c tres vectores de un espacio vectorial V. Determine si el
conjunto {a +b,b+ ¢,c+ a} es un conjunto li.

(b) Sea {ui,usg,...,ur} un subconjunto l.i. de un espacio vectorial V.
Pruebe que Vo escalar, el conjunto:

{u1 + qug,us, ..., ux} esli.
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Problemas

P1.

P2.

P3.

P4.

Sea P3(IR) el conjunto de polinomios de grado menor o igual a 3 con
coeficientes reales. Sean pi,p2, ps € P3(R) tales que

pr(z) = 1+62% po(x) =4x, p3(z)=1+34+ 522

Demuestre que P2(IR) = ({p1,p2,p3})-

Sean E. F e.v. sobre un cuerpo K. Sea T una funcién T : E — F, que
satisface:

(1) T(0g) = Op. En donde O y Op son los neutros aditivos en cada
e.v.

(2) Vz € E, Va € K: T(az) = oT(x).
(3) Ve,ye E, T(x+y) =T(z) + T(y).

Considere
T(E)={ye F|y=T(x), =< E}.

(a) Muestre que T(E) es un s.e.v. de F.

(b) Suponga ademds que T satisface que:
Vee E, T(z)=0=z=0.

Muestre que si {u1,...,u,} C Eesli. entonces {T'(u1),...,T(un)} C
Foesli.

Sean E y F' espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K.

(a) Pruebe que dotando al conjunto E x F de las leyes
V(z,y), (u,v) € EXF, (z,y) + (0,v) = (z +u,y +v)

Va e K,VY(z,y) € EXF, «fz,y) = (az,ay),
éste resulta ser un e.v. sobre K.

(b) Pruebe que E x {Or} y {0} x F son subespacios vectoriales de
E x F. Determine Ogx r y pruebe que (E x {Op})N({0g} x F) =
{0ExF}.

(c) Sea{ei,eq,...,e,} C Funconjunto Li.en Ey {f1, fo,..., fm} C
F un conjunto l.i. en F. Determine un conjunto l.i. en £ x F, de
tamano n + m.

Sea E el espacio vectorial sobre R de las funciones definidas sobre 7Z
a valores reales:

E={f]f:7 — R es funcién}.
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(a) Sean aj,a2 € R con ag # 0y Fo el conjunto de las funciones
f € E que verifican la condicién:

YneZ, fn)+arf(n—1)4+asf(n—2)=0.

Pruebe que Fp es un s.e.v. de E.

(b) Sea ahora F; el conjunto de las funciones f € E que verifican la
condicion:

VYneZ, fn)+arf(n—1)+azf(n—2)=1.

Pruebe que F; no es un s.e.v. de E.
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[ SEMANA 7: ESPACIOS VECTORIALES

3.5. Generadores de un espacio vectorial

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Diremos que los vectores
{v1,...,v,} CV, generan V siy sélo si: {v1,.c,on} CV

generan V
<{’Ul, ...,Un}> =V
o de manera equivalente:
YoeV, AN}, CK, talque v= Z)‘ivi'
i=1
Ejemplo:
Tomemos el conjunto {(1,0),(0,1),(1,1)}. Este genera R2. En efecto,
(r,y) = 2(1,0) + y(0,1) + 0(1,1). Es decir ({(1,0),(0,1),(1,1)}) = R2.
Pero, en este caso, la forma de escribir (z,y) no es tnica:
En ambas combinaciones lineales “sobra” un vector. Més atin, constata-
mos que los tres vectores son 1.d.:
(15 1) - (150) - (05 1) = (070)
Esto nos lleva a la nocién de conjunto generador de IR? con un nime-
ro minimo de vectores linealmente independientes. En nuestro ejemplo
anterior
{(17 0)7 (07 1)} é {(17 1)7 (170)}'
;Hay alguno mas?.
Definicién 3.4 (Base). Dado un espacio vectorial V' sobre K, diremos
que el conjunto de vectores {v;}_; es una base de V si y sdlo si: base

(1) {vi}, es un conjunto Li.
(2) V="{{v1,...,0n}).
Ejemplos:

1. En K", el conjunto {e;},, donde e; = (0, ...,1,0..,0) es base. En
efecto, ya probamos que son Li., ademds, dado = = (z1,...,z,) €

n
K" x = xz;e;. Esta base de IK™ se denomina base candnica.
b
i=1
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2. Estudiemos, en IR?, si el conjunto de vectores, B =
{(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)}, es base. Veamos primero si B es ge-
nerador. Sea b = (by, b2, b3) € R? y determinemos si existen esca-
lares, {A1, A2, A3}, tales que: (b1, ba,b3) = A1(1,1,0) 4+ A2(1,0,1) +
A3(0,1,1). Esto es equivalente a estudiar el sistema de 3 x 3:

1 1 0 /\1 bl
1 0 1 A | = b2
0 1 1 A3 bs

11 0 b 1 1 0 b1 1 1 0 b1
1 0 1 b2 — 0-1 1 b2 - bl — 0-1 1 b2 - bl ,
0 1 1 b3 0 1 1 bs 0 0 2 bg+by—10

de donde: \3 = W,)\g = Wv)‘l = W. Es decir,
dado b € R3,b es combinacién lineal de B:

by + by — bs
2

b1—|—b3—b2 b2+b3_b1

(b1, b, bg) = (1,1,0)+ (1,0,1)+ (0,1,1).

Luego R? = (B). Para determinar que el conjunto B es li. (y por

lo tanto base) basta resolver el sistema anterior para b = (0,0, 0).
En este caso se concluye \y = A3 = A3 = 0, y por lo tanto son 1.i.

3. En el espacio vectorial P, (R), el conjunto B = {1,z,2?,...,2"} es
base. En efecto. Es claro que cualquier polinomio, ¢ de grado <n
se escribe como combinacion lineal de los vectores en B:

Se tiene que, si el polinomio de la izquierda tiene algin coeficiente
no nulo, entonces es un polinomio de grado entre 0 y n luego posee,
a lo mds, n raices. Pero el polinomio de la derecha (polinomio nulo)
tiene infinitas raices. De esto se desprende que \; =0, ¢ =0,...,n.

Otra manera de verificar la independencia lineal es mediante deri-
vacion:

d - i n—1
—(Z/\i:v)z)\1+2/\2x+...+n)\n:v =0

dx 4
=0
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R _
E(Z Xxh) = 2Xo 4+ ..+ n(n — DAz 2 =0
i=0

dx™ "4

"
— O hia') =nlx, =0
=0

> MAM=0=X_1=>..=2X2=0=X=0

4. Existen espacios vectoriales en los cuales ningtin conjunto finito de
vectores es base, por ejemplo, sea S el conjunto de las sucesiones,
es decir:

S = {(un)/un € R,Vn € N}.

Claramente, con la suma (uy)+(vp) = (un—+vy) y la multiplicacion
Mup) = (Aup), A € R, S es un espacio vectorial sobre R.

Vemos que el conjunto finito de sucesiones B,, = {z() ... z(™},
donde :zry) = 1siysélosii=j(0en otro caso), es linealmente

independiente. En efecto:

> Xt = (A, Az Any 0,0.) = (0,..,0,..) = A =0 Vi=1,..
1=0

Pero, siempre es posible agrandar este conjunto. Basta tomar
Bni1 = B, U{z™*tD}. Ademés Vn € N, B,, no es generador pues
dado n fijo, el vector z("*1) es linealmente independiente de los
vectores de B,,. Es decir, extendiendo adecuadamente las defini-
ciones de Li. y generador a conjuntos infinitos (lo cual se puede
hacer, pero no lo haremos aqui), la “base” seria B = |J,,~; Bn.,
que es un conjunto infinito. Sin embargo, es posible probar que
B tampoco puede generar a todas las sucesiones de S, es sélo un
conjunto l.i.

5. Observemos que el conjunto de las progresiones aritméticas, PA
es un s.e.v. de S, y este tiene una base finita. En efecto 1 =
(1,...,1,...),e=(1,2,3,...,n,...) € PAy adem4s son lL.i.:

M +Be=A+B8,A+28,A+38,...x+us,...) = (0,...,0,...)

= A+08=0AN+28=0) = A=3=0.

Ademas son generadores: Sea (z, ), una progresién de diferencia
d entonces se tiene x, = x¢ + nd y por lo tanto:

() = 201 + de.
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Una caracterizacion de base, que nos serd util mas adelante, es la siguiente:

Proposicién 3.3. Dado un espacio vectorial V., B = {v;}_; CV es una
base si y solo si Vv € V,v se escribe de manera tnica como combinacion
lineal de los vectores del conjunto B.

DEMOSTRACION. Demostremos esta propiedad:
=) Como B es base, (B) =V, luego v se escribe como combinacién lineal
de los vectores en B. Supongamos que esto puede hacerse de dos maneras:

n n
v = E Qiv;, V= E Biv;.
=1 =1

n
Se tiene entonces > (a; — f;)v; = 0. Como B es un conjunto L.i., concluimos

i=1

que «; = [§; para todo i.

<) Por hipdétesis, cualquier vector v € V' es combinacion lineal del conjunto
n

B, luego B es generador. Supongamos que B es 1.d., entonces Y Ajv; =0
i=1

con escalares no todos nulos. Ademds Ov; + Ov + ... + Ov, = 0 luego el

vector 0 se escribe de dos maneras distintas, lo cual es una contradiccién.

Concluimos entonces que B es base. O

Observacion: Por convencién el conjunto vacio ¢ es la base del espacio
vectorial {0}. Esto pues por definicién diremos que ¢ es li. y ademds
el subespacio mds pequefio que lo contiene es {0}.

Otra propiedad importante es la siguiente:

Teorema 3.2. Si X = {v1,...,v,} € V es un conjunto generador, en-
tonces es posible extraer un subconjunto B = {v;,...,v;_} que es base de
V.

DEMOSTRACION. Procederemos de manera recursiva

1. Elijamos v;, € B, el primer vector no nulo que encontremos (;, Qué pa-
sa si todos son cero?). Hagamos By = {v;, }. Claramente B; es lineal-
mente independiente.

2. Preguntamos (X \ By C (B1)?

Si es cierto: Entonces By es base. En efecto, X \ By C (By) =
n

Vi # i1,v; = A\jv,. Como V = (X) = Yo € Vv = > apu, =
k=1
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ST apARvi, + v, = v, € (Br), con A € K lo que implica que
kiy

V C (By). Es decir V = (By), luego B; es Li. y generador.

Si no es cierto: Entonces Jv;, € X \ By, v, ¢ (B1). Hacemos By =
By U {v;,} y repetimos el procedimiento anterior.

En el k-ésimo paso se habra generado, a partir de Biy_1 = {04y, ..., Vip_, }+
(que es linealmente independiente), el nuevo conjunto:

By, = By—1 U{vi, }, vi, & (Bi-1)-

By, es linealmente independiente: En efecto, sea:

k
Z )\jvij =0.
j=1

k=1
Si Ak # 0 entonces v;, = —/\—1,6 Ajvi, € (Bjk—1) que es una contra-
j=1
diccién. Luego Ay = 0 y, como Bj_1 es linealmente independiente,
Aj=0Vi=1.k-1

Finalmente, como el conjunto de vectores X es finito, en un ndmero fi-
nito de pasos determinamos un conjunto linealmente independiente By =
{viy, ..y vi, }, tal que X \ Bs C (Bs) y de manera andloga a lo ya hecho se
prueba que es generador y por lo tanto base de V. O

En la demostracién anterior, elegimos el “préximo” vector, v;, , para “en-
trar” al conjunto Bjy_1, exigiendo solamente: v;, ¢ (Bk_1). Obviamente
pueden existir varios vectores con tal propiedad. Esto permite afirmar que,
en general, a partir de B podemos determinar varias bases (a menos claro
que B mismo sea una base).

Ejemplo:

Si B = {(1,0),(0,1),(1,1)}, los subconjuntos
I{R(21, 0), (0, 1)}, {(1,0),(1,1)} v {(0,1),(1,1)} son todos bases de

Daremos ahora una generalizacién del Teorema Bl

Teorema 3.3. Supongamos que tenemos B = {v;}! |, base de V y un
congunto arbitrario X = {w;}72; C V. Si m > n, entonces el conjunto X
es l.d.

DEMOSTRACION. En efecto, como B es base: w; = A\jjv1 + ... + A, 1 <
i < m. Tomemos una combinacion lineal de los vectores de X:

Orwi + ... + Bwm =0, (3.1)
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reemplazando cada w; como combinacién lineal de B, Bl equivale a:

Zﬂi[)\livl F oo+ At =0

1=1
m n
@D By vy =0
=1 =1
n m

& Y v Bidi) =0
j=1 =1
y como B = {v;}7_; es Li, lo anterior es equivalente a
m
D Nifi=0 1<j<n
i=1

o0, de manera matricial A3 = 0, donde

)\11 /\12 e /\1m 51

)\21 A22 e A2771 — 62
A= . . . , B=1 .

)\nl )\n2 o )\nm ﬁm

Del capitulo anterior sabemos que para m > n el sistema anterior tiene
més de una solucién (infinitas), luego al menos una no nula. Es decir existen
escalares (31, ..., Bm, no todos nulos, solucién de la ecuacién Bl De donde
concluimos que X es l.d. 0

De este resultado se desprende directamente el corolario siguiente que es
suma importancia:

Corolario 3.1. Si {v;}";, y {u;}™, son bases de V', entonces n = m.

DEMOSTRACION. En efecto, si n > m, de la propiedad anterior concluimos
{vi}7=; es Ld., lo cual es una contradiccién. O

Asi, si existe una base finita, de cardinal n, entonces cualquier otra base
contiene exactamente n vectores.
Esto nos lleva a definir la dimensién de un espacio vectorial.

Definicién 3.5 (Dimensién). Diremos que un espacio vectorial V' sobre
K es de dimension n (finita) si admite una base de cardinalidad n. En caso
que no exista una base finita, hablaremos de espacio vectorial de dimension
infinita.

Notaremos dim V' al cardinal de una base (dimV = oo, si V' no posee una
base finita). En particular dim{0}=0.

Ejemplos:
1. dimR"” = n.
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2. dim S = oo.

3. dim PA =2.

4. dim M,,, = m - n.
Verifiquemos esta ultima. Tomemos el conjunto de matrices de 0 y 1:
B ={Ea,f] = (e%ﬁ),e%ﬁ =1ls(a,8)=(,5) ae{l,..,m},Be{l,..,n}}
Este conjunto corresponde a la base candnica del espacio de las matrices.

Por ejemplo, para m = 2 y n = 3, el conjunto B esta formado por las
matrices:

1 00 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0/)’\0O 0 0/’\0 0 0/)’\1 0 0/’\1 0 0/’\0 0 1/°
Volvamos al caso general, claramente B es L.i.

m n Al1-Aln 0..0
> AapEla, 8l = : =

a=1p=1 Ao A 0..0

= dap=0 Va,p.
Ademés, dada A = (a;;) € Myn(K):

A= Z Z aopEla, 0]

a=1p=1

Luego, el conjunto {E[a, B]}a,s es base. Es decir dim M, (K) = mn.

Algunas propiedades de los espacios de dimensién finita son las siguientes:

Teorema 3.4.

1. Sea dimV =n. Si {v;}1, es Li. entonces {v;}1, es base.

2. Sea U un s.e.v de V, luego dimU < dim V' mds aun se tiene que
dimU =dimV = U =V.

DEMOSTRACION.

1. Basta probar que V = ({vy,...,v,}). Supongamos Ju ¢ ({v1,..,v,}),
luego
B = {u,v1,...,un} es Li. y |B| = n+ 1 > n. Lo que es una contra-
diccién, pues todo conjunto de cardinal mayor que la dimensién debe
ser l.d.
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2. Supongamos m = dimU > n = dim V, entonces existe {u;}"; base
de U, pero {u;}7; C V es lLi., de cardinal mayor que la dimensién,
lo cual contradice el hecho que el maximo conjunto de vectores 1.i. es
de cardinalidad n.

Para probar la dltima parte supongamos U # V. Sea {u;}? ; una
base de U. Como U # V' y ({u1,...,un}) =T,

e V\U=B={viU{u},eslienVy|Bl>dimV, queal
igual que antes da una contradiccion. O

Un resultado importante es la posibilidad de que, en un espacio vectorial
V7

dim V = n, un conjunto de vectores linealmente independiente, pueda
completarse hasta formar una base de V.

Teorema 3.5 (Completacién de base). Dado V espacio vectorial so-

bre K con dimV = n, y un conjunto de vectores l.i.; X = {v1,..., 0.}, <
n, entonces existen vectores vyy1,...,Up, tales que el conjunto {’Ul, e ,vn}
es base de V.

DEMOSTRACION. Sea U = ({v1,...,v,.}), claramente U # V (justifique).

Luego Jv € V' \ U. Definiendo v,4+1 = v, €l conjunto {v1, ..., vy, vry1} es Li.
En efecto

r+1

Z /\Z—vi =0
i=1

Si Ar+1 # 0 entonces, se concluye que v, 41 =

T+1

l; Aivi € {v1,y ey vp})

lo cuél es una contradiccién ya que vp41 ¢ U. Si A\pj1 =0= X\, =0 Vi=
1,...,7 pues los vectores de X son l.i. Si ({v1,...,0,41}) = V hemos termi-
nado, sino repetimos el procedimiento.

Ejemplo:

Consideremos, en R* el conjunto
X ={(1,1,0,0),(0,1,0,0)}.

Claramente este conjunto es 1i. y ademds (0,0,1,0) ¢
<{(1717070)7(0717070)}> Luego {(1717070)7(0717070)7(0a071a0)} €S
Li.

Anélogamente, el vector (0,0,0,1) ¢ ({(1,1,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0)})
luego el conjunto B = {(1,1,0,0)(0,1,0,0), ( ,0,1,0),(0,0,0,1)} es Li.
y como contiene tantos vectores como dim =4, es base
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3.6. Suma de espacios vectoriales

Recordemos que la unién de subespacios de un espacio vectorial V', no es
necesariamente un espacio vectorial. Definamos una operacién entre subes-
pacios que nos permita determinar uno nuevo, que contenga a ambos. Sean
U, W subespacios de V', definimos la suma de subespacios vectoriales
como sigue:

U+W={veV/iv=utwueclweW}

Es directo que U+ W es un s.e.v de V. En efecto, sean z,y € U+ W, A\, €
K, luego © = uy + w1,y = ug + wa. Ademés, Az + By = (Aug + Pusz) +
(Awy + Pwy) € U+ W ya que Uy W son s.e.v.

Ejemplo:
Tomemos en IR?, los subespacios U = ({(1,1)}), W = ({(1,0)})

U+W ={v=A1,1)+6(1,0)/)\, 8 € R} = R?

En efecto, (z,y) = y(1,1) + (z — y)(1,0
Sean, en R3, los subespacios U = ({(1,0,0)}), W = ({(0,1,0)})
)

U+W ={(z,y,0) | z,y € R} # R>.

En general, es directo que U C U+ W y W C U + W. Basta tomar los
elementos de la forma u 4+ 0 y 0 4+ w, respectivamente.

Dado V = U 4+ W, un vector no necesariamente admite una escritura tnica
en términos de U y W.

Ejemplo:

Si
U=<{(1,0),0,1)} >, W=<{(1,1)} >

luego R? = U + W. Pero el vector (1,1) se escribe de dos maneras:
(1,1) =(1,1)+0
donde (1,1) € U y 0 € W, pero ademds

(1,1) =0+ (1,1)

donde esta vez 0 € U y (1,1) € W.

En el caso particular, en que la descomposicién de un vector de V' sea tnica
en términos de los subespacios, diremos que V' es suma directa de U y
W,

Definicién 3.6 (Suma directa). Sea un espacio vectorial V' y dos sub-
espacios vectoriales U, W de V. Diremos que el subespacio Z =U + W es
suma directa de U y W, notado U ®W = Z, si Vv € Z, v se escribe de
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manera ’U/,TLZ.CG, como
v=u+w, uwuelU weW

En el caso en que V sea suma directa de U y W, diremos que estos tltimos
son suplementarios.

Ejemplo:
Sean, por ejemplo, los subespacios de R?, V =< {(1,0)} > W =<

{(0, 1)} >
R?2=U@a® W, pues (z,y) = z(1,0) + y(0,1) es tnica.

Una caracterizacién 1til de la suma directa es la siguiente:

Proposicion 3.4. Dado V ew. y U W, Z s.e.v. de V', entonces

Z=UeWe (Z=U+W)ANUNW ={0})

DEMOSTRACION. En efecto:

=) Como Z es suma directade Uy W, Vv € Z, Il u € U,w € W tal que
v=ut+w=>velU+W,luego Z=U+W.

Supongamos ahora v € U N W, entonces v = v + 0 = 0 + v. Es decir,
v admite dos escrituras en U + W, luego necesariamente v = 0.

<) Como Z=U+W,YweZ v=ut+w, uecUweW. Veamos que
esta descomposicidn es tnica. Supongamos v = u+wy v =u’ + w',
entonces u — v’ = w' —w, donde u — v € Uy w' —w € W, luego
u—v eUNW=u—u=0=u=u=w=u. O

Una propiedad interesante de la suma directa es:

Teorema 3.6. SiV =U&W yV es de dimension finita, entonces dim
V =dimU 4+ dim W.

DEMOSTRACION. En efecto, si U o W corresponde al subespacio nulo, {0},
el resultado es directo.

Supongamos entonces U # {0} # W. Sea {u;}*_, base de U, {w;}™, base
de W. Afirmamos que el conjunto B = {uy, ..., ug, w1, ...,wn } es base de
V.

1. B es linealmente independiente:
k m
Z)\iui + Zﬁzwl =0
i=1 i=1
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Como E Aiu; € U, Z Biw; € Wy el vector 0 se escribe de manera

=1 1=
Unica en U + W como O = 0+ 0, obtenemos:

k m
Z)\iui = Zﬁiwi =0
i=1 i=1

y por independencia lineal de {u;}¥_,, {w;}™, conclufmos A\; = ... =

M =01=..=0=0.
2. B es generador del e.v. V:

ComoV=UasW,VveVv=ut+w,uecUweW.PeroueU,we
k

W se escriben como combinacién lineal de sus bases: u = > a;u;,
i=1
m
w= Y \w;, de donde,
i=1

k m
v= > aw; + Y. Aw;, luego (B) = V.

i=1 =1

De (1) y (2) es directo que dim V =k +m = dim U+ dim W. O

Una pregunta importante es la siguiente: dado un s.e.v U de V , ; existe
un suplementario de U?, es decir ; un s.ev W tal que V=U & W?

La respuesta es afirmativa, si U = V, basta tomar como suplementario
W = {0}. Si dimU < dim V, tomemos una base de U : X = {u;}¥_,. Por
el teorema de completacién de base, existen vectores {ug41,...,u,} tales
que B = X U{ug41,...,un} es base de V. Sea ahora

W = ({tg+1, ..., un }). Afirmamos que V = U®W. En efecto, como {u, ..., up }
es base de V, todo v € V puede escribirse, de manera tnica, como combi-
nacién lineal de esta base:

’U—E ;U + E QU

1=k+1

k n
Comou= ) au; e Uyw= > a;u; €W, tenemos que un vector v € V
i=1 i=k+1
se escribe de manera tinica como v = u + w.

Ejemplos:

Tomemos V = R? y los subespacios
U= <{(17 0, 0)7 (0,1, 0)}> s W= <{(O= 1,0), (07 0, 1)}>

Unw = ({(0,1,0)}). En efecto, siv € UNW,v = «(1,0,0)4+3(0,1,0) =
~(0,1,0) + 6(0,0,1). De donde, « = 6 = 0,8 = «. Luego v = v(0,1,0).
Es decir

UNW = {{(0,1,0)}), De esto concluimos que U +W no es suma directa,
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sin embargo R3 = U + W =
({(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}).
En R2, cualquier par de rectas no colineales, que pasen por el origen,

estan asociados a subespacios suplementarios. Luego el suplementario de
un s.e.v. U no es dnico.

El siguiente resultado, propuesto como ejercicio, extiende el Teorema B al
caso en que la suma no es necesariamente directa.

Teorema 3.7. Supongamos que V =U + W, entonces dimV = dimU + dimU + W
dimW —dimUNW.

DEMOSTRACION. Propuesta como ejercicio. Ver la gufa para indicaciones. <« Ejercicio
O
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Ejercicios

1.

Averigue si el conjunto de polinomios {1 + 23,1 — 23,2 — 23, 2 + 23}
constituye una base de F'= {p € P(R) | gr(p) < 4}. Donde P(R) el es
espacio de los polinomios a coeficientes reales.

. Sea W es subespacio vectorial de R* generado por el conjunto
1 1 2
1 -1 3
11’172
1 -1 3

(a) Determine una base de W y su dimensién.

(b) Extienda la base encontrada antes a una base de R*.

. Se desea probar el siguiente resultado: Teorema 3.7

Supongamos que V = U + W, entonces dimV = dimU + dim W —
dimUNW.

Para ello:

Considere U N W como subespacio de U y W. Si se toma {z1,..., 2}
base de U N W, se puede extender a

By ={z1,..., 2k, u1,...,u;} basede Uy
Bw = {z1, ..., 2k, w1, ..., wp} base de W.

Se probard que B = {z1, ..., Zk, U1, ..., U, W1, ..., Wp } €8 base de V.

(a) Pruebe que B genera a V. Es decir, tome v € V' y pruebe que es
combinacién lineal de los vectores de B. Use que V =U + W.

(b) Para probar que B es l.i., tome una combinacién lineal de B igual
a cero:

0=a1z1 + ... + gz + v + ... + yu + Srws + ...+ Bpwy
de donde
—(Brwr + ... + Bpwp) = @121 + .. + QpzE + Y1u1 + oo+ Yug. (3.2)
Pruebe que existen Aj,...,\; € K tales que

—(ﬂlwl + ...+ ﬁpwp) = M2y + oo+ A2

(c) Demuestre que f1 =--- =0, =M =--- =X\, =0.
(d) Reemplace lo anterior en B2y use que By es base para probar que
alz...:ak:fyl:...:’}/lzo.

(e) Concluya que B es li. y por ende base de V.
(f) Concluya el resultado buscado.
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Problemas

P1.

P2.

P3.

Considere los conjuntos W y U definidos por:

a b 0
W={MeMspR)[M=|b e c]| ANatet+i=0, a,b,c,e,i € R}.
0 ¢ 1

U={MeMs(R) | M= , 1,8 € R}

» 3 O
S O 3
O O W

(a) Demuestre que W y U son subespacios vectoriales de M33(R).
(b) Encuentre bases y dimensiones para los subespacios U, W,U N W
y U+ W,y decida (justificando) si la suma U + W es directa.

., Cuantos vectores es preciso agregar a una base de U+ W para ob-
tener una base de S = {M € M33(R) | M simétrica}? Justifique
encontrando una base de S.

Seam = 2n conn > 0y considere el conjunto P,,(R) de los polinomios
reales de grado menor o igual a m. Si cada p € P,,(R) se escribe
p(z) =ao+ a1z + -+ anx™, se define el conjunto

V={pePnR)|Viec{0,....,m},a; =am—.}
(a) Probar que V es subespacio vectorial de P,,(IR) sobre los reales.
(b) Encontrar una base de V' y deducir que su dimensién es n + 1.
(c) Probar que P,,(R) =V @ P,_1(R).
(d) Se define

V' ={p(z) = Zaixi € Pn(R) | Vie{0,...,m}, a; = —am—i}.
i=0

Probar que P,,(R) = V & V' (asuma que V' es un subespacio
vectorial de P, (R)).

Si Ae M,,(R)y V es un subespacio vectorial de R"™, se define:
AV)y={Az |z e V}.
(a) (1) Pruebe que si A € M,,,(R) y V es s.e.v. de R" entonces
A(V) también es s.e.v. de R™.
(2) Sean V,W s.e.v. de R™ tales que V & W = R". Pruebe que
si A € My, (R) es invertible entonces A(V) ® A(W) = R™.
(3) Sean V,W s.e.v. de R™ tales que V @& W = R". Pruebe que
si A(V) @ A(W) =IR"™, entonces A es invertible.
Indicacién: Pruebe que para todo z € R"™ el sistema Ax = z
tiene solucion.
(b) (1) Sea W uns.e.v.de Ry definamos E = {A € M,,(R) | A(R"™) C
W}. Muestre que E es un s.e.v. de M, (R).
(2) Sea W ={(t,t) | t € R}. Calcule la dimensién de E = {A €
Mgg(]R) | A(IRQ) C W}

96



N Ingenieria Matematica
x| % FACULTAD DE CIENCIAS
= FISICAS Y MATEMATICAS
J UNIVERSIDAD DE CHILE
Algebra Lineal 08-2

[ SEMANA 8: TRANSFORMACIONES LINEALES

4. Transformaciones lineales

4.1. Introducci 6n

Sea la matriz A = (§}) y multipliquemos los vectores de R? por esta
matriz. Sea v = (7 ), se tiene entonces Av = (32 ), es decir el vector que se
obtiene de intercambiar las coordenadas de v.

Si tomamos A = (_01 Pl), al multiplicar por el vector v obtenemos Av =
— (z%), que es el vector simétrico con respecto al origen.

Estos dos ejemplos nos dan funciones completamente distintas pero ellas
comparten propiedades que son fundamentales: la imagen de la suma de dos
vectores es la suma de las imagenes y la imagen de un vector ponderado por
un real es la imagen del vector ponderada por el mismo escalar. Funciones
que verifican estas propiedades son llamadas lineales y son el objeto de este
capitulo. Veamos un caso mas general.

En R™ consideremos 7" como la funcion:

T:R" —-R™

v — Av

donde A € M, (R)
Este tipo de transformaciones tiene dos propiedades fundamentales:

1. T(u+v)=T(u) +T(v) Yu,v € R"
2. T(\v) = AT(v) YAeR,v e R"

En efecto, T(u+v) = A(u+v). Como la multiplicacién matricial distribuye
con respecto a la suma;

T(u+v)=Au+ Av=T(u)+T(v)

Por otra parte, T'(Av) = A(\v) = AMv = AT (v)

4.2. Tranformaciones lineales

Definicién 4.1 (Tansformacién lineal). Sean U,V dos espacios vecto-
riales sobre el mismo cuerpo IK. Diremos que una funcion T : U — V es
una transformacion (o funcion) lineal si y sdlo si satisface:

1. Yui,us € U, T(’Uq + UQ) = T(Ul) + T(Uz)

41
2. VueU\eK, T(h) = AT (u) (1)

Senalemos que la propiedad[{-1] establece un homomorfismo entre los grupos
U, +) y (V. +).
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Ejemplos:

1. Cualquier funciéon T': R® — R™, X — AX|, es lineal.

2. El caso particular, f : R — R,z — az,a € R es lineal. En efecto,
flx+y) =alz+y) =ar+ay = f(z)+ f(y). Ademds, f(A\x) =
a(Ax) = dax = Af(z). Esta transformacién corresponde a una
recta (linea) que pasa por el origen con pendiente a.

3. f:R — R,z — 22, no es lineal. En efecto: f(z +y) = (v +y)? =
22 + 2zy + 9% = f(x) + f(y) + 22y, luego no es lineal. En general
cualquier funcién real de grado superior a uno , trigonométrica,
etcétera, no es lineal.

4.+ B(R) — RY, p(z) = ao + a1z + azz® + azz® — f(p) =
(ag,ai, as,as), es lineal. En efecto; si q(x) = by + byx +box? +bza?,
obtenemos
flp+q) = f((ao +bo) + (a1 + 1)z + (a2 + bz)x2 + (as + b3)x3) =
= (ap + bo, a1 + b1, a2 + b2, az + b3) = (ao, a1, az,as) + (bo, b1, b2, b3)
= f(p) + f(q)
fp) = f(Ahao + Aarx + Aasz? + /\a3x3) = (Aag, A\a1, \ag, \as)
= /\(a’07 ay, a2, a3) = )‘f(p)

5. Sea F4(R,R) el conjunto de las funciones reales derivables. Es
directo verificar que este conjunto es un s.e.v. de (R, R). Consi-
deremos la transformacion:

T: F4R,R) — F(R,R)
f=1T()

donde T'(f)(x) = %(:1:) es la funcién derivada. Es directo, de las
propiedades de derivacién que T es lineal.

SeaVevsobre K, V=V, &V, ysean:

PV =1, PV -V,
v=wv1 +v2 — P(v) =1 v =11 +v2 = Pa(v) =9

Ambas funciones (;porqué son funciones?) son lineales. Verifique-
mos para Py:sean \, 3 € K v = v +v9,u = uy +uo, v;,u; € Vi, =
1,2.
Pi(Av + Bu) = Pr(Avy + Bur) + (Avg + Bug)) =
= /\1}1 +6U1 = APl(’U) +ﬂP1(U)

La funcién, P;, se denomina la proyeccién de V' sobre V;.
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4.3. Propiedades de transformaciones lineales

Proposicion 4.1. Sea T : U — V wuna transformacion lineal. Se tiene
entonces:
1. T0)=0€eV.
2. T(—u) = —T(u).
3. T es lineal si y solo st VA1, s € K,Vui,us € U
T(Muy + Aouz) = M T (ur) + AT (us).

DEMOSTRACION. Demostremos estas propiedades:

1. T(u) =T(u+0) =T (u) +T(0)
como V es espacio vectorial (V, +) es un grupo Abeliano, luego pode-
mos cancelar T'(u); de donde 0 = T'(0).

2. T(—u) =T(-1u) = =1T(u) = =T (u).

3. :>) T()\lul + /\2u2) = T(Alul) + T()\Qu2) = AlT(ul) + )\2T(U2).
<) Tomando A; = Ay = 1 se verifica la propiedad (1) de linealidad.
Considerando A2 = 0, se obtiene la propiedad (2).

O

Observacion: Note que las demostraciones de las propiedades 1 y 2
podrian haber sido omitidas, ya que dichas propiedades son consecuen-
cias de que T sea morfismo entre los grupos (U, +) y (V,+).

n

Dada una combinacién lineal de vectores Y \;xz; € U y la transformacién
i=1

lineal,

T :U — V. Se tiene, por induccién, que:

n

i=1

SidimU =ny 3 = {u;}_, es una base de U, sabemos que u € U se escribe,
n

de manera tnica, como u = Y a;u;, donde los escalares a = (..., )

i=1
corresponden a las coordenadas de u con respecto a la base 3. Aplicando a
este vector u la transformacion lineal T

T(u) = T(Z o) = Z o T (u;) (4.2)

De este calculo se desprende que: basta definir la transformacion T' sobre
una base de U, es decir calcular sélo {T'(v;)}?_,. Para determinar el efecto
de T sobre un vector u € V arbitrario, basta aplicar la ecuacién
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Ejercicio 4.1: Pruebe que entonces dada una base 8 = {u;}?, de U
y n vectores X = {v;}™_; no necesariamente £.i. de V existe una dnica
transformacion lineal T'

T:U—-V
u— T(u)
tal que T'(u;) =v; i =1,...,n.

Consideremos ahora la transformacion:
f:U—K"
u— f(u)=a=(a1,....,an)

que a cada vector u le asocia las coordenadas con respecto a una base fija

B={ui}i .

Es claro que f es funcién (representacién tnica de un vector con respecto
a una base). Ademds, es lineal. M&s atin f es biyectiva (verifiquelo). Esto <« Ejercicio
nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 4.2 (Isomorfismo). Sea T : U — V una transformacion Isomorfismo
lineal, diremos que es un isomorfismo si T es biyectiva.

Ademds diremos que U y V' son isomorfos si existe un isomorfismo entre

U yV, en cuyo caso lo denotaremos como U = V.

En nuestro ejemplo anterior f es un isomorfismo y U = K™. Esto quiere
decir que si U tiene dimension finita n se “comporta” como si fuera K”. Esta
isomorfia no es unica, depende de la base elegida. Por el momento esto no
debe preocuparnos. Calculemos ademaés la imagen, a través del isomorfismo

f, de la base {u;}*_, del espacio vectorial U.

0
o

Luego, la base asociada a {u;}]-; es la base candnica de K.

4.4. Composici 6n de funciones lineales

Consideremos U, V, W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo. Sean T :
U—VyL:V — W dos transformaciones lineales, la composicién Lo T :
U — W es fécil ver que es una funcién lineal. Si ademés L y T" son biyectivas
(isomorfismos) entonces también lo es L o T

Otra propiedad importante es que si 7' : U — V es un isomorfismo ten-
dremos que la funcién inversa, que existe pues T es biyectiva, también
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es un isomorfismo. En efecto sélo resta probar que 7! es lineal, pues es
claro que es biyectiva (jpor qué?). Tomemos vi,v2 € V, A, € K. Sean
T~(v1) = u1, T~ (vy) = uy por lo tanto

T(Auy + Busz)) = NT'(u1) + BT (u2) = Ay + Pua,
esto quiere decir que
T_l(/\vl + 6’02) = A\uj + Pus = )\T_l(vl) + ﬁT_l(’Ug),

entonces T~ ! es lineal.

Una transformacién lineal importante es idy : U — U que es la transfor-
macién identidad. Como sabemos que es biyectiva se tiene que idy es un
isomorfismo.

Con todos estos ingredientes se puede concluir que la relacién entre espacios
vectoriales de ser isomorfos es una relacién de equivalencia.

4.5. Subespacios Asociados a unatransformaci  6n lineal

Definicién 4.3 (Nucleo). Sea una transformacion lineal T : U — V.
Definimos el nacleo de T como el conjunto:

KerT = {x € U/T(z) = 0}.

Claramente, KerT # ¢ ya que como T(0) = 0 tenemos que siempre 0 €
KerT. Mas atn, KerT es uns.e.v. de U. En efecto, sean x,y € KerT, )\, €
IK;

T(Az + By) = A\T(z) + BT (y) = A0+ B30 =0

luego, A\x + Oy € KerT.
Otro conjunto importante en el estudio de transformaciones lineales es la
imagen:

Definicién 4.4 (Imagen). Sea una transformacion lineal T : U — V.
Definimos la imagen de T como el conjunto:

ImT=TU)={veV/FuelU: v=f(u)}

ImT es un s.e.v de V. En efecto, sean vy,vo € ImT, existen entonces
uy,us € U tales que v; = T'(u;),7 = 1,2. Dados A, § € K se tiene:

vy + g = NT'(ur) + BT (uz) = T'(Auy + Buz)
de donde concluimos Avy + Bvg € ImT.

Definicién 4.5 (Rango y nulidad). La dimension de ImT se denomi-
na el rango de la transformacion T y se nota r. La dimension del KerT se
llama nulidad y se suele denotar por la letra griega v.
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Ejemplo:

Desarrollemos un ejemplo. Sea la transformacion lineal:

T:R'— R?
z1 r1+x2
ig — (12—13)
T4 T1+w3

o en términos matriciales:

11 0 o\ /(™
Tx)=|0 1 -1 o] |™
10 1 o/ \"

x4

Determinemos los subespacios KerT y ImT. Tenemos que x € Kerl <

T(z) = 0, lo que es equivalente a determinar la solucién general del
sistema homogéneo:

11 0 0 . 0
01 -1 0 xQ =10
10 1 0 3 0
T4
Escalonando:
1 1 0 O 1 1 0 0 1 1 0 0
01 -1 0)]—1{0 -1 0)—=(0 1 -1 0] (43
1 0 1 0 0 -1 1 0 00 0 O
De donde:
Tr1 = —T2
r1+x9=0 To = I3
=
$2—$3:0 I3 = X3
Ty = T4

Lo cual permite escribir la solucién general en funcién de dos parametros:

r1 = —X3 X1 -1 0

To = I3 X9 1 0
= =X x

Tr3 = I3 I3 3 1 + T 0

Ty = T4 T4 0 1
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-1
Luego, KerT = <{( 1 ) , (
0

. Y1 .
Determinemos ahora ImT'. Sea vz € ImT, es decir:
Y3

_HOOO

) }> es un s.e.v de R* de dimensién dos.

n 11 0 0 il
pl=101 -1 0 ;
3
Y3 10 1 0 s
1 1 0
=T O —|—ZC2 1 —|—ZC3 —1
1 0 1

oo it = (1) (1):(2)})

Pero del resultado de escalonar la matriz que tiene como columnas a

=]

1 0 0
los vectores ((1J) , ) , (—11) y (8)’ en podemos extraer una ba-

sede ({(3).(3):(3) () 1) = (£(0) () (1)} tomando
1 0 1 0 1 0 1

aquellos vectores asociados a columnas con pivotes de la matriz

escalonada (Importante: ver gufa de ejercicios y problemas). Es decir,

{(0)- (1)

0),(1)¢.

1 0

Concluimos entonces que ImT = <{( ) , (

Observemos en este ejemplo que 4 = dim R* = dim KerT + dim ImT.
Ademsés T no es inyectiva ya que KerT contiene més de un vector, es

O

—o
O

)}> es un s.e.v. de R3 de

dimension dos.

. 0\ . . . . .
decir el vector (8) tiene mas de una pre-imagen. Tampoco es epiyectiva

ya que dim Im7T < 3 = dim R3.
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Teorema 4.1. Sea T : U — V una transformacion lineal entonces

T es inyectiva < KerT = {0}

DEMOSTRACION. =) Dado u € KerT, T(u) = 0 = T(0). Como T es
inyectiva, se tiene u = 0.

<) Sea T'(u1) = T(uz2) < T(u1 —uz) = 0 luego ug — ug € KerT = {0}, de
donde u; = us. ]

De este resultado obtenemos el siguiente Corolario

Corolario 4.1. Una transformacion lineal T : U — V, es un isomorfismo
sty sélo si KerT = {0} A ImT =V, o equivalentemente dim ImT = dim V
y dim KerT = 0.

DEMOSTRACION. Para probar la biyectividad de T', basta notar que KerT =
{0} (inyectividad) y ImT =V (epiyectividad). La otra equivalencia sale de
que ImT =V & dimImT =dimV y KerT = {0} & dim KerT =0. O

La inyectividad de aplicaciones lineales (KerT = {0}) tiene una consecuen-
cia muy importante sobre los conjuntos linealmente independientes.

Teorema 4.2. Si T : U — V es inyectiva, entonces {u;}*_, es £.i. en
U= {T(w)}r_, eslienV.

DEMOSTRACION. Sea la combinacién lineal nula:
Z /\lT(uz) =0& T(Z )\iui) =0
i=1 i=1

@i/\zuz € Kerl = {0}<:>iA1UZ:O

i=1 i=1

Como {u;}" ; es li., A\, =0,i=1,...,n. O

Se puede probar que en efcto esta propiedad caracteriza las aplicaciones
lineales inyectivas (hacerlo!).

Finalizamos estd seccién mencionando un ejemplo interesante: R™+! =
P,(R). En efecto, sea
T:R"™ — P,(R) tal que:

ao
ay n )
e Z a;z’ € P,(R)
: i=0
(79)

Es facil verificar que T es lineal.
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Ejercicios

1. El objetivo de este ejercicio es formalizar la técnica mencionada en la
tutoria para extraer, de un conjunto generador de un cierto subespacio
vectorial, una base. Esto en el contexto de R"™.

Considere v1,...,0, € R" y U = ({v1,...,0n}). Sea ademds la matriz
A, escrita por columnas como A = (v1,. .., V) € Muym(R). Denotamos
por v;; a la coordenada i del vector j y, por ende, a la componente (¢, 5)
de A.

Escalonando la matriz A, se obtiene:
011 U12
0 0

0 1)

0 0

N
|

0

0 0

Los coeficientes encerrados en un rectangulo <> son los pivotes de

la matriz escalonada. Notamos por 7; a la columna j de la matriz A.

(a) Demuestre que el conjunto de vectores {v1,vj,,...,v;, }, es decir las
columnas correspondientes a los pivotes, es un conjunto 1.i.
Indicacion: Estudie qué sucede si en la matriz original A sélo hu-
biese puesto los vectores vy, vj,,...,v;,.

(b) Pruebe que las columnas de A que no contienen pivotes, que estan
entre la del pivote k y la del k +1 (es decir 9, 41,...,7j_,,-1), son
combinacién lineal de los vectores vy, ¥j,,...,0
Indicacion: Use inducciéon en k.

'7Ujk'

(c¢) Dado un conjunto de vectores {ui,...,u,} € R™ y una matriz
invertible F € M,,,(R), demuestre que:

u € R™ es combinacién lineal de uq, .

(d) Use el resultado anterior para probar que, las columnas de A que
no estan asociadas a pivotes, entre la columna del pivote k y la del
k+ 1 (es decir vj,11,.. 1), son combinacién lineal de los
vectores vy, Vj,, . . .

'7Ujk+1—
y Vg -

(e) Concluya que {vi,vj,,...,v;,} es base de U.
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2. Sea un conjunto de vectores vy, ..., v, € R™ con U = ({v1,...,vm}) y
dim(U) < n. Muestre que, construyendo la matriz A del Ejercicio 1, “au-
mentdndola” con la identidad en M,,,(R) (es decir (A|I)) y aplicando
el mismo procedimiento, se consigue:

= Extraer una base de U, desde {v1,...,vm}.

» Extender dicha base a una base de R™.

3. Sea U el subespacio vetorial de R? generado por el conjunto { ( (1)) , ( 4 ) , (

Extraiga una base de U y extiéndala a una base de R3.

Problemas

P1. Sea P5(IR) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 3
con coeficientes reales. Se define la transformacién T': P3(R) — Ps(R)
por:

T(ag + a1z + azr?aszz®) = ag + (2a1 + a2)x + (2a2 + az)z? + 2azx>.

(a) Probar que T es una transformacién lineal.
(b) Probar que T es una transformacién biyectiva.

(c) Siid es la transformacién identidad del espacio vectorial P3(IR)
pruebe que T —2id, (T —2id)?, (T —2id)? y T — id son transfor-
maciones lineales.

Indicacién: Recuerde que dada una funcién f, f¥ = fo fo---o f.
| S ——

k veces

(d) Encontrar bases y dimensién de Ker(T — 2id), Ker(T —2id)? y
Ker(T — 2id)3.

(e) Probar que P3(R) = Ker(T —2id)? ® Ker(T —id).
P2. (a) Considere la funcién T : R* — M (R) definida por

() (e sru )
z 20 4+2y+z4+w TH+y+z
(1) Demuestre que T es funcién lineal.
(2) Determine bases y dimensiones para Ker(T) e Im(T).

(b) Dada la transformacién lineal L : R® — R? se sabe que:

1 1 1 1
Ker(L) = < 0],[1 > y L|1]|= (_1) .
0 0 1
Encuentre en términos de z1, x5 y x3, los valores de y1 y y2 que

3 TN _(n
satisfacen L (iﬁ) = ().
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P3. Sean V, We. v.’s sobre R. En V x W se definen la suma y ponderacién
por escalar asi:

(/U’w)+(v/’w/) = (v+v/’w+w/)7 V(v’w)’(v/7w/) 6 V X W7
Av,w) = (A, w), VY(v,w) eV xW,VAeR.
Con estas operaciones V' x W es un espacio vectorial sobre R (no lo

pruebe).

Dada una funcién f: V — W se define su grafico por
Gy = {(v,w)eVxW:w= f(v)}.

(a) Pruebe que f es lineal si y sélo si G es subespacio vectorial de
VxW.

(b) Pruebe que {Oy} x W es sub-espacio vectorial de V' x W.
Nota: Oy denota el neutro aditivo de V.

(c) Sea f:V — W lineal. Pruebe que Gy & ({Oy} x W) =V x W.
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[ SEMANA 9: TRANSFORMACIONES LINEALES

4.6. Teorema del Nucleo-Imagen (TNI)

El propésito de esta seccion es probar el siguiente teorema.

Teorema 4.3 (Nucleo-Imagen). Sean U,V espacios vectoriales sobre
un cuerpo IK, T : U — V una transformacion lineal, dim U < co. Entonces:

dimU = dim KerT + dim ImT.

DEMOSTRACION. Daremos una demostracién constructiva de este teorema.
Sea {uq,...,u,} una base de KerT. Completemos esta base a una base de
U

Ou = {u1, ooy Uy, Up 1, oy Up |-

Probaremos que ' = {T(uy+1), ..., T (u,)} es base de ImT. Seav € ImT es
decir v € V y existe u € U T'(u) = v. Como By es base de U se tendrd que

U=01U] + ... TOQUy + Qpyp1Upt1 + oo + AU,

de donde
v=T(u) = apt1T (Upt1) + oo + T (un),

pues T(u1) = ... = T(u,) = 0. Es decir v es combinacién de los elementos
de . Probemos ahora que son l.i., para ello consideremos

oy 1T (Ups1) + oo + anT(uy,) = 0.

Como T(ayt1tpt1 + oo + aptn) = @pi1 T (Upg1) + oo + @qunT(uy,) =0
se deduce que el vector ay41uy41 + .... + ap € KerT pero entonces existen
escalares A1, ..., A, tal que

Qg 1Uptl + oo + Qpy = AUy + oo + Ay,
o equivalentemente
AU F e F AUy — Q1 Upg] — o — QU =0
Como los vectores uy, ..., u, son £.i. se deduce en particular que
Ayl = ... = Op = 0,

y por lo tanto 8 = {T(uy+1),...,T(un)} es base de ImT. Pero entonces
tenemos

dimU =n=v+ (n —v) =dim KerT + dim I'mT.
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Es directo del TNI que: si dimU = n, y el rango de T es n se tiene
dim KerT = 0, es decir T es inyectiva. Otra aplicacién directa es

Teorema 4.4. Sea T : U — V aplicacion lineal.

1. SidimU = dimV entonces

T inyectiva < T epiyectiva < T biyectiva.

2. SidimU > dimV T no puede ser inyectiva.
3. SidimU < dimV T no puede ser epiyectiva.

4. Como conclusion de (2) y (3)

U isomorfo a V < dimU = dim V.

DEMOSTRACION. Probemos sélo (2), el resto queda de ejercicio. Del TNI

se tiene que
dim U = dim KerT + dim ImT < dim V,

como dim KerT > 0 se concluye que

dim ImT < dim 'V,
y por lo tanto ImT es un s.e.v. estrictamente més pequeno que V', es decir
T no puede ser epiyectiva.

Es importante sefialar que en ([[d), la implicancia = es consecuencia de (2)
y (3), mientras que < se obtiene del hecho de que todo espacio de dimensién
finita n es isomorfo a IK™ (ver ejemplo anterior a la Definicién E2). O

Ejercicio 4.2: ProbarquesiT : U — V eslineal y W es un subespacio
de U entonces

1. T(W) es subespacio de V.
2. dimT(W) < dimU.
3. Si T es inyectiva dim T (W) = dim W.
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4.7. Matriz Representante de una Transformaci 6n Lineal

Vimos anteriormente que, dado un e.v V sobre K,dimV = n, se tenia
V =2 K". Esto nos permite “llevar” el trabajo de cualquier espacio de di-
mension finita a un espacio de n-tuplas. Trataremos de extender esto para
transformaciones lineales, reemplazando estas (en un sentido que precisa-
remos) por matrices.

Sean U,V espacios vectoriales sobre un cuerpo K,dimU = p,dimV = gq.
Sean Sy = {u1,...,up}, Bv = {v1,...,v4} bases de U y V respectivamente.
Consideremos finalmente una transformacién lineal T': U — V.

Sabemos que T queda completamente determinada por su accién sobre la
base Gy

o bien,
T(ul) = (1101 + 2102 + ... + Aq1Yq

T(u2) = a12v1 + agv + ... + agevy

T(up) = a1pv1 + G2pt2 + ... + GgpYq

Es claro que la informacién importante que define T' esta contenida en las
coordenadas, (a1, az;, ..., aqj) de cada vector T'(u;), con respecto a la base
By, en el espacio de llegada. Esta informacién la guardamos en una matriz
de ¢ filas y p columnas, denominada matriz representante de 7', con
respecto a las bases Gy y By:

ail a2 ... Aip
az1 a2 ... A2p

Mg, p, (T) = C € Mgp(K)
Qq1 Aq2 ... Qgp

donde, ¢ =dim U, p=dimV.

En la columna j-ésima de esta matriz, aparecen las coordenadas del vector
T'(u;) con respecto a la base Sy :

CLlj
CLQj g
A.j = : <~ T(UJ) = E ;U4
. =1
Qqj

110

Matriz representante
de T

Mgy gy, (T)



Observacién: Una pregunta interesante es: ;Qué sucede con esta
matriz si cambiamos las bases?. Esto lo responderemos en breve.

Ejemplo:
Sea T : R* — R3, definida por

110 0\ [™
Tx)=|0 1 1 0] |™
001 1)\

T4

2,€3, €4}, base canénica de R?,

3

base de R3. Se tiene entonces:

1 /1
_5(6)+

v =ov=1(1)- (1)

~—— ——— —
I
—~ o~
oo
N—
|
N | =
/~
=l
N—
|
/
—_—_
N—

9 0 1 1 0
_ 0\ — _
ries =7 (1) = () =0(}) +o(d) +1(})
9 0 1/1 1 /1 170
_ 0 — —_z z -
T(e“)_T(?)_(?)_ 5 (1) +3(0)+3 (1)
de donde:
Lo -
Mgﬁ/(T)Z % 0 0 % E]\/f34(]R)
1 1
-3 0 1 3
Tomemos ahora, en R?, la base canénica, 3 = {(é) , (g) , (El)))} :
T(e1) = (é) = 1€} + 0ef + Oef
T(es) = (é) = le} + 1€}, + 0¢ly
T(e3) = (?) = 0e} + leb + lej
T(es) = (%) = 0¢} + 0e), + e},
Luego,
1100
Mpg(T)=10 1 1 0
0 0 1 1

jSorpresal, esta matriz representante no sélo es distinta de la anterior,
sino que corresponde a la matriz que define T' en forma natural. Con-
cluimos entonces que: la matriz representante depende de las bases ele-
gidas y que la matriz representante con respecto a las bases candnicas
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es la matriz asociada a T. Esto ultimo lo podemos verificar en el caso
general:

Consideremos Ty :KP — K1
x— Az, A€ My (K)

Sea 3 = {e1,...,ep} la base candénica de K? y 4" = {e},...,e;} la base
candnica de K9.

Se tiene entonces:

0
. a1y
ail aij. a1p
CLQj
Ta(e;) = Aej = : =1 .
Qg1 Qgj---  Qqgp a
0 qJ

o bien:

q

o o ol

Ta(ej) = arjeq + ... + agje,, = E a;je;
i=1

de donde concluimos Mgg (T4) = A.
Veamos ahora como interactuan 7'y M = Mpgg/(T'). Sea u € U, entonces
U= QU1 + ... + Qply,

y por lo tanto T(u) = Y°F_; a;T(u;) pero T(u;) = >27_, myjv; y por lo

tanto .
T(u) = Zaj MU = Z(Z Q;Mmi;)v;.

j=1 i=1 i=1 j=1

Asf las coordenadas de T'(u) con respecto a 3 son

p p
E QMY -« vy E Q;Mygj,
j=1 7j=1

y por lo tanto si a = (a1, ...,ap) son las coordenadas de u entonces Mo
son las de T'(u). Esto permite trabajar con M en vez de T

Ya tenemos una matriz que representa 7', ahora deseamos “olvidarnos” de
T y trabajar s6lo con un representante matricial. Para hacer esto, en alge-
bra acostumbramos establecer una isomorfia, en este caso, entre el espacio
vectorial de todas estas matrices, My, (IK), y aquél de todas las transforma-
ciones lineales. Para ello definamos primero este tltimo espacio.

Definicién 4.6. Sea U,V espacios vectoriales sobre K, de dimensiones
dimU = p y dim V = q respectivamente.
Definimos

Lk (U, V)={T:U — V/T es transformacion lineal }
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Es directo que Lk (U, V), dotado de las operaciones:
(AT (z) = \T'(x), VA e K,VT € Lk (U, V)
(T+T)(x) =T(x)+T'(z), VT, T" € Lk (U, V)

es un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Tenemos entonces la propiedad buscada:
Lk (U, V)= Mg, (K)

En efecto, sean Gy, Oy bases de U y V respectivamente y definamos la
funcién.
¢: LU, V) — My,(K)
T — ¢(T) = Mpyp, (T)

Es decir, a una transformacion lineal arbitraria le asociamos su matriz
representante con respecto a las bases Gy y By .

1. ¢ esuna transformacién lineal. Sean Sy = {u1, ..., up}, By = {v1, ..., vq},

T,Le ‘CK(Uv V)v A= Mﬁuﬁv (T)7 B = MBUﬁV (L)

Calculemos ¢(T + L) = Mg, s, (T + L).

(T + L)(uz) = T'(uy) + L(uy) =

q q
= Z QiU + Z bijvi = Z(aij + bij)vi
i=1 i=1 i=1
Luego, la j-ésima columna de Mg, g, es el vector:
aij + by
aqj + byj
Se concluye entonces:
ai1 + bi1...a1j + bij...a1p + bip
o(T'+ L) = Mpyp, (T'+ L) = : : ;
Cqu —|— bql...aqj —|— bqj...aqp —|— bqp
=A+B= Mgy gy (T) + Mg,y (L) = (p(T) + SD(L)
De manera analoga se prueba que

P(AT') = Mg, p, (AT).
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2. ¢ es biyeccién. Sean T € Ker(p) < o(T) = Mg,p,(T) = 0 €
My (K)
< T(u;) =0v1 + ... + 0vy = 0.

P
Por otra parte, Yu € U,u = 3 aju,, de donde Vu € U,T(u) =
j=1
P

> o T(uj) = a0 = 0, concluyendo T' = 0, la transformacién
j=1 j=1

nula. Luego, ¢ es inyectiva. Veamos la epiyectividad. Dada una matriz

p

A = (ai;) € Myp(K), le asociamos la transformacién lineal T, que
q

a la base de U asocia: T'(u;) = Y. a;;v;. Es directo que ¢(T) =
=1

1=
M,»(T) = A, luego ¢ es epiyectiva. De (1) y (2) concluimos que ¢ es
un isomorfismo.

Directamente, de este resultado se tiene: dim Lk (U, V) = dim My, (K) =
pq = dim U dim V. Es decir, la dimensién del espacio de transformaciones
lineales es finita y corresponde al producto de las dimensiones de U y V.

En el contexto del resultado anterior jque relacién existe entre la multipli-
cacién de matrices y la composicién de funciones lineales?.

Veamos que sucede al componer dos transformaciones lineales. Sean T :
U—V, L:V — W transformaciones lineales, luego Lo T : U — W es
también lineal. Ahora bien, sean dimU = p,dimV = q,dimW = r con

bases By = {u;}t_;, Bv = {vi}{_1, Bw = {w;}}_,, respectivamente. Supon-
gamos ademds que Mg, g, (T') = B € My,(K),

Mg, s, (L) = A € Mp,(K). Lapregunta es ;cuél es la expresién de Mg, g, (Lo
T)? Los “datos” del problema son:

q
T(uk) = ijkvj 1<k<p
j=1

j=1
q q r
= biL(v) = > bin(d_ aijw;)
=1 j=1 =1
T q
=> O aibi)wi  1<k<p
i=1 j=1



obteniendo

q

q
aijbji... Y- aizbjp
i= iz

—

Mg,y (LoT) =

M=

q
arjbjl... Zl arjbjp
j=

<.
Il
—

=A-B= Mﬁvﬁw (L) ) Mﬁuﬁv (T)

Hemos probado que la matriz representante de la composicion de dos fun-
ciones lineales L o T', es el producto de las matrices representantes.
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Una aplicacién inmediata de este resultado es

Ejercicio 4.3: T: U — V es una transformacién lineal y 3, 3 son
bases de U y V respectivamente entonces

1. T es invertible ssi Mgg (T') es una matriz invertible.

2. Si T es invertible,

(Mg (T)) " = Mppg(T™).

Esto nos permite, cuando se estudian transformaciones lineales sobre espa-
cios vectoriales de dimensién finita, trabajar directamente en la estructura
matricial correspondiente, sumando o multiplicando matrices.

En base a lo anterior se tiene el resultado siguiente:

Teorema 4.5. Para toda matriz A € M,,(K), las propiedades siguientes
son equivalentes

1. A es invertible.
2. Ty : K" — K" v— Ta(v) = Av es un isomorfismo.

3. El conjunto {Aej}"_, es base de K™.

DEMOSTRACION. Demostremos primero (2)<»(3). Para ello recordemos que

A es la matriz representante de T4 con respecto a las bases candnicas:
TA(GJ') = Aej = A.]

2 = 3) Como T4 es isomorfismo, es en particular inyectiva, luego {T'a(e;) }7—,
es L.i < {Aej}}_; es L4 en K". Como dim K™ = n, este conjunto es base.

3 = 2) Sabemos As; = Ta(e;) para 1 < j < n, luego {As;}7_; base, es
decir {Ta(e;)}7—; es base de K", luego ImTa =< {Ta(e;)} >= K". Del
TNI se tiene:

dim K" =n = dim ImT s + dimKerTy, luego n = n + dim KerT 4,

entonces dim KerTy = 0 y por lo tanto KerT4 = {0}.
Ademsés las dimensiones de los espacios de partida y llegada son iguales,
luego T4 es isomorfirmo.

(1)<(2) es consecuencia del Ejercicio B3 usando el hecho de que T4 tiene
a A como matriz representante con respecto a las bases candnicas. O
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4.8. Matriz de Pasaje o de Cambio de Base

Cuando definimos la matriz representante vimos que esta dependia de las
bases elegidas. De esto surge el problema de la no unicidad de la represen-
tacién: una misma transformacién lineal tiene asociada més de una matriz,
dependiendo de las bases escogidas.

Sea entonces V' un espacio vectorial sobre K, dimV = n, sean 8 = {v; }i—1
y 8" = {v[}_, dos bases de V. Claramente, los vectores de 3’ tienen una
representacién unica en la base (:

V] = p11v1 + Pp21v2 + ... + Dnits
U;‘ = D101 + P2;V2 + ... + PnjUn

V), = PinU1 + P2nU2 + ... + Pann

Denominamos matriz de pasaje o de cambio de base de 3 a ' a la matriz: Matriz de pasaje o de
cambio de base

pi1 ... P1j --- Pin
P = Pgg = (pi) = Lo
Pnl --- Pnj --- Pnn

cuya columna j-ésima corresponde a las coordenadas del vector v;-, de
la “nueva” base (', con respecto a la “antigua” base 3. Es fdcil ver que
estd matriz es exactamente

Mpgig(idy),

es decir la matriz representante de la identidad de V, colocando como base
de partida ' y de llegada 3.

Por otra parte, sabemos que a un vector x € V podemos asociarle de manera
biunivoca un vector a = (ay, ..., a,,) € K™, correspondiente a sus coorde-
nadas con respecto a la base 8. De manera analoga le podemos asociar
o = (af,...,al) € K", sus coordenadas con respecto a la base 3’

Se tiene entonces:

n n n

o = Do ai (Y pin) = 3 (X pigal

1 j=1 i=1 i=1 j=1

n
v =
j=
n
Pero, ademéds, v = > a;v;.
i=1
Como la representacién es tnica, concluimos:

n
ai:Zpijoe; 1<i<n
i=1
matricialmente: o = Pqa/.
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Esta ecuacién establece la relacién entre las coordenadas de un mismo vec-
tor v € V' con respecto a ambas bases.

. Es posible “despejar” o/?. Si lo es, y esto es equivalente a probar que P
es invertible. Pero por ser la matriz representante de un isomorfismo es
entonces invertible. Ademss P~ es la matriz de cambio de base de 3 a 3:
Mgﬁ/ (’Ldv)

Observacion: Cabe hacer notar que la notaciéon no es muy afortunada,
pues la matriz de cambio de base de 3 a 8" es Mag(idy ) es decir hay
que expresar los vectores de 3 en funcién de los de S.

Estudiaremos ahora la relacién que existe entre las distintas matrices re-
presentantes de una misma transformacién lineal. Esto lo deduciremos de
la regla que tenemos para la matriz representante de una composicién de
aplicaciones lineales. Sea T': U — V lineal y consideremos cuatro bases:

B, B bases de U
A, 3 bases de V.

La pregunta es jcémo se relacionan Mg (T') y Mpz (T)?.
Todo sale de la observacion

idyoT oidy =T,
y por lo tanto
Mgz (T) = Mgz (idy o Toidy) = Mg 5 (idy)Mpg: (T)M@ﬁ(idy). (4.4)

Es decir la nueva matriz representante de T es la antigua multiplicada por
matrices de cambio de base. La mejor forma de recordar esto es con un
diagrama

~ T ~
U7 6 - Vu ﬁl

idU l T T Z'dV
U7 6 - Vu ﬁl

Recorremos este diagrama de dos maneras distintas. para obtener la formu-
la EE4l Notemos que cuando hacemos el recorrido por “abajo” el orden que
aparecen las matrices es reverso: la matriz mds a la derecha en fE4 es la que
actua primero y asi sucesivamente.

Las matrices A = Mgg (1) y B = M3/ (T) estén relacionadas por un par
de matrices invertibles que denotaremos por P, @Q:

C = PAQ.

Diremos que entonces A y C son semejantes. Como ejercicio, probar que
esta es una relacion de equivalencia. Un caso importante es cuando @ =
P!, es decir

C=PAP™ "
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En este caso especial diremos que A y C son similares. Esta también es matrices similares
una relacién de equivalencia.

Se tiene que a diferencia de la semejanza no es facil saber cuando dos

matrices son similares. Parte de este problema la estudiaremos en el proxima

seccion.
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Ejercicios
1. Sea T: U — V una transformacién lineal. Pruebe que

(a) SidimU = dimV entonces

T inyectiva < T epiyectiva < T biyectiva.
(b) SidimU < dimV T no puede ser epiyectiva.
(c) U isomorfo a V < dimU = dim V.
2. Probar que si T: U — V es lineal y W es un subespacio de U entonces

(a) T (W) es subespacio de V.
(b) dimT(W) < dimU.
(c) SiT es inyectiva dimT(W) = dim W.

3. T: U — V es una transformacién lineal y 3, (' son bases de U y V
respectivamente entonces

(a) T es invertible ssi Mpgg/(T') es una matriz invertible.
(b) Si T es invertible,

(Mg (T)) " = Mpig(T™).

Problemas

P1. Sean Mas(IR) el espacio vectorial de las matrices de 2 X 2 a coeficientes
reales sobre el cuerpo R. Sea P2(IR) el espacio vectorial de los polino-
mios de grado menor o igual a 2 a coeficientes reales sobre el cuerpo
R. Sea

T: Mzg(]R) — PQ(R)

(2%) — T((2%)=(a+d)+ (b+c)x+ (a+b+ 2c+ d)a?.

(a) Demuestre que T' es una transformacion lineal.
(b) Sean la bases de Maa(R) y P2(IR) siguientes:

BM:{((1)8)7(8(1))7((1)8)7(8(1))}7 BP:{17x7w2}'

Encuentre la matriz representante de T' con respecto a las bases

Bum y Bp.
(c) Sean la bases de Ma2(R) v P2(R) siguientes:

Bu={GD. (39,00, (%8}, Bp={1+z,2+21+2%}

Encuentre la matriz representante de T con respecto a las bases
B Y Bp-
(d) Calule la dimensién del Nicleo y la dimensién de la Imagen de T'.
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P2.

P3.

P4.

Considere las funciones lineales f y g tales que

g: R* — RR?
Tr1+re—1T3

. — 3
VE M22(R) R* vy xr g(SC) :( 2z1+23 )

y las bases
1 2 1 0 0 3 2 5
{32 2) (G ) v
Yy
2 0 1
By = 1|, (1],[-2 de R?
-1 3 1
Sea A = (22 (1J (1) _%1) la matriz representante de la funcién f con

respecto a las bases By en Mao(RR) y B en R3.

(a) Encuentre la matriz representante de B de la funcién g con res-
pecto a las bases canénicas de R3 y IR? respectivamente.

(b) Obtenga la matriz representante de g o f con respecto a la base
By en Ma(R) y a la base canénica de R2.

Sea T': V — V una aplicacion lineal con V espacio vectorial de dimen-
sion finita. Demuestre que

V =Ker(T)® Im(T) < Ker(T?) = Ker(T).
Sea 3 = {1,z,2?} la base canénica del espacio P>(R). Considere
01 3
o=1[1 0 0
1 0 1
(a) Encuentre la base 8’ de P2(R) tal que @Q sea representante de la

identidad de P2(R) con 3’ en P2 (IR)con (. Si le sirve, si denotamos
por [p]s el vector de coordenadas de p con respecto a la base (3,

[pls = Qlplgr  p € P2(R).

(b) Sea T: Pa(R) — R? la transformacién lineal cuya matriz repre-
sentante con respecto a las bases 3 en P2(R) y canénica en R es

la matriz
01 0
A=|0 0 2
0 0 O

Calcule la matriz representante de T' con respecto a las bases 3’
en Po(R) y candnica en R3, donde 3 es la base encontrada en

(a).
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SEMANA 10: TRANSFORMACIONES LINEALES - VALORES Y
VECTORES PROPIOS

4.9. Rango de una matriz y forma de Hermitte

Dada una matriz A € Mg, (IK) definimos el rango de A, como el rango de
la transformacién lineal T'(z) = Ax. Denotaremos por r(A) el rango de A.
Asi r(A) es la dimensién de la imagen de A.

Como Az = z1Ae1 + ... + TpAep si = (21, ..., p), entonces la imagen de
A es generada por las columnas de A esto es:

ImA = <{A.1, --~7Aop}> ’

por lo tanto el rango de una matriz es el nlimero maximo de columnas l.i.

Ejercicio 4.4: Supongamos que A, B son semejantes es decir existen
matrices invertibles P, Q tal que A = PB(Q. Probar que entonces que
Ay B tienen el mismo rango:

Nuestro propésito es probar la reciproca de lo anterior, esto es si dos ma-
trices de igual dimensién tienen el mismo rango entonces son semejantes.
Para ello necesitaremos lo que se llama la forma normal de Hermitte.
Consideremos A € Mg, (K), ella induce de forma natural una aplicacién
lineal T' mediante: T'(x) = Az. Es claro que A = Mgag/(T) donde 3,5
son las bases candnicas de IKP y K¢ respectivamente. Construiremos aho-
ra dos nuevas bases. Comencemos por una base de KerA: {uy,...,u,}, y
extendamosla a una base de IKP

A= {Wwi, ey Wp UL, ey Uy T

Notemos dos cosas: primero que hemos dado un orden especial a esta base
donde los vectores que agregamos van al principio; y segundo que del teo-
rema del nucleo imagen p = dim K? = dim ImA+dim KerA y por lo tanto
necesitamos agregar tanto vectores como rango de A es decir r = r(A).
Tomemos ahora X = {v1,...,v,.} donde v; = Aw;, i = 1,...r. Probaremos
que X es un conjunto l.i.. En efecto si

Av1 + o+ Av = 0,
se tendra que

0= MNAw; + ... + N, Aw, = A(/\1w1 —+ ...+ )\Twr),
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es decir el vector Ajwq + ... + Ayw, estd en el KerA. Como lo hemos hecho
ya varias veces de aqui se deduce que los coeficientes deben ser cero. En
efecto, por estar en el KerA se debe tener que

AMwy + ..+ Nwe = aqug + ..+ Uy,
lo que implica que
Awy + ..o+ Nwe — aquy — .o — gy, =0,

y como los vectores son l.i. se tiene que \; = ... = A\, = 0.
Extendamos ahora X a una base de K1

2!
ﬁ = {U17 cooy Upy Up g1y oeny Uq},
y calculemos la matriz representante de T con respecto a estas nuevas bases:

Awy; =v; = 1vg +0v2 + ... + 0vp + 0vp g1 + ... + Ovy
Awy = vg = 0vy + 1vg + ... + 00, + Ovpg1 + ... + Oy

Aw, = v, = 001 + 0v2 + ... + 1vp + 00,1 + ... + O0vg,
Auy =0 =0v; + 0v2 + ... + 0v, + 0vpg1 + ... + Ovy

Auy, =0 =001 + 0va + ... + 0vp + 00,1 + ... + Oy
por lo tanto la matriz representante es:

Mpa(T) = (% 8) :

donde I,- es una identidad de tamano r y el resto son matrices de ceros de

las dimensiones apropiadas. Usualmente esta matriz se denota por H y se
le conoce como la forma normal de Hermitte. Usando el teorema de cambio
de base se encuentra que existen matrices invertibles P, @ tal que

A=PHQ.

Por otro lado si A, B € Mg, (IK) tienen el mismo rango entonces se demues-
tra que existen matrices invertibles P, @, R, S tal que

A= PHQ, B=RHS, y por lo tanto A= PR"*BS™'Q,
como PR, S71Q son invertibles se deduce que A, B son semejantes.

El rango de una matriz es el nimero maximo de columnas l.i., pero que
hay del nimero méximo de filas Li., o lo que es lo mismo, el rango de A?.
Veremos acontinuacién que

r(A) = r(A").
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Usando la forma normal de Hermite, se deduce que existen matrices inver-
tibles P, @ tal que

A=PHQ. A" =Q'H'P,
que es la forma normal de Hermite para A'. Ademés es claro que r(H) =
r(H?), pero entonces r(A) = r(H) = r(H!) = r(A%). En particular se
concluye que r(A4) < minimo (p, q).
Un problema que se nos presenta es saber si hay una forma ’facil’de calcular
el rango de una matriz. La respuesta es si, y se obtiene mediante escalona-
miento. Notemos que la matriz escalonada de A que usualmente se denota
fl, tiene el mismo rango que A pues estas dos matrices son semejantes. En
efecto A se obtiene por premultiplicacion de A por matrices elementales que
son invertibles. Pero el rango de A es facil de calcular, pues tiene tantas
filas 1.i. como filas no nulas tenga, y esto debido a la forma triangular de
A. Por lo tanto el rango de A es el nimero de filas no nulas en A.
Tomemos, por ejemplo, el escalonamiento siguiente:

1 111100 1111100
-1 1-1 1 1 0 1 0202201

A=fo0 1 1 1-1 0 1|—-4A=]0 01 0-20 3],
0-1-1-1 1 10 0000011
-1 1-1 1 1 0 1 0000000

Ejercicio 4.5: Probar que r(AB) < r(A) y por lo tanto

r(AB) < minimo (r(A),r(B)).

5. Valores y vectores propios

En esta seccion abordaremos el problema de saber cudndo para una apli-
cacién lineal L : R™ — R"™, es posible encontrar una base I3 con respecto
a la cual la matriz representante de L sea diagonal. En forma equivalente,
jcuando una matriz A de n X n puede descomponerse de la forma

A= PDP™! con D diagonal ? (5.1)

Este problema de naturaleza puramente algebraica, tiene muchas aplicacio-
nes en otras ramas de la Matematica, por ejemplo en Ecuaciones Diferen-
ciales, Estadistica, etc.

Tal vez el teorema més importante de este capitulo es el que dice que toda
matriz simétrica puede representarse en la forma (BI]).

Comenzamos con las nociones de valores y vectores propios de una aplica-

cién lineal L : V. — V donde V es un espacio vectorial sobre K(IK = R
6 C).
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Definicién 5.1 (Vector y valor propio). Diremos que x € V es un
vector propio de L si:

(i) z#0
(ii) IN € K tal que L(z) = Ax.

En este caso el valor A € K que satisface (ii) se denomina valor propio
asociado a x.

Diremos que z € V \ {0} es un vector propio de A € M,,, si es vector
propio de la aplicacién lineal L dada por L(z) = Az. Es decir

N e K, Az = Azx.

De la misma manera decimos que A es valor propio de A.
Para la transformacién lineal asociada a una matriz A mencionada ante-
riormente, se tiene:

Proposicién 5.1. Dada A € M,,,,(K), son equivalentes:
(i) 3o #£0 Az = \x.
(ii) Jx solucion no trivial del sistema (A — Az = 0.
(iii) Ker(A— AI) # {0}

(iv) A — Al no es invertible.

Necesitamos una forma facil de determinar qué valores de A € K son valores
propios. Para ello seria ttil que la condicién (iv) pudiera expresarse como
una ecuacién en A. Veremos que el calculo de los valores propios se reduce a
estudiar un polinomio de grado n cuyos coeficientes dependen de la matriz

A.

Con este objetivo introduciremos una aplicacién llamada determinante,
que a cada matriz cuadrada A con coeficientes en K le asigna un elemento
de K.

Para ello primero definiremos A% la submatriz de A que se obtiene a partir
de A eliminado la fila i y la columna j.

1 2 3
A=|4 5 6 A“:(Z g)
78 9

Con esto podemos definir el determinante de una matriz por un procedi-
miento inductivo de la siguiente forma.

Definicién 5.2 (Determinante). Definimos el determinante de A como

(i) SiAesdelx1 |Al =a donde A=a.
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(ii) Si A esdenxn |Al =Y (=1)"a;]A%.
i=1
b

Ast, si A = (CCL d) . Al = a11|AY| — a21]A%| = ad — cb.

Ejercicio 5.1: Obtener la férmula para una matriz de 3 x 3.

A continuacién daremos las propiedades mas importantes de la funcién
determinante, sin dar demostraciones, las cuales se presentan (por comple-
titud) en el Apéndice.
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Proposicion 5.2. Se tienen las siguiente propiedades:

1. El determinante es una funcion lineal de las filas de A es decir

Ale Al Ale
Vte K,z,y € K" : txii—y =t x + y
A Ape A
2. Si B se obtiene de A permutando dos filas entonces |A| = —|B].

3. Si A tiene dos filas iguales |A| = 0.

4. Il =1 donde I es la identidad.Si A es triangular superior entonces
n
|Al = T as-
i=1

5. 51 a la fila i de la matriz A le sumamos la fila j ponderada por t
entonces el determinante no cambia. Es decir

Alo Al.

Si B = Ai:4—ii-_;4j. donde i # j y A = AIZ:' entonces
A;n Ano

|B| = |A].

6. Si A = (a;;) es una version escalonada de A y Ny, el nimero de
permutaciones de filas realizadas para escalonar A. Entonces:

Al = (=)™ - |4] = (=)™ Ha

7. A es invertible si y sdlo si |A| # 0.

8. Una permutacion del conjunto {1,2,...,n} es una funciéno: {1,2,....n} — permutacién o
{1,2,...,n}, biyectiva. Se suele usar la notacion o = (U(l) 0(22) Ta(n) )
Dada o una permutacion del conjunto {1,2,...,n}, se define signo(c) =
€o
e
donde ey, ..., e, son las filas de la matriz identidad. De (2)
€o(n)

y (4) se obtiene que signo(c) € {—1,1}. Se tiene ademds |A| = 3

(e
5igno(0) A14(1)020(2)--Gne(n) donde la suma se extiende sobre todas
las n! permutaciones de {1,...,n}.

9. |AB| = |A||B|.
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10. Si A es invertible entonces |[A7Y = 1/|A].

11. |A] = |AY]. Ademds de (4) si A es triangular inferior entonces |A| =
H Aij .
i=1

12. Para cualquiera ig, jo € {1,...,n} fijos, se tiene:

|A|l = Z(—l)i+j°aij0|Aij°| (Cdleulo de |A|, usando la columna jo)
i=1
|A] = Z(—l)i°+jaioj|Ai°j| (Cdlculo de |A|, usando la fila ig)

j=1

La propiedad () nos dice que A es valor propio de A siy sélosi |[A—\I| = 0.
Esta ecuaciéon es un polinomio de grado n en .
En efecto, usando la formula () se tiene

|[A— M\ = Z signo (o ﬁ A= X))
o =1

si 0 es la permutacién identidad tendremos

n

signo (o) H(A —M)igi) = H(aii —A) =(=1D"A"+q(N)
i=1

=1

donde ¢(X) es un polinomio de grado < n — 1.
Si o es distinta de la permutacién identidad se tendré que existe un indice
n

i€ {1,...,n} tal que i # o(i). De donde £(\) = signo(c) [] (A — A)is) =
i=1

signo (0) ] (aw —A) ]I @is;) es un polinomio de grado < n — 2

i:o(1)=1 B0 (1) #1
(este dltimo producto debe contener por lo menos dos términos jpor qué?)
y por lo tanto

A= M| = (=1)"\" + ap A"+ ..+ a1\ + ao,
donde ay,_1,...,ap dependen de A. Por ejemplo evaluando en A = 0 se

tiene |A| = ap.
;Cudnto vale el coeficiente de A\"~1?.

Definicién 5.3 (Polinomio caracteristico). P(\) =|A— | es llama- Polinomio
do el polinomio caracteristico de A. caracteristico
Ejemplo:
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; Cudles son los valores propios de A7. Para ello estudiemos A — AI.

4 -5 A0 4 - -5
A=Al = (2 —3) B <0 )\> - ( 2 —3—/\)
pero entonces 0 = [A— | = —(4—=X\)(3+X)+10 = —(12+A—\?)+10 =
A2 — X\ — 2. Los valores propios son A\; = 2, Ag = —1.

Ejemplo:

({0 -1 _ | =A =1Y| 2 _
A (0 ) o= |( )i

no tiene solucién en R, y por tanto A no tiene valores propios reales.
Sin embargo si el cuerpo donde estamos trabajando es C entonces A
tiene dos valores propios.

Ejemplo:

Sea D(R) = { espacio de funciones infinitamente diferenciables de R —
R} se prueba facilmente que D(IR) es un espacio vectorial sobre R.
Consideremos

L:D(R) — D(R)

fory=2

es decir Lf es la funcion derivada de f.

Asi por ejemplo si f(t) = t", g(t) = cos(t) se tendra Lf = nt"~1; Lg =
—sen(t). Estudiemos si L tiene vectores propios:

Lf = Af es decir % = Af. Esta es una ecuacién diferencial y una
solucién es: f(t) = cegt.

Luego todo A € R es valor propio y un vector propio es ce, ¢ # 0.

De la definicién v es vector propio si v # 0 y I\ € K tal que Av = Av. Asi,
A es valor propio si y sélo si existe una solucién no nula de la ecuacion

(A-=XHv=0

Cualquier solucién no nula de esta ecuacién es entonces un vector propio
de A con valor propio A.

Notemos que si v es vector propio también lo es 10v y en general av para
cualquier a € K, o # 0.

Ademis, si v es vector propio, el valor propio asociado es iinico. Supongamos
que L(v) = A\jv = Aqv entonces (A; — A2)v = 0. Como v # 0 se tendrd A\; —
A2 = 0 y por lo tanto A1 = As.

Para cada valor propio A\ de A, introduciremos el subespacio propio W)
que corresponde a Wy = Ker(A — AI). Notar que este subespacio debe
contener vectores no nulos, pues A es valor propio.
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Si Ay B son similares es decir si existe P invertible tal que A = PBP~!,
entonces los valores propios de A y B son los mismos y més atn, el polinomio
caracteristico es el mismo. En efecto:

A— XN =PBP '~ \PP'=P(B-\)P!

(A= XD =[(P(B—= )P
= |P||(B = AI)||P~!| pero [P~ = 1/|P|
= |B— )|

luego A y B tienen el mismo polinomio caracteristico, por lo tanto tienen
los mismos valores propios.

Ejemplo:
4 -5

Sea A = (2 _3> Sabemos que los valores propios son Ay = 2, Ay =

—1. Calculemos los vectores propios asociados.
A1 = 2 La ecuacién de vectores propios es

a-n ()= (323) (2) - (1)

La solucién general es x1 = gl'g y su espacio propio es:

e et on (7)o = B = ({(B)})

5

Asi v es vector propio asociado a Ay = 2 si y solo si v = « ( % ) a #0.
Para Ay = —1

5 —5 5 =5 .
A—(-)I=A+1= o _9) 7o o) luego la solucién general
de la ecuacién (A + Iz = 0 es: 21 = 3, y su espacio propio es

W1 = Ker(A — (—1)I) = Ker(A+ 1) = <{G) }>
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Hemos definido el determinante de una matriz A de nxn en forma recursiva
de la siguiente manera | A |= > (=1)7*ta;; | A7! |, donde A** es la matriz

J
de n — 1 x n — 1, que se obtiene de A elimindndole la fila k£ y la columna
£. Probaremos ahora las propiedades fundamentales de esta funcién. Varias
de las propiedades pueden probarse por induccién, dejaremos al lector la
tarea de completar estas demostraciones.

1. Si
a1l A1n
A= a1 +ba - agn +brn |,
anl tee Ann
entonces
a1 - Qin ai1 -0 Qin
Al =1|| a1 - agn ||+]|| Ok1 - bwn || =1]A|+|B|
anl Tt Ann anl tee Ann

Por hipétesis de induccién (sobre el tamafio de la matriz) se tiene
| AT = AT+ [ BT
Ademss, | AF! |=| A1 |, Tuego
n n
[ A= D) an A7 =3 (- P an{] A7 |+ [ B[}
j=1 =1
ik

(=1 argr + ) | A |=[ A |+ | B |

Andlogamente se prueba que si

a1 o A1n
A= | tapy - tapn |,
an1 e Ann
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entonces

aip G1n
| A= agl -+ Qgn
Gn1 e Ann

Asi visto como funcion de las filas de A el determinante tiene la propie-
dad lineal siguiente

Alo Al. Alo

AQ. AQ. AQ.
Ve,y e K" te K : tr +y =t . + y

Ano An' Ano

Es decir el determinante es lineal en cada una de las filas de la matriz.
Si estamos considerando matrices de dimensién n entonces diremos que
el determinante es n-lineal.

Probaremos simultdneamente por induccién las propiedades (2) y (3):

. Si B se obtiene de A permutando dos filas entonces |B| = —|A|. Se dice
que el determinante es una funcién alternada.

. Si A tiene dos filas iguales entonces |A| = 0. Supongamos que A tiene

las filas i y j iguales, es decir:

Alo

X — 9
A= .

X | <J

Ane

Cada matriz A*! tiene dos filas iguales a menos que k =i 0 k = j de
donde | A*' |=0sik #i k+#j. Porlotanto = | A |= (=1)"la; |
AT | (1) gy | AT,

Las matrices A" y 47! de dimensién n—1xn—1 son iguales excepto que
la fila X esta en distinta posicién. En A% esta en lafila j—1. En A7! esta
en la fila 7. Asi podemos llegar de la matriz A*! a la matriz A7! mediante
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j—1—14 permutaciones. Por cada permutaciéon hay un cambio de signo en
el determinante (de dimensién n — 1). Luego | A |= (=1)7717¢ | A7t |
Ademss a1 = aj1 =
| A= an{(=1)FH (=17 AT | (=17 [ AT}
={(-1) = (=1’}anr | A |= 0

Supongamos que A se obtiene de A permutando las filas i y j:

Alo
Aje — 1
A= :
Aio —J
Ano
Tomemos
Alo
Ai. + A]. —

Ai. + A]. - j

Ano

como B tiene dos filas iguales se deduce que

Al. Al. Alo Al'
Azo Aj- A'i. Au
0=|B|= + = : + +
Aje + Aje Aie + Aje Ase Aje
Ape Ane Ape Ane
Alo Al'
Aj. Ajo
+ | +| ¢ [=0+]4+]|4+0,
A'Lo AJ'
An. Ano




y por lo tanto
[Al=—1A4]

4. Sea I, la identidad de n x n entonces |I,| = 1. En efecto
[In| = 1| = 1.
De manera més general se prueba que si A es triangular superior enton-
ces |A| = ﬁ aii, esto también es cierto para una triangular inferior pero
i=1

1=
lo probaremos mas tarde.

5. Si a la fila ¢ le sumamos la fila j(i # j) amplificada por algin factor,
entonces el determinante no cambia. Sea

Alo
~ Aje — ]
A= : ,
Ai. + tA_]o 1t
Ano
entonces
Alo
Aje — ]
A=Al +t]| =4l
Aje || <1
Ane

6. Las filas de A sonl.d. <=| A |= 0. Supongamos que las filas de A son 1.d.
es decir A1, ..., A, no todos nulos tal que A\jA1e+A2Aze+...+ X, Ape =0
podemos suponer sin pérdida de generalidad que A\; # 0

AAje + AoAse + ... + A Ape

A= ‘o -
An.
0
Aze 1+1q. | A11 - i+1~ | Adl
= | =EDT AT ) (-1 G AT,
A i=2
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pero para j > 2 la primera fila de At es cero luego las filas de A7 son
1.d., por tanto | A1 |=0. Asi | A |=0. Adem4s

AQ. Ako Ano
AQ. A2o AQ.

0= A1 |A[+ A I R | R : =\ |A],
An. An. A’ﬂ.

pero A1 # 0 y por lo tanto | A |= 0.

Si las filas son Li. probaremos que |A| # 0. En efecto, mediante opera-
ciones elementales sobre las filas de A (suma de filas y permutacién de
filas) se llega a

a1 ais a1n
0 a2 a2n
A= 0

0 0 0 0 aGnn
pero entonces | A |= 4 | A |. Dado que | A |= ] @i # 0 (ver (4)), se
i=1
concluye que | A |# 0.
Falta probar que |A| = |A?|. Esta proposicién no es facil, para ello
necesitamos la siguiente féormula:
. |A] =" (signo o) a15(1) @24(2)---Ano(n) donde la suma se extiende sobre
todas las permutaciones de {1,...,n} y signo(o) se define como
€o(1)
signo (o) = ,

€o(n)

donde {ey, ...} es la base candnica de R™

Ejemplo:
(1 2 3 n
7=\2 1 3 n
€o(1) = €2
€o(2) = €1

Eo(i) =€ 122
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= (=1)3 | I,—1 |= —1, luego signo

= o O oo

El término asociado a esta permutacién o en la férmula (7) es:
—1l aizaz1a33044...0nn

Notemos que cada término de la férmula (7) es el producto de una ele-
mento por fila y columna.

Demostremos la férmula. Dado que A1e = a11€1 + a12€2 + ... + a1pen S€
tendra

€L
n AZ.
A=) aw :
k=1 :
Ano
n
Andlogamente Ase = > agrey, luego
=1
&3 (&3
(&3
e e
A?. n AZ AE
. = g a9y 3e = g agy 3e
’ /=1 : £k .
A : :
" A’ﬂ. An.
Por lo tanto
&3
e
€y k1
€L
A; 2
|A] = E a1ka2¢ Je = E 1k, A2ks ---Onky,
k#L . Klseens kn .
) todos ek
A1k, O2ky ---Onk, distintos n

Esta suma es la suma sobre todas las permutaciones

(&

. 1 2 .- n . — signo (o)
o= ko k, y : = signo (o),

€kn

lo que prueba la formula deseada. Notemos que lo que se uso en probar
esta formula es que el determinante es n-lineal y alternada. Por esto
estudiaremos un poco como son este tipo de funciones.
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Supongamos que tenemos una funcién F' que asigna a cada matriz cua-
drada de n X n un numero de K, de manera que es n-lineal y alternada
en las filas de la matriz, entonces necesariamente:

F(A) = [A]- F(I)

donde F(I) € K es el valor que toma para la identidad de tamatio n. Este
resultado dice que toda funcién n-lineal alternada debe ser un multiplo
del determinante. De igual forma como lo hicimos para el determinante
se prueba que

€a(1)
F(A) = Z alg(l)...ang(n)F
7 €o(n)
Pero por ser F' alternada se tendréa
€o(1)
F : =+F(I)
€o(n)

el signo depende de si se necesitan un niimero par o impar de permuta-
ciones para llegar a la identidad pero

o (1)

€a(n)
es exactamente +1 dependiendo de la paridad del niimero de intercam-
bios necesarios para llegar a la identidad. Luego, F'(A) = F(I) ) signo (0)a14(1)---Gno(n) =
J
F(I)|A].
- |AB| = |A||B|
Sea
F:M,,(K)—K
A — |AB|

probemos que F' es n-lineal. En efecto

Ai, Ave
C = X Co=1Y
Ane Ane
Ate A1.B
A=| Xx+Y AB = XB;YB
Ane An:.B
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y por lo tanto

A1oB A1 B
F(A)=|AB| = XB ||+|| YB = |C1B|+|CoB| = F(C1)+F(Cs).
A,eB A, B

De igual forma se prueba que
Alo Alo
F | tAe | =tF | A

Ane Anpe

Si intercambiamos las filas i y j de A y definimos

Al. Al.B
_ Aje —1 ~ AjeB
A= ; AB = : ,
Ai. - '] Ai.B
ATL. ATL.B
se tendrd |AB| = —|AB| por lo tanto F(A) = —F(A). Del resultado

anterior concluimos que F(A) = |A|F(I) pero F(I) = |IB| = |B]| por lo
tanto |AB| = |A||B|

. Si A es invertible entonces

1
A= =
A7 "

en efecto, |[A7TA| = |I| =1 =AY - |A] luego |[A~| = e

Proposicién 5.3. Sean o y o’ dos permutaciones entonces signo(o o

o') = signo(c) signo(c’).

DEMOSTRACION. Sean

60./(1)
B=|

€o(n) €o'(n)
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10.

€o00'(1) €o(a’(1))

€00’ (n) €o(a’(n))
Si escribimos A en términos de sus columnas, tendremos que el 1 de la
primera columna se ubica en la posicién k (fila k) que hace que o(k) = 1,
pero entonces k = o~ 1(1), por lo tanto A descrita por sus columnas es:
A= (60-71(1)60-71(2)...60-71(")). Como
e§ek = { (1) j f ]Z, se tiene que la primera fila de BA tendré la forma:

¢ _J1 d)y =071
(BA)lj = eg,(l)egfl(j) = {0 SI(DO) ( ) ,

es decir (BA)je es un vector de la base canénica, lo que debemos ave-
riguar es en que posicion tiene el 717, pero esto se deduce de la ecua-
cién o/(1) = o7 1(j) pues entonces j = o(0/(1)) = o o o’(1), luego
(B - A)le = €500/(1)- Asi se obtiene:

€oo0’(1)
€o00'(2)

BA =

€00’ (n)
Por lo tanto C = B - A, de donde |C| = |B||A| y entonces

signo(o o ¢’)= signo(c) signo(o’). En particular signo(c~!)= signo(o)
pues

signo(o o 0~ !) = signo(id) = 1 = signo(o) signo(o 1),

donde d es la permutacién identidad. O

Probemos ahora que |A| = |At|. En efecto:

|At| = Z signo (U) (At)la'(l) (At)20(2)"'(At)na(n)

)

= Z( Signo(g))ao’(l)l y Qg (2) Qo (n)n

n n

pero [] asyi = [1 @iz—1(;) lo que se obtiene reordenando el producto
i=1 i=1

de acuerdo a la primera coordenada. Luego

|At| = Z( SignO(U))alg—l(1)a20—1(2)...amy—1(n).

o

1

Como signo(c) = signo(c—!) y la aplicacién ¢ — o~ es una biyeccién

se tiene:
A" = ( signo(v))ai,1)..-azu(2) = |A|

v
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Férmula para A~!

Sea F : M, (K) — K F(A) = > (-1)"a;;]AY]| que corresponde a
=1

desarrollar el determinante de A por la columna j.

Se puede probar al igual que hicimos para el determinante que F' es
n-lineal y alternada luego F(A) = |A| - F(I) pero F(I) = 1, por tanto
F(A) = |A]. Ademss si se usa |A| = | A?| se prueba que se puede calcular

|A] utilizando las filas de A esto es: |[A| = Y (—1)"a;;|AY]

Jj=1
Si |A| # 0 definamos B mediante:
bij _ i(_l)i+j|Aji|'
A

Calculemos AB:
n n (_1)k+j )
k=1 k=1
Analicemos ahora dos casos:

1. ] :Z (AB)” = ‘—}ﬂ kz_:l(—l)k+iaik|Aik| = 1

A7*|, que corresponde al determinante

2. j#i (AB)y = k;(—n’”j%

de la siguiente matriz, calculado usando la fila j

a1 to A1n
Q41 a;n — 3
TXI ...... (\l;ﬁ —J
an1 a;n

n . . .
Como las filas de esta matriz son 1.d. se tiene > (—1)F+7 %|AJ’“| =0,
k=1
y por tanto AB = I lo que implica que

B=A"
Ejemplo:

Sea



Se tendra que

|A| = ad — be
|A11|:d |A12|:C |A21|:b |A22|:a

g L (d=c\'_ 1 (d-b
AR e A ke o)
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Ejercicios

1. Suponga que A, B son semejantes, es decir, existen matrices invertibles
P, Q tal que A = PBQ. Pruebe que A y B tienen el mismo rango:

2. Probar que r(AB) < r(A4) y por lo tanto

r(AB) < minimo (r(A),r(B)).

3. Obtener la férmula del determinante de una matriz de 3x3.

4. Demuestre que si A, B € My, (R), entonces P(A-B)=P(B-A)si A
es invertible, y donde P(A) denota “el polinomio caracteristico de A”

5. Determinar los valores y los vectores propios correspondientes a las ma-
trices siguientes:

2 1 0 g g (1) 8 3 2 2 3 -2 1

0 2 0 01 3 0 -2 1 —6 2 1 -1

0 0 3 00 0 3 1 -1 4 2 —6 4
Problemas

P1. (a) Pruebe que una matriz A € M,,,,(K) tiene rango 1 si y sélo si

existen u € K™, v € K™, ambos no nulos tales que A = uo?.

(b) Si ap,a1,...,an—1 € Ry n > 2, probar por induccién que el
polinomio caracteristico de la matriz

0 0 .. 0 -

1 0 ... 0 —Q
A= 0O 1 .. 0 —Q2

0O 0 .. 1 —Qp—1

n—1
es igual a: (—1)"( Y apAF + ™).
k=0

P2. Sean A, B € M, ,(R) invertiblesy a € R, 0 < o < 1.

a) Sea P, 15(-) el polinomio caracteristico de A~ B. Pruebe que

|@A+@—®Bﬂ=@—aﬂﬂﬂ4m(41).

a—1

b) Demueste que existe 0 < o < 1 tal que (aA+(1—«)B) es invertible.
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P3. Sean A, B matrices de n X n con coeficientes reales tales que AB = BA

a) Pruebe que si Bv # 0 y v es vector propio de A asociado a A
entonces Bv también lo es.

b) Muestre que si v es vector propio de A perteneciente a un espacio
propio de dimensién 1, entonces v es vector propio de B.
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Sea L : K™ — K™ lineal y sea A la matriz representante de L con respecto
a la base candénica B. Supongamos que existe B’ = {vy,...,v,} base de
vectores propios, es decir B’ es una base de K™ y

Vi 3d\ e K Av; = \v;.
., Cudl es la matriz representante de L con respecto a B’?

Avy = Av; = \vp +0vg + - - + 0vy,
Avg = Avg = 0v1 + Agvg + - + 0vy,

Av, = Apvy, = 0 +0vg + -+ - + Apup,

A0 0

Mpp/(L) = 0 Az _ = D que es diagonal.
0 0
0 0 An

Ademis se tiene el diagrama

A
B — B
Pt | T P.
D
B — B

Por lo tanto A = PDP~!

Algunas ventajas de conocer D:

(1) r(A) = r(D) = ntimero de valores propios no nulos.
(2) |A] =|PDP~!| = |P|[D||P~}| = |D| = -1:[1 i

(3) |A| # 0 entonces Vi\; #0y A~ = PD~1P~! donde
A 0
D™= :
0 At

En efecto,

At =P Y t=(P Y 'D'Pt=PD P,
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= 0

pero D1 = _
0 b

(4)
A™ = (PDP™ Y™ = (PDP~')(PDP')-.-(PDP™)
AP 0

=pDpmp~l=p p!
0 Am

n

Como hemos visto A = PDP~! donde P = Mp g(idk~) es decir tenemos
que expresar los vectores propios en términos de la base candnica, y por lo
tanto P = (v1,va,...,v,), donde los vectores v; son las columnas de P.

Definicién 5.4 (Matriz diagonalizable). Diremos que A € M,,,,(IK) es  Matriz diagonalizable
diagonalizable si K" admite una base de vectores propios de A.

Teorema 5.1. A es diagonalizable si y solo si A es similar a una matriz
diagonal.

DEMOSTRACION.

(=) Hemos visto que si A es diagonalizable entonces

A1 0

A=PDP!donde D= .
0 An

y P =(v1,...,v,). Luego A es similar a una diagonal.

(<) Supongamos que A es similar a una diagonal, es decir existe P inver-
tible tal que A = PDP~!. De manera equivalente:

AP =PD.

dq 0
Si suponemos que P = (v1, .. ., v,) (notacién por columnas) y D = < . ) ,
0 dn
entoces la igualdad anterior se escribe:

dy 0
A(vl,...,vn)—(vl,...,vn)< )

0 dn

Y por propiedades de la multiplcacién de matrices esto equivale a:
(Avy, ..., Avy) = (dyv1, ..., dpoy).

Finalmente, la igualdad vista por columnas nos dice que Vi € {1,...,n} Av; =
d;v;. Es decir, los vectores vy, . .., v, son vectores propios de A (son no nulos
pues P es invertibles), con valores propios respectivos dj .. ., d,.

Ademas, son claramente una base de K", pues son las columnas de P que
es invertible. g
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Teorema 5.2. Sea A € M,,(K) si {\;}iz1,...x son valores propios de A
distintos y {v; }i=1... .k son vectores propios de A tal que Av; = \;v;, entonces
{vi}i=1,...k €s un conjunto Li.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre k. Para k = 1, la propiedad es ob-
viamente cierta. Supongamos

vy + -+ oagvp = 0, (5.2)
donde Av; = M\;v; y A\; i =1,...,k son todos distintos. Entonces
a1 A1 + -+ apAgvg = Alaqvg + - 4 agog) = A0 = 0.
Multiplicado (E2) por Ay se tiene agAgv1 + - - + axAgvr = 0. Luego

ar(A1 — Ap)vr 4+ Fap—1(Ag—1 — A\p)vg—1 =0

como {v; ..., v5—1} son Li. se tiene a;(\; —A\;) =0i=1,....,k—1. Como
Ai # A se debe tener que ; =049 =1,...,k—1y de [&2) se concluye que
Qe =0. O

Antes de seguir, veremos la extensiéon natural del concepto de suma di-
recta de mas de dos subespacios vectoriales. Definamos primero, dados
Uy,Us, ..., Uy s.e.v. de un espacio vectorial V', la suma de ellos como:

= i=1

b k
+UZ—U1+U2+"'+U]€£{’U_ZU'L|VZ€{17’k}7u1€U'L}
1

Esto es claramente un s.e.v. de V.

Definicién 5.5 (Suma directa miiltiple). Sea V' espacio vectorial y Uy, . ..
subespacios vectoriales de V. Decimos que el subespacio Z = —H-c:l U; es
suma directa de Uy,...,Uy, notado Z = @le U =U6U;& - Uy,
st para todo v € Z, v se escribe de manera unica como
k
v :Zui, conu; € Uy, Vi€ {1,...,k}.
i=1
Las siguientes propiedades se tienen de manera analoga al caso de dos
subespacios:
Proposicion 5.4. Sea V espacio vectorial y Z,U, ..., Uy subespacios vec-
toriales de V', entonces:
k k k
1. 2=Ui & |Z=+U; AnVYje{l,... .k}, Uyn| +U; | ={0}
i=1 =1 =)
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k

2. 817 =4 U; yZ es de dimension finita, entonces son equivalentes:
i=1

k
(a) Z = @U

(b) (Vie{l,....k})(Vu; € U; \ {0}) {u1,...,ur} es Li.
(¢) La yuxtaposicion de bases de los subespacios U; es una base (y no
sélo un generador) de Z.

k
(d) dim(Z) =) dim(U;).
i=1

DEMOSTRACION. Probaremos (a) < (b) en la parte 2. El resto de las de-
mostraciones, quedan propuestas como ejercicio.
(b) = (a) Sea v € Z y dos formas distintas de escribirlo:

k k
v= E w; = E wi, con w;,w, € Uj.
i=1 i—1

De aqui, suponiendo sin pérdida de generalidad que Vi € {1,...,k*}, w; —
w} # 0, sale que:

o+

Z(wl - w:) =0,

i=1
lo cual es una combinacién lineal nula, con escalares no nulos (todos 1), de
los vectores u; = w; — w; € U; \ {0}. Pero esto es una contradiccién con el
hecho de que dichos vectores son 1.i, por hipétesis.
Asi se tiene que la escritura es unica y por ende la suma es directa

(a) = (b) Supongamos ahora que Z = Eszl U;. Sea {ui,...,ux}, con
u; € U;, Vi€ {1,...,k}. Estudiemos

k
E ;U = 0.
=1

Como para cada i € {1,...,k}, U; es un s.e.v., luego a;u; € U;. Asi, hemos
encontrado una forma de escribir al vector nulo como suma de elementos
de los subespacios U;.

Por unicidad de dicha escritura,

Vi € {1,...,]€}, a;u; = 0.

Y esto implica, ya que u; # 0, que a; = 0, Vi € {1,...,k}. Es decir,
{u1,...,up} es Li. O
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Teorema 5.3. Sea A € M,,,,(K), A\1,..., A, los valores propios (distintos)
de AyWy, = Ker(A=XNI),i€{l,....k}. SiW =Wy, + Wy, +---+W,,
se tiene que

W=Wy ®Wx, @ ®&Wy,.

En particular, A es diagonalizable si y sélo si

Kr=Wy &Wy,® - & Wy,.

DEMOSTRACION. Directa de la Proposicién B4 O

Corolario 5.1. Supongamos que A € Mpn(K) y que p(A) = |A — X, el
polinomio caracteristico de A, tiene n raices distintas en K : A1, ..., Ay,
entonces

1. Wy, = Ker(A — \I) es de dimension 1.

2. Seav; € Wy, conv; # 0 entonces {v1,...,v,} es una base de vectores
PTopios.

Este teorema da un criterio simple para que A € M, (IK) sea diagonizable,
éste es que A tenga n valores propios distintos.

Ejemplo:
Sea
1-1-1
A=1-1 1-1
1-1 1
1-x -1 -1
p(A) =]A—=X| = -1 1-Xx -1
-1 —1 1—A
=1-MN{1-N)?-1}-1{1-N+1}-{1+(1-N)}
=(1=2)=1=X)—-1=X)—-1-1—-(1-X)
=(1=3XA+3\2 =X} -34+3\-2
=3\ -\ —4
Ahora \ = 2 es una raiz de p(\). Por otro lado p(A) +A—2 = — A2+ A+2
Asi las otras raices de p son A = —1 y A = 2. Por lo tanto p(\) =

—(A=2)(A+1)(A—2) Se puede probar que A tiene una base de vectores
propios por lo que no es necesario que todos los valores propios sean
distintos para que A sea diagonalizable.
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Ejemplo:

0 0

Consideremos A = 2 0 | los valores propios son A\ = 1, Ay =
0 2
1

1
2
0
0
2,A3—2yW1—< —2 >W2—< 1 >
0 0
1

Asi R? = W, @ Wa, v A es diagonalizable similar a D = | 0
0

OoON O R OO

0
0
2

Definicién 5.6 (Multiplicidad geométrica). Sean A € M,,(K) y A
un valor propio de A. Definimos la multiplicidad geométrica de ),
va(A), como la dimensidn del espacio propio Wy = Ker(A — \I).

Teorema 5.4. Una matriz A € M,,(K) es diagonalizable ssi la suma de
las multiplicidades geométricas de sus valores propios es n.

DEMOSTRACION. Basta usar el Teorema B3y el hecho de que si Aq, ..., A\,
son los v.p.’s de A,

dim(Wy, & @ Wx,) = Y va(\).

>
Il =
—

O

Definicién 5.7 (Multiplicidad algebraica). Sean A € M,,,,(K) y A un
valor propio de A. Definimos la multiplicidad algebraica de A\, aa()),
como la mdzima potencia de (x — N\) que divide al polinomio caracteristico

de A, pa(x) =|A — 2|

Proposicién 5.5. Sean A € M,,,,(K) y Ao un valor propio de A, entonces:

1 <v4(Ao) < aa(Xo) < n.

Ejercicio 5.2: Demuestre la Proposiciéon 8 Para ello proceda de la
siguiente manera:

1. Pruebe las desigualdades 1 < v4(Xo) v aa(Xo) < n.
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2. Seay = 74(Xo). Considere una base ), = {v1,...,v,} de Wy, =
Ker(A— XoI).

3. Extienda dicha base a una base § = {v1,..., 0y, Uy41,...,0n} de
K”.

4. Calcule la matriz representante de T'(xz) = Az, con respecto a la
base (. Es decir, Mag(T).

5. Pruebe que
pa(A) = [A =M= (A= X)7q(A).

En donde ¢(X) es un polinomio de grado n — 7.
Indicacion: Pruebe y use que Ay Mgg(T) son similares.

6. Concluya el resultado.

Corolario 5.2. Sea A € My, (K) y pa(A) su polinomio caracteristico. Se
tiene entonces que A es diagonalizable si y sdlo si pa(N\) se factoriza com-
pletamente en KK en factores lineales. Es decir:

Pa(N) = ca - (A =A@ AP (N = Ag)@ar2) (X = Ay )@a(e)

y ademds, para todo valor propio A de A, se tiene que ya(A\) = aa(N).

DEMOSTRACION. Supongamos que A es diagonalizable y sean Ap,...

sus valores propios. Entonces, gracias al Teorema tenemos que K" =

k
@z‘:l Wi,
Sea entonces la fatorizacién en KK del polinomio caracteristico de A:

paN) =ca- (A= A)¥ACD (X = xg)@aB2) (= ) @aPw)g()\),

con ¢(A) un polinomio.
Pero, gracias a la Proposicién B3,

k k k
n = dim(K") = dim(@ Wy,) = > ya(\) <D aa(h).
i=1 i=1 i=1

De donde Zle as(A) =n.
Ahora

n=gr(pa(N) = grlca - (A = A AP (X = ) @aP2) (N = Ap) @2 O0)) 4 gr(g(N))

aa(Ai) +gr(g(N).

———

n

[l
-
i M?r
I
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Asi, gr(g(A\)) = 0. Es decir, es una constante y se tiene la fatorizacién
buscada.

Ahora, supongamos que pa(A) se factoriza completamente en K de la si-
guiente manera:

pa(N) = ca- (A= A)@aCD (X = Ag)@a2) (N — )\ )@ae),
De donde Zf aa(Ai) =n. Y, supongamos que A no es diagonalizable. Esto
implica que

k

k k
dim(@ Wy,) = Z%“(}‘i) <n= ZaA()\i).
j 1 i=1

i=1 =

Lo cual contradice la hipétesis de igualdad de las multiplicidades. 0

Corolario 5.3. A € M,,,(C) es diagonalizable si y sdlo si para todo valor
propio A de A, se tiene que

7,4()\) = OéA()\).
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1. Demostrar que dados V espacio vectorial y Z,U,..., Uy subespacios Proposicién 5.4
vectoriales de V', entonces:
k k k
(@) Z=PUi & (Z=+Ui A Vjef{l,... .k}, Uyn| + U |={0}
i=1 i=1
i=1 i#]

k
(b) Si Z = -+ U; y Z es de dimensién finita, entonces son equivalentes:
i=1

k
(1) Z=EPU..

(2) (VZ € {1, ey k})(VuZ eU; \ {0}) {ul, . ,uk} es Li.
(3) La yuxtaposicién de bases de los subespacios U; es una base (y
no sélo un generador) de Z.

k
(4) dim(Z) =) _ dim(U;).
i=1

2. Pruebe que, dados A € M,,,,(KK) y A¢ un valor propio de A, entonces: Proposicién 5.5
1 <7va(Xo) < aa(Mo) <.
Para ello

(a) Pruebe las desigualdades 1 < vy4(Xo) v @a(Ao) < n.
(b) Sea v = y4(Xo). Considere una base ), = {vi,...,v,} de Wy, =

Ker(A— XoI).
(c) Extienda dicha base a una base § = {v1,...,0y,0y41,...,0,} de
K™,

(d) Calcule la matriz representante de T'(x) = Az, con respecto a la
base (. Es decir, Mag(T).

(e) Pruebe que
pa(A) = [A = A= (A= X)"q(N).

En donde ¢(X) es un polinomio de grado n — 7.
Indicacion: Pruebe y use que A y Mpgg(T) son similares.

(f) Concluya el resultado.

Problemas
P1. (a) Sea P2(RR) el espacio vectorial de los polinomios a coeficientes
reales de grado menor o igual a 2, y sea T : Po(R) — P2(R) la

transformacién lineal definida por

T(ap + a1z + azx®) = (ag + 2a2) + a1z + (2a¢ + az)z?.
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P2.

P3.

(1) Verifique que la matriz representante de T' con respecto a la
base canénica {1,z,2%} de P2(R) (en dominio y recorrido)
es

1 0 2
A=10 1 0
2 01

(2) Calcule A?" para cada n > 1 natural, diagonalizando A.
(3) Calcule T*"(1 + x + 2?), donde T** =T oTo---oT.
—_—

2n
Indicacion: Recuerde que la matriz representante de 72" es

A,

(b) Encuentre los valores reales de @ y 8 de modo que la matriz

2 a 0 0 0
0 2 aa 0 O
0 0 2 00
0 0 012
0 0 0 01

sea diagonalizable.
Sea a € R. Se define una sucesién de nimeros reales (u,)nen de la
siguiente manera: up = 1, u; = a, (V¥n > 2) up = atp—1 — Up—2.
Sean xg = (6)) (Vn > 1) Tn = (uzil )

(a) Demuestre que para todo n > 0 se tiene que x, = A"xy con
_(a-1
A=(1%):
(b) Demuestre que si |a| = 2 entonces A no es diagonalizable.

(c) Demuestre que si |a|] > 2 entonces A es diagonalizable.

(d) Asuma que |a|] > 2 y denote A1, A2 los valores propios de A.
Demuestre que

(1) (A*) v (*?) son vectores propios asociados a A1 y Az, respec-
tivamente.
nt+l_ yn+1
(2) Para todo n € N se tiene que u,, = ﬁ

Sean R, S € M,,(IR), con S invertible. Considere A = RSy B = SR.

(a) Pruebe que v € R™ es vector propio de A asociado al valor propio
A € R ssi Sv es vector propio de B asociado al mismo valor propio
A. Concluya que A y B tienen los mismos valores propios.

(b) Sean Wy (A) = Ker(A—\I) el subespacio propio de A asociado al
valor propio A € R y W, (B) el subespacio propio de B asociado
a \. Pruebe que dim(Wy(A)) = dim(Wx(B)).

(c) Pruebe que A es diagonalizable ssi B es diagonalizable.
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[ SEMANA 12: ORTOGONALIDAD

6. Ortogonalidad

6.1. Conjuntos ortogonales y ortonormales

(u,v)
(v,0)
Este vector w es “el que estd més cerca” de u en el espacio ({v}). Es decir

min |Ju — M| = ||lu — w].
AER

Recordemos que la proyeccién de u sobre v # 0 esté definida por w = .

Notaremos por ulwv si {(u,v) = 0, es decir si u y v son ortogonales. ulw

Definicién 6.1 (Conjunto ortogonal/ortonormal). Un conjunto {v1,...,v;} Conjunto

de R™ se dice ortogonal si (v;,v;) =0 i # j. Siademds ||v;|| = (v, )2 = ortogonal/ortonormal

1, diremos que el conjunto es ortonormal.

En el caso en que {v1,...,v} es ademds base de un subespacio vectorial

W, diremos que se trata de una base ortonormal de W. Base
ortogonal /ortonormal

Ejemplo:

La base candnica de R™ es una base ortonormal.

Veamos una propiedad 1util de los conjuntos ortogonales:

Proposicién 6.1. Sea {v1,...,vr} € R™\{0} ortogonal, entonces {v1, ..., v}
es Li.

DEMOSTRACION. Sea ¥ | c;v; una combinacién lineal nula de los elemen-
tos de {v1,...,vi}. Sea j € {1,...,k}, luego por propiedades del producto
interno:

k k
<ZO¢Z"UZ',’U]‘> =0 & Zai <U1‘,’Uj>:0.
i=1 =1

Pero dado que el conjunto es ortogonal, luego (v;,v;) = 0 para i # j, de
manera que
2
aj (vj,v5) = a [|lv[|” = 0.
Y como v; # 0, se deduce que a; = 0.

Como este procedimiento es vélido para todo j € {1,...,k}, se concluye
que {v1,..., v} es Li. a

Ahora, en el caso de conjuntos ortonormales, hay propiedades importantes
que motivan su busqueda.

Proposicién 6.2. Sea W un subespacio vectorial de R™ y {uy,...,ur} una
base ortonormal de W, entonces:
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1. SixeW,

k
E .’IJUZ Uj.

i=1

2. Sixz e R™ y definimos

k
qul u; € W,
=1

entonces (x—z)Lw, Yw € W. Y en particular d(z, z) = ming,ew d(x, w),
de hecho Yw € W\ {z}, d(z,2) < d(z,w).

DEMOSTRACION.

1. Como {uq,...,ux} es una base de Wy x € W, luego

k
xr = E QUG
=0

Tomemos j € {1,...,k} y calculemos el producto interno entre x y
Uy

(x uJ < g azuz,uj>

Mw

(ui, uj)
i=0

Como el conjunto {u1,...,ur} es ortogonal, se tiene que (u;,u;) =
0, Vi # j, de donde

(@, uj) = aj (uj,u;) = a; - L.

Repitiendo este procedimiento para todo j € {1,...,k}, se concluye
que o = (z,u;)

k
g T
i=1

2. Seazx e R", z = Zle (z,ui)u; y w € W, veamos:

la ultima igualdad gracias a que w € W. Asi, usando las propiedades
del producto interno:

ko k
(x — z,w) = ZZ T, u;) (W, uj) (Ui, uj)

i=1 j=1
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y como {ui,...,ux} es ortonormal, (u;, u;) =0, Vi # jy

(x — z,w) = (x,w) — (@, u) (w, ug) (ui, ug)

'Mk

i=1

-

= (x,w) — (@, u) (w, ug)

1

k
x,z w, Ug ) Z> 0.

=1
—_———
w

K3

| \
/\

Para probar que d(z, z) = min,ew d(z,w), sea w € W distinto de z,
luego por el Teorema de Pitdgoras en R™, probado en el Ejercicio 22k

lz = 21 + [lw = 2[|* = ||z — w||?
Pero como ||w — z||* > 0, luego
lz = 2)* < o — w|®
De esta manera
Yw e W, d(z,z) = ||z — 2| < ||z — w|| = d(z, w),

de donde se concluye. O

6.2. Proyecciones Ortogonales

La Proposicién motiva la definicién proyeccién ortogonal sobre un sub-
espacio vectorial de R™. Asumiremos por ahora el siguiente resultado, el
cual demostraremos en la Seccién B4 que asegura la existencia de una
base ortonormal de cualquier subespacio vectorial de R"™.

Proposicion 6.3. Todo subespacio vectorial de R™ posee una base orto-
normal.
Definimos entonces:

Definicién 6.2 (Proyeccién ortogonal sobre un s.e.v.). Sea W un
subespacio vectorial R™ y {u1,...,ur} una base ortonormal de W. Defi-
nimos la proyeccién ortogonal sobre W como la funcion

P: R — W

k
x +— Px)=> (z,uj)u; € W.
i=1
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Observacion: Notemos que esta definicién es correcta, es decir que
P no depende de la base ortonormal considerada y que es funcion.
Gracias a la Proposiciéon 2P sabemos que independiente de la base
ortonormal considerada para definirla, la proyeccién es aquella que mi-
nimiza la distancia de x a W. Asi, si hubiese dos proyecciones z1, 2o,
asociadas a bases distintas y fuesen distintas, luego:

d(z,z1) < d(z, z2),

lo cual contradice la propiedad que satisface zs.
De la misma manera se prueba que P es funcién.

Veamos ahora las propiedades de la proyeccién ortogonal:

Proposicion 6.4. Sea W un subespacio vectorial de R™ y P su proyeccion
ortogonal asociada, entonces:

1. P es una transformacion lineal.
2.Vre R",VweW, (z—P(z))lw.
3. d(z, P(x)) = mingew d(z,w).

DEMOSTRACION. 2y 3 se deducen de la Proposicién La demostracién
de 1 queda de ejercicio.

6.3. Subespacio Ortogonal

Definicién 6.3 (Subespacio ortogonal). Sea W un subespacio de R™
definamos el ortogonal de W como:

W={ueR"|VweW (wu)=0}

Proposicién 6.5.
(i) W+ es un subespacio de R™.
(i) R" =W @ W

(iii) dim(W+) =n — dim(W).

DEMOSTRACION.

(i) Sea u,v € W+ y XA € R, debemos probar que Au +v € W+, Sea
we W:
(w,  u +v) = Mw,u) + {(w,v) =0

lo que es valido para todo w € W. Luego A\u 4+ v € W+ por lo tanto
W+ es un subespacio vectorial de R™.
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(ii) Es claro que W + W+ C R™. Para la otra inclusién, dado x € R",
basta notar que
x = P(z) 4+ (x — P(x)).

En donde P es la proyeccién ortogonal sobre W. Asi, P(z) € Wy
r—P(z) € W+ (gracias a la Proposicién B4)), de donde z € W+ W+,

Nos basta entonces probar que W N W+ = {0}. En efecto si z €
W N W+, en particular es ortogonal a s mismo, es decir (z,z) = 0,
de donde x = 0.

Se concluye entonces que R” = W @ W+,

(iii) Se deduce directamente de (ii). O

6.4. Meétodo de Gram-Schmidt

El objetivo de esta parte es asociar de forma “canénica” a un conjunto dado
de R™, una base ortonormal del subespacio generado por él. Este método
es conocido con el nombre de Método de Gram-Schmidt.

Probaremos el siguiente teorema:

Teorema 6.1 (Gram-Schmidt). Dado un conjunto {vg,...,v,m} C R™,
existe un conjunto ortonormal {ug, ..., ur} tal que

{vo, ..., vm}) = {uo, ..., ur}).

DEMOSTRACION. La demostracién de este teorema es precisamente el méto-
do Gram-Schmidt, que entrega un procedimiento algoritmico para construir

el conjunto buscado. Sea entonces {vg, ..., v} un conjunto de vectores y
definimos el conjunto {uo,...,ur} mediante el Algoritmo [
Probemos que esta definicién del {uy, . . ., u } cumple lo pedido. Lo haremos

por induccién en m.

= Caso base. Para m = 0, si v9 = 0 luego wy = 0 y el algoritmo
termina sin generar vectores u;. Esto es consistente con que la tnica
base de {0} es el conjunto vacio.

Si vy # 0, por ende wy # 0, se tiene el resultado ya que
vo
up = —,
[[voll
que es claramente de norma 1 y ademds, como es ponderacién de vy,
se tiene que ({ugp}) = ({vo}).

= Paso inductivo. Supongamos que dado el conjunto {vg,...,Um-1},
el conjunto {ug,...,ur—_1} es ortonormal y tal que

<{’U07 e ,Um,1}> = <{’U,0, e ,uk,1}> .
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Algoritmo 1 Método Gram-Schmidt
1: Partamos con wy = quj—i”*
2: Luego, proyectamos vy sobre el subespacio generado por ui:

z3 = (va,v1) Uy
y restamos esta proyeccién a vs:

W2 = V2 — 22

wa
[lwa]l

perpendicular a ({u1}) y normalizamos, ug = *.

3: Luego podemos pasar a trabajar con vs

zg = (v3,u1) ui + (v3, u1) U2

W3 = V3 — 23,

perpendicular a ({u1,u2}) y normalizamos, ug = ||1wu—;||*
4: se sigue del mismo modo: una vez obtenidos {u1, ..., ux}, proyectamos
Vg41 sobre ({uq,...,ux}) y definimos

k
Zk+1 = Z <'Uk+17ui> Uq

=0

WE41 = Vk+1 — Rk+1,

perpendicular a ({us, ..., ux}) y normalizamos, up1 = .

5: El proceso termina cuando hemos procesado todos los v;.
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Con k = dim({({vo, ..., vm-1})).

Veamos los dos casos posibles:

k-1
Siwy = 0, se tiene que vy, = > (U, wr) ug, de donde vy, € ({ug, ..., ug—1})
=0
y por ende
{vo,...,vm}) = {uo, .., uk—1}).
Y la base ortonormal generada es {ug,...,ug_1}.

Ahora si wy # 0, segin el algoritmo, u estard definido por:

k—1
o -2
= U, U)
] ~ ||wk|| ( e )

Veamos entonces, para cualquier ¢ € {0,...,k — 1}

k—1
<“’““i>:<|wk|< R ) >

1 k—1
i T— 'Uk,’UnL Z Um,Ul ’U,l,uz>
[[w|

1=
y por hipétesis de induccion, VI # i, {u;,u;) =0y (u;,u;) = 1, luego
1

<uk7 u7,> —(<Umu u7,> - <Um7 u7,> : 1)
[Jwg|
=0.
Es decir, el conjunto {ug,...,u;} es ortogonal, y como es claro que
Vi€ {0,...,k} ||ui]] =1, es ademds ortonormal.

Ahora, por construccion de uy se tiene

k—1
vm = lwg ]| wg + Y (Vs ) w
1=0
es decir, v, es combinacién lineal de {uo,...,ut}, lo que equivale a
vm € ({uo,...,ux}). Asi, gracias a la hipétesis inductiva, se tiene que
{wo, .- som}) C ({uo, ..., u}). (6.1)
Por otra parte, ug es combinacién lineal de v, y ug, ..., ux—1, ya que
k—1
1 (U, up)
U = —Um — Z uy
[[wp | = Jwl
Pero gracias a ([61]), existen ay, . .., amy € R tales que Y <1|’|’;‘J’k"”l> u; =
1=0

zi aquy. Asi u, € (oo, ..., vm}) v luego
{uo, .. ur}) € {vo, .., 0m}).
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Obteniendo lo buscado.

Luego, por Principio de Induccién, se tiene el teorema.

Observacion:

= Notemos que como corolario del Teorema [G]l se obtiene la Pro-
posicién

= Ademds, el Teorema Bl puede ser aplicado en particular a una
base {vg,...,vp—1} de R™.

Observacién: x*

Observar que si alguno de los vectores a normalizar, v; o los w;, vale
0, significa que el v; correspondiente no aportard un nuevo vector a la
base, y simplemente se descarta, pasandose a trabajar con v;y1.

Esto trae como consecuencia que el niimero de vectores u; sea menor
que el de los v; si estos ultimos son l.d.

En general, esto hara que al procesar el k-ésimo vy, estemos producien-
do un wu;, con ¢ < k, pero no hemos introducido esto en la descripcién
del algoritmo para no confundir la notacién.

Ejemplo:
0 1 1 1
11,01 ].10 en R3.
1 0 1 1
. 0
ug = vo/ (vo,vo) 2 , como {vg,vp) =1 se tiene ug= [ 0
1

O = =

1 1 0 0
wp = |1 —< 11,10 > 0] =
0 0 1 1

)
=)

[t

[N}
S
O =

e e e e
O = =
~—
sl
[\

O = =

N— — ~—00—
Sl



wg = 0, por ende ignoramos (i) y redefinimos ws.
. o) -((0) (1))
1 V2 0
0
0
1

1
0
1 1
1 0
1
— — |1 —lo] =
)\/_O> 1
141

)
—_

0
o
1

N———

€
0
1
2

s
1

1
)53

—_ O = O =

Como (wa,wa) = 7+ 7 = %luego
L,
o — — |-
2 NG .

6.5. Producto Hermitico

Ahora, extendemos el producto internode (-, -) : R*XR™ — Ra (-, ) : C"x
C"™ — C, de la siguiente forma.

Ul V1
Definicién 6.4 (Producto Hermitico). Dadosu = < : ) ,U = ( : ) €  Producto Hermitico,

(uv U>H

cr,

n
(u,v) y = Z U;Tj.
j=1

<« Ejercicio

Ejercicio 6.1: Probar que el producto hermitico satisface: VA €
C,u,v,w e C"

L (u,v)y = (v,u) .
2. (Au+v,w) gy = Au,w) y + (v,w) .
3. (w,u)y € R, mas ain (u,u)y; >0y (u,u)y =0<<= u=0.

De Ea y PO, se deduce que

(U, Ao +w) gy = X, v) gy + (u,w) g -

Observacion: Los conceptos de ortogonalidad, proyeccion ortogonal,
subespacio ortogonal y el método de Gram-Schmidt, pueden desarro-
llarse también en C™, como espacio vectorial sobre C.
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Ejercicios

1. Dado W un s.e.v. de R™ y P: R™ — W su proyeccién ortogonal asocia-
da. Probar que P es lineal.

2. Demuestre las siguientes propiedades del producto hermitico:

(a) (u,v)y = (v,u)p.
() Mu+v,w)y = A u,w) 4 + (v,w) 4.
(c) (u,u)y € R, mds atin (u,u)y >0y (u,u)y =0<=u=0.

Problemas

P1. Sea W el subespacio vectorial de R* generado por:

2

|
—_
W = W =

e e
—_
W DN W

(a) Encuentre una base ortonormal de W y de W.

1
(b) Encuentre la descomposicién de v = (%) en W+ W+,
1

P2. Sea A € M,,,,(R) una matriz invertible y U un s.e.v. de R™ de simen-
sién 0 < k& < n. Se define

W={yeR"|Vuel, (Az, Ay) = 0}.

(a) Probar que W es s.e.v. de R™ y probar que W NU = {0}.
(b) Sea V ={veR"|Juec U v= Au}. Pruebe que V es s.e.v. de

R™.
(¢) Sea{wvs,...,vr} una base ortonormal de V. Probar que {u1, ..., u}
donde u; = A~ 'v;, i € {1,...,k}, es una base de U que verifica

la propiedad: (Au;, Au;) =0sii#jy (Au;, Au;) =1sii=j.
(d) Probar que

weW & Vie{l,....k}, (Aw, Au;) = 0.

Donde {uj....,ux} es la base del punto anterior.
(e) Probar que si v € R™ entonces z = Zk: (Av, Au;)u; € U 'y que
v—zeW. =
(f) Deducir que R" =U & W y calcular la dimensién de W.
1 2
P3. (a) Sea W = < 1 ) 1 >
1 0
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(a.1) Encuentre una base ortonormal de W=.
(a.2) Sean x1,x2,x3, x4 € R. Encuentre (en términos de x1, x2, 3, x4)

Z1 Y1
los valores y1,y2,ys,ys que satisfacen T' <§§> = <Z§>,

T4 Ya
donde T: R* — R* es una transformacién lineal para la

cual Ker(T) =W vy, para todo x € W+, T(z) = x.
(b) Sean U,V subespacios vectoriales de R™. Demuestre que
(b.1) (U+V)t=UtnVL
(b.2) (UH*t=U.
(b.3) (UNV)L =UL4+V+
(b4) UV =R" & UtaVi=R"
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[ SEMANA 13: ORTOGONALIDAD

6.6. Espectro de una matriz sim étrica

Sea A € M,,,,(R) una matriz simétrica entonces

Vu,v € R" (Au,v) = (u, Av). (6.2)
En efecto, (Au,v) = (Au)tv = utAlv = ut Av = (u, Av)
Probemos ahora que si A € M, (R) satisface entonces A es simétrica.
Esto se deduce del siguiente hecho facil de probar: si {es,...,e,} la base
candnica de R™ y A es una matriz de n X n entonces

<A6i, 6j> = Qjj- (63)
Utlizando esta propiedad y se obtiene que
Qi = <A6j,61'> = <6j,A€i> = <A61',6j> = Qjs,

donde ademas se usa el hecho que el producto interno en R™ es simétrico.

Dada A € M,,,,(C), definimos la matriz adjunta de A, A*, de la siguiente
forma:
Vk,g (A*)kg = k-

1 L (12—
a=(ohs 5) =5 %)

Decimos que A es hermitica si A = A*, notar que si A € M,,,,(R) entonces
A=A A=At

Ejemplo:

De forma andloga al caso simétrico se prueba que
Vu,v € C" (Au,v)y = (u, Av) 5

si y sélo si A es hermitica. Asi, en particular, Yu,v € C" (Au,v), =
(u, Av) ;81 A € Mpn(R) v A es simétrica.

Sea A € M,,,(C) entonces el polinomio caracteristico p(A) = |A — AI| es
un polinomio de grado n con coeficientes complejos y por lo tanto tiene n
raices en C (con posibles repeticiones). Denotaremos por

o(A) = (€ T/]A — M| =0}

al conjunto de las raices del polinomio caracteristico. Este conjunto lo lla-
maremos el espectro de A. Como M,,,,(R) C M,,(C) podemos definir de
igual manera el espectro de A, para A € M,,,,(R).

En general el espectro de A es un subconjunto de C, aun cuando A €
M (R), como lo muestra el préximo ejemplo.
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Ejemplo:

010
B=[1 00
00 1
A1 0
B-XM=[1-x 0 |IB— M| =(1-MN{\+1}
0 0 1-2\

Las raices son A = 1 X\ = +i. Si B es considerada como matriz de
coeficientes reales (es decir estamos trabajando en R™) B tiene un sélo
valor propio que es 1. Si el cuerpo considerado es € entonces B tiene
3 valores propios 1,4, —i. En cualquier caso el espectro de B es o(B) =

(1,7, —i}.

Teorema 6.2. Sea A € M,,(C) hermitica entonces el espectro de A es
subconjunto de R.

DEMOSTRACION. Sea A € o(A) (en general A serd complejo) entonces, | A —
M| = 0, es decir A — A no es invertible, luego debe existir v € C",v # 0
tal que (A — AI)v = 0. Por lo tanto

(Av,v) = (Av,v) g = A (v,0)

pero B
<A1},1}>H = <1),A1)>H = <1), Av>H = )\ <1},1)>H

como v # 0 (v,v), # 0 entonces X = X es decir A € R. Se tiene que para A
hermitica el polinomio caracteristico p(\) = |A — M| tiene todas sus raices
reales. O

Corolario 6.1. Si A € M,,(R) es simétrica entonces o(A) C R.

Teorema 6.3. Si A € M,,,,(C) es hermitica y A\1 # A2 son valores propios
Y v1, Vg son vectores propios asociados a A1 y Ao respectivamente entonces
<’U1 N ’U2>H =0.

DEMOSTRACION. Consideremos (Avy,v2); = (Av1,v2)y = A1 (v1,v2) g,
pero (Avi,v2) 5

= (v1, Avg) y = (v1, Aov2) g = Ao (vi,v2)y pero A2 € Ry por tanto
()\1—A2) <’L)1,’UQ>H:O, como )\1 ¢A2,<’Ul,’02>H:O. ]
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Notemos que si u,v € R™ C C", entonces (u,v); = (u,v), por lo tanto se
obtiene el siguiente corolario importante.

Corolario 6.2. Vectores propios de A € M, (R), simétrica, asociados a
valores propios distintos son ortogonales.

Definicién 6.5 (Transformacién simétrica). Sea W un subespacio de
R™ y L : W — W wuna aplicacién lineal, diremos que L es simétrica (en

Yu,v € W (L(u),v) = (u, L(v))

Lema 2. L : R™ — R"” es simétrica si y solo si la matriz representante
con respecto a la base candnica de R™ es simétrica.

DEMOSTRACION. Si A es la matriz representante de L con respecto a la
base canénica entonces L(u) = Au de donde

(L(u),v) = (Au,v) (u, L(v)) = (u, Av)

luego L es simétrica si y s6lo si A es simétrica. ([

Ejercicio 6.2: Sea W subespacio vectorialde R* y L: W — W lineal,
probar que:

1. Si B ={us,...,u} es una base ortonormal de W, entonces

L simétrica < Mpp(L) simétrica.

2. Si B={u1,...,un} es una base de W'y
po: W — R"

a1
=Yg i Hm):(;).

g

Entonces x es vector propio de L asociado al v.p. A si y sélo si
() es vector propio de Mpp(L) asociado al v.p. A.

Ahora estamos en posicién de probar uno de los teoremas mas importantes
de la seccién.

Teorema 6.4. Sea W subespacio de R™, dimW > 1y L: W — W lineal,
stmétrica, entonces existe una base ortonormal de W de wvectores propios
de L.
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DEMOSTRACION. Por induccién sobre la dimensién de W. Si dim W = 1.
Entonces W = ({v}), con v # 0. Notemos que

L(v) e W = ({v}),

luego existe A € R tal que L(v) = Av. Es decir, A es un valor propio de L
y v vector propio de L.
Definiendo

<

1
= —
[ofl

se tendrd Lo = A0 y ademds {0} es una base ortonormal de W. Esto prueba
el caso en que la dimensién sea 1.

Supongamos que la propiedad es cierta para espacios de dimensién k—1, por
demostrar que es cierta para espacios de dimension k. Sea W subespacio
de dimensién k y L : W — W lineal simétrica. Sea B = {ws,...,w}
base ortonormal de W, gracias al Ejercicio la matriz Mpp(L) € R es
simétrica, por lo que tiene todos sus valores propios reales.

Sea A\¢ un valor propio cualquiera, por lo tanto existe un vector z =
(21,---,2k)" #0, tal que Mpp(L)z = A\oz.

Sea v = zywy + zowe + -+ + zpwp € W. Como v # 0 (pues z # 0 y
{wi,...,wr} es 1i.), luego gracias a la parte 2 del Ejercicio B2 es vector
propio de L (ya que p(v) = 2).

Sea W = {u € W | (u,v) =0} el ortogonal de ({v}) con respecto a W. Se
tiene que k = dim W = 1 + dim W lo que implica que dim W =k — 1
Sea u € W = (L(u),v) = (u,L(v)) = (u,\ov) = Ao (u,v) = 0, luego
L(W) C W. Tomemos

=

L:W— .
(la restriccién de L a W),
-

[l

u « = Lu

entonces L es lineal y simétrica. Verifiquemos que L es simétrica. Consi-
deremos u,w € W

(L), w) = (L(w),w) = (u, L(w)) = (u, L(w))

es decir L es simétrica en W. Como dim W = k — 1 se tiene por hipotesis
de induccién que existe una base ortonormal de W de vectores propios de

L: {w1,..., W1}, es decir L(w;) = L(w;) = \w; luego wy, ..., W1 son
vectores propios de L. Finalmente, consideremos

v .
B/: {m,’l]}l,....,ﬂ]kl}

es una base ortonormal de W, de vectores propios de L, y por lo tanto el
resultado queda demostrado. O
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Corolario 6.3. Sea A € M,,(R), simétrica, entonces A es diagonalizable
y mds atin, A = PDP? donde P = (v1,...,v,) y B' = {v1,...,0,} es una
base ortonormal de vectores propios de A. D es la matriz diagonal de los
valores propios correspondientes.

DEMOSTRACION. Sea L(z) = Az, entonces L es simétrica. Por el teorema

anterior existe una base ortonormal B’ = {vy,...,v,} de vectores propios.

Luego A es diagonizable y méds ain A = PDP~! donde P = (v1,v2,...,vy)
A1 0

y D= e . Resta por demostrar que P~! = P, Calculemos
0 An

1 =
(PtP)ijZUij=<Ui7Uj>:{o i#j
por lo tanto P'P = I. O

Una matriz que satisface P~ = P* se denomina ortogonal o unitaria.

Ejercicio 6.3: Verificar que P es ortogonal si y sé6lo si

Yu,v € R" (Pu, Pv) = {u,v).

Entonces si P es ortogonal ||Pul|? = (Pu, Pu) = (u,u) = ||u||?, es decir, P
preserva la norma.

Notemos que no hay unicidad en la base de vectores propios y por lo tanto
una matriz diagonalizable A puede descomponerse de la forma “PDP~!”
de muchas maneras. Lo que probamos para una matriz simétrica es que se
puede tomar una base ortonormal de vectores propios y que para esta base
se tiene la descomposicién “PDP?”.

cosl  senb

Ejercicio 6.4: Probar que Py = <—sen9 cost

) es unitaria en R2.

Ejemplo:

A:

S O N
o N O
— o O

los valores propios son A =2 y A = 1 en efecto:
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2—-X 0 0
|A— M| = 0 2-X 0 =(2-N31-N).
0 0 1-X

Calculemos el espacio propio de A\ = 2.

0 0 O x
0=A-2Hu=(0 0 O vy,
0 0-1 z
x
luego Wy = Y | z=0 p. Determinemos Wi:
z
1 00 x
=A-TDu=|0 1 0 vy,
0 0 0 z
T
es decir W; = Y . Por lo tanto una base de vectores
z
propios es:
1 1 0
B' = 0Ol,{1],10
0 0 1
110 1-1 0
P=10 10 0 1 0
0 0 1 0 0 1
1 10 0 1-1 0
A=|(10 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 1

Pero A también posee una base ortonormal de vectores propios:

— O O OO =

Observacién: Cabe senalar que en el caso de que si no hubiese sido
sencillo obtener a simple vista una base ortonormal del subespacio propio
asociado a A = 2, podemos utilizar el método de Gram-Schmidt en dicho
subespacio. En general, la base ortonormal de vectores propios de R"
(que sabemos existe en el caso de A simétrica) puede obtenerse utilizando
Gram-Schmidt en cada subespacio propio.
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El Teorema también es cierto para L(x) = Az, con A hermitica, y la
demostracion es analoga.

Ejemplo:

Veamos el caso de las proyecciones ortogonales.

Dado W subespacio de R™ consideremos W+ el ortogonal de W. Enton-
ces R" = W @ W+. Sea ademas P: R™ — R", la proyeccién ortogonal
sobre W.

Esta funcion P verifica

1. P2 =P,

En efecto: P(u) = w € W luego w = w + 0 es la tinica descompo-
sicion, de donde

Se tiene ademds P(I — P) = 0.

2. Im(P) =W y Ker(P)=W-=.
En efecto, es claro que Im(P) C W. Por otro lado, si w €
W P(w) = w, luego Im(P) = W. Ahorasiv € Wt v =0+v es
la descomposicién tinica y por tanto P(v) = 0, asi W+ C Ker(P).
Sea v € Ker(P), luego P(v) = 0y por tanto v = 0 4 v es decir
veWwt.

3. P es simétrica.

En efecto sean u; = wy + v1, us = wsy + va, luego
(P(u1),uz) = (w1, ws + v2) = (w1, wz) + (w1, v2) = (wy,wa) =
(w1 + vi,wa) = (u1, P(ug))

4. Los valores propios de P son 0 6 1.
Sea P(u) = \u, u # 0, entonces como P? = P se tiene P(u)
P?(u) = P(P(u)) = P(Au) = AP(u) = A?u. De donde (A\? — \)u
0. Como u # 0 A2 — X\ =0 entonces A = es 0 6 1.

Identificaremos P con su matriz representante respecto a la base candni-
ca. Dado que P es simétrica P = I'DI"* con I' ortogonal y D satisface:

1
I, 0
0 0
0
Como P y D son similares tienen el mismo rango, asi r = r(P) =
dim(Im(P)) = dim(W). I" puede construirse de la siguiente forma: I' =
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(T1,...,Ty). Escogemos {T', ..., ', } una base ortonormal de W, la cual
completamos a una base ortonormal de R™ {T'y,...,T,}.

Puede comprobarse directamente que I — P es la proyeccién ortogonal
sobre W+.
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Ejercicios
1. Sea W subespacio vectorial de R™ y L: W — W lineal, probar que: Ejercicio 6.2
(a) Si B={uy,...,u,} es una base ortonormal de W, entonces

L simétrica & Mpp(L) simétrica.

(b) Si B={u1,...,u,} es una base de W'y
po: W — R"

a1
x =3 g — p(z) = < )

g

Entonces x es vector propio de L asociado al v.p. A si y sélo si ¢(z)
es vector propio de Mpp(L) asociado al v.p. A.

2. Verificar que P es ortogonal si y so6lo si Ejercicio 6.3

Yu,v € R" (Pu, Pv) = {u,v).

cosf senf

3. Probar que Py = (_ sond  cosd

) es ortogonal en IR2. Ejercicio 6.4

Problemas

P1. Considere la matriz A € M33(R) siguiente,

(a) Calcular los valores propios de A.
(b) Calcular una base de vectores propios de A.

(c) Encontrar una matriz P € M33(R) y D € M3s3(R), D diagonal,
tal que A = PDP!.

(d) (Es A una matriz invertible?, justifique su respuesta.

P2. (a) Sea A € M33(IR). Se sabe que A es simétrica y que (81)) es vector

propio de A asociado al valor propio 2, y ademas la dimensién del
Ker(T) es igual a 2. Calcular A.

(b) Sea A = (é g %) , donde a es un pardmetro real. Calcule los valores
de a € R para los cuales la matriz A es diagonalizable.

P3. Sean vy,...,vx € R"™ ortogonales y de norma 1, sean ay,...,ar €
R\ {0}, y

A= a1 'Ul’Ui + -t ok '"Uk'U]tC S Mnn(R)
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(a) Pruebe que Im(A) = ({v1,...,vx}), que Ker(A) = {v1, ... v })",
y determine r(A), es decir el rango de A.

(b) Sea {wz,...w,_x} base ortonormal del Ker(A). Demuestre que
{v1,..., 0k, w1,...wy_1} es una base de R™ de vectores propios
de A. Especifique cudl es el valor propio correspondiente a cada
uno de estos vectores propios.

(c) Sea A= (75?{;14 _5%4). Determine {vy,vs} base ortonormal de R?

v a1,z € R tales que

A=aq- Ulv’{ + o - vgvg.
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[ SEMANA 14: FORMAS CUADR ATICAS

7. Formas cuadr aticas

7.1. Formas cuadr aticas y matrices definidas positivas

En esta seccion estudiaremos las formas cuadraticas inducidas por una ma-
triz simétrica. Las formas cuadrdticas aparecen en varias aplicaciones en
matematicas. Una de ellas es la caracterizacion de minimos o maximos
para funciones de varias variables. Nosotros nos interesaremos en la carac-
terizacién de matrices definidas positivas. Al final del capitulo estudiaremos
las cénicas en R2.

Definicién 7.1 (Forma cuadratica). Dada A € M,,(R) simétrica, Forma cuadratica,
definimos: zt Az
qg:R"—=R

rq(z) = 2'Az.

q es llamada una forma cuadratica en R”™.

Notemos que una forma cuadratica en R™ es homogénea de grado 2,
es decir, Vo € R"™ q(Ax) = Mq(z). En efecto, ¢(A\z) = (A\z)!A(\z) =
Art Az = N2at Az = N2q(z).

Ejemplo:

11
¢:R? = R, q(z1,22) = 23 + 22122 + 23 = (21,22) (1 1> (i;)
Se tiene ¢(1,—1) = 0, en realidad g(z1, —z1) = 0.

Definicién 7.2 ((Semi)Definida positiva/negativa). Sea A € M,,,(R), (Semi)Definida
simétrica diremos que positiva,
(Semi)Definida

» A es definida positiva si Vx #0 zAx > 0. negativa

» A es semidefinida positiva si Vo xtAx > 0.
s A es definida negativa Vo # 0 xt Az < 0.

» A es semidefinida negativa Vo xt Az < 0.

Notar que A es definida (semidefinida) positiva ssi —A es definida (semide-
finida) negativa.
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Ejemplo:

q(z) = 222 + 2x1m9 + 223 = (z1 + 22)* + 22 + 22

e (2 )(2)

A= (i ;) es definida positiva, en efecto, si g(z) = 0 = 2? =

0,23 = 0, luego 1 = x5 = 0.

Teorema 7.1. Supongamos que A € My,(R) es siméltrica. Entonces las
stguientes proposiciones son equivalentes.

1.Vx#0 xtAz >0 (A es definida positiva)

2. Los valores propios de A son positivos.

3. Sea
ai;r a2 - QAin
Q21 Q22 - A2p
A =
an1 An2 e Ann

a a a
AL — [@11] A2 — <a11 CL12> A 11 a12 13

Aol G az1 a2 Aa23
az;  azz  Asz

LA =4
entonces |AV| = a;; > 0 AP > 0,---|AD| > 0---|AM| =
|Al >0

4. El método de Gauss utilizando sdlo operaciones elementales del ti-

po Epg(c,1); p < q permite escalonar A y ademds los pivotes son
stempre positivos.

DEMOSTRACION. (1) = (2).

Sea A un valor propio de A y v # 0 un vector propio correspondiente al
valor propio A.

0 <vlAv=v"(\w) = o= \|v?=A>0
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(2) = (1). Sabemos que por ser A simétrica tiene la descomposicién A =
PDP!, donde las columnas de P son una base ortonormal de vectores pro-
pios y D es la diagonal de los valores propios respectivos. Asi

r'Axr = ' PDP'z = (P'z)'DP'x,

entonces si definimos z = Pz se tendrd que en términos de estas nuevas
variables la forma cuadratica queda

2P Ar = 2'Dz = M22 4+ -+ A\p22 >0,

pues los valores propios son positivos. Mas atn la tnica forma en que esta
suma de cuadrados sea cero es que z; = -+ = z, = 0 es decir z = 0, pero

entonces P'z = 0 = x = PO = 0 (recordemos que P! = P?).
0

(1) = (3). Sea a # 0 y definamos x = | . |, entonces

0

0< 2tAx = le (Azx); = ixlia”%
i=1  j=1

=1

=a%ay1, luego aj; >0

Sea v = (vy,...,v)! € R, tomemos z = (v1,...,v4,0,...,0)f € R"

n k
ot Ar = E TiT;055 = E vivjas; = vt AW

i,7=1 i,7=1

si v # 0 se tiene = # 0, luego v! AM)y = 2t Az > 0 es decir A®) es definida
positiva.

De donde AM, AR A = A son todas definidas positivas. Pero una
matriz definida positiva tiene todos sus valores propios positivos (por lo ya
demostrado). Como el determinante es el producto de los valores propios

entonces el determinante es positivo. Luego
|AD| > 0,...,|[A™] > 0.

(3) = (4).
Por induccién sobre ¢ aj;; > 0 es el primer pivote. En la etapa ¢ tendremos
ai; G2 o ai; -+ Qi
0 oo :
Ai—1i—1 : B, B
Ai=1 o ... ... 0 i : =
~ . Bs By
0 - .- 0 Qi1
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Donde By :iX4,By:ixn—1i,Bs:n—1x1,Bs: n—ixn—i.Por hipotesis

de induccién, se obtuvo A; mediante el algoritmo de Gauss, sin utilizar

permutaciones de filas pues todos los pivotes aq1,...,a;—1;—1 son positivos.

Asi, A; = (][ Ex)A donde Ej son matrices simples del tipo E, 4(a, 1) que
k

son invertibles y triangulares inferiores con diagonal 1. Por tanto A = C'- 4;
donde C = (] Ex) ™! es también triangular inferior con unos en la diagonal.
k

AsisiC = (¢! &) donde O < ixi,Cy : ixn—i, Cy : n—ixi, Cy : n—ixn—i,
se tendrd Co = 0 y ademads C; es triangular inferior con diagonal 1, y por
lo tanto |C1| = 1. Luego:

Cl O B1 B2 ClBl ClBQ
A == =
Cy C4 Bs By CyB1 + C3B3 CyBsy + C3By

Por lo tanto A®) = C, By, de donde 0 < |[A®| = |C1B;| = |C1]|B1| =

|B1]. Por otro lado B; es triangular superior, luego |B1| = [] a,;, pero
=1

ai11, 092, .. .,a;—1;—1 > 0 se concluye, a;; > 0. Asi el método de Gauss no

necesita intercambiar filas y ademads todos los pivotes son > 0.

(4) = (1).

Como todos los pivotes son positivos y no hay que hacer intercambios de
filas se tendra que A = LDU, con L triangular inferior D diagonal y U
triangular superior. U y L tienen 1 en la diagonal y d;; = a;;. Como A es
simétrica U = L! entonces

A=LDL'= (LVD) (VDL') = RR', con R= LV'D

Va2
VD= |
0 Vann
Dado que |A| = |A| = a11a22, - - . , @nn > 0 entonces 0 < |A| = |[RR?| = |R|?
luego |R| # 0, y por lo tanto R es invertible y asi su traspuesta.

' Ar = 2'(RRY)z = (R'z)'R'z = | R'z|*.

Siz # 0 = Rlz # 0 pues R! es invertible luego ||R'z||> > 0 de donde
2t Az > 0 si x # 0 es decir A es definida positiva. O

Hemos probado de paso la que toda matriz definida positiva tiene la si-
guiente descomposicién.

Definicién 7.3 (Descomposicién de Cholesky). Decimos que A € My, (IR) Descomposicién de
admite una descomposicion de Cholesky si existe R matriz triangular infe- Cholesky
rior, con diagonal estrictamente positiva tal que

A= RR'.
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Notemos que A es definida positiva ssi IR triangular inferior con diagonal

no nula tal que:
A= RR'.

Observaciéon: Hay que hacer una precision sobre la propiedad 4 del
teorema anterior. Es facil ver que la matriz

2 1
=(7)
es definida positiva, pero si al escalonar utilizamos E12(%, —1) obte-
nemos la matriz escalonada
(5-1)
3 )
0-3

y los pivotes no son todos positivos!. Sin embargo si utilizamos
E13(—3,1) obtenemos

Por lo tanto es importante recordar que para estudiar si una matriz es
definida positiva las operaciones elementales permitidas son Ep4(a, 1).

7.2. Formas can Onicas

Sea ¢(r) = z'Az una forma cuadrdtica. Como A es simétrica, entonces
A = PDP! donde P = (v1,--+ ,v,) con {v1,--+ ,v,} una base ortonormal
de vectores propios de A y

A1 0
A2
D= ,
0 An
siendo Aq, ..., A\, los valores propios de A.

Sea y = P'x entonces

n
2'Ax = ' PDP'x = ' Dy = Z \iy?
i=1
Asi haciendo este cambio de variables la forma cuadratica tiene la expresion

G(y) = My + Xoys + -+ Ayl

Ejemplo:

o

q(x) = af + 223 + V3122 = o' (

)x_

ot -
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Consideremos A la matriz que define esta forma cuadratica.

A= 2
V3 9 |7

2

Calculemos los valores y vectores propios:

1-x B
V3 o9\

2

—1-Ne-N-2-

A M| =
4= 1l -

Luego el polinomio caracteristico es
5

M3\ +2=0
+7=0,

cuyas raices son

/\31\/9—5312{/\1
- _ =

2 2

N[ Nt

Calculemos los vectores propios:

A=3
A—§I* 1_% \/Tg _

las filas son £.d. (; por qué?) luego

w!»—t lo|§|
N———

o
Wlolw

5 3 3
(A—il)v:O@ —5111—1—%1)2:0(:)@2:\/5111.

Sea vy = 1,v3 = /3, un vector propio colineal de largo uno es:

>
I
[N

y por lo tanto
1 3
(A—§I)U=0 — —U1+£’U2=0<:>U1=—\/§U2.

Un vector propio de largo uno es:

w=3 ().

y una base de ortonormal de vectores propios estd formada por {wy, ws}.

Se tiene que
@)Z(%— )( 9)(% )
2 ) 0 2/ %%
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Consideremos el cambio de variables:

1 3
(Y1 _ pt. 5 5 x1
y_(w)_”_g“é >(>

5y} + 1y3. El cambio
6n

(jen qué dngulo?).

La forma cuadratica en términos de y es G(y) =
de coordenadas de x a y corresponde a una rotaci

Volvamos al caso general. En el sistema y = Pz, la forma cuadratica se
escribe como

n P T
Q) =Y Nyl =D Nyl + Y Ayl
=1 i=1

i=p+1
donde:
/\1,...,/\pson > 0, )\p+1,...,/\rson <0, Ap1=--=X,=0.
Definamos
Zz:\/)\lyz Zzlvap
Zi=vV-=Nyi t=p+1,...,r
zi=y, t1=r+1,....n
es decir,

VA1 0
Vs

/—Xpi1

z= _ y=Qy.

-\,

0 1
luego tenemos z = QPtx. En las nuevas variables z, es la forma cuadraitica:

2 2 2 2 2 2
q(z)_zl+Z2+”'+Zp_2p+l_Zp+2"'_2r7

donde r corresponde al rango de A. El niimero 2p — r = nimero de valores
propios positivos menos el numero de valores propios negativos, es llamada
la signatura.

El cambio de coordenadas y = Px corresponde a una rotacién de sistemas
de coordenadas. El cambio z = Qy corresponde a dilatar y contraer ciertas
direcciones (homotecia).

En nuestro ejemplo z; = \/gyl 29 = \/gy2
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) 1 ) 1
s = (i + (= S+ 3

Para ubicar el nuevo sistema, con respecto al inicial, consideremos el pro-
blema en dos etapas. En el cambio y = P'z, el eje correspondiente a “y;”
estd en la direccién “z” tal que

1 1
Ply = .| luego =P | . | =v1,
0 0

la primera columma de P que corresponde al primer vector propio. De igual

forma el i-ésimo eje del sistema de coordenadas “y” es el i-ésimo vector
propio v;. De igual forma el sistema de coordenadas “z” tiene sus ejes en
las direcciones vy, ...,v,, solamente que algunos ejes se han contraido y
otros expandido.

Hemos probado el siguiente resultado

Teorema 7.2. Sea x* Az una forma cuadrdtica, existe L invertible tal que
si z = Lx, entonces en términos de las variables z la forma cuadrdtica se
expresa como §(z) = 23 + -+ 25 — (25,1 + - -+ + 27), donde r=rango A =
numero de valores propios # 0, p = numero de valores propios > 0.

7.3. Conicas en R?

Una cénica en R? es el conjunto solucién de una ecuacién del tipo

az® +by? +2cxy +dy + fr=e

o en forma matricial

(z,y) (‘C’ g) (”y”) +(d, f) (i) —e=v'Av+glv=e,

(29 ()= )

M0
0 A

donde

Supongamos que A = PDP? con D = < > y P = (viv2). Entonces

la ecuacion de la cénica es:

e =v'PDP' + g'v = v'PDP'v + gPP'v.
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Sea u = P!v. En este nuevo sistema de coordenadas la ecuacién de la cénica
es:

e=u'Du+ g'u con j=P'g= (i[i)

La expresiéon que toma la cénica es entonces
= \iud + Aoud + fur +d
€ = 1u1—|— 2u2—|—fu1—|— U2

1. )\1:)\2:0( Sa=b=c=0 )

El conjunto solucién es {(x,y)/dy + x = e} que en general es una
recta (pudiendo ser vaciosid = f =0y e # 0).

2. El caso interesante es cuando A\; # 0 o Ay # 0, llamemos

/
Uy = Uy —«

ué:u2—6

AL (U] + @) + Xo(uh + B)? + f(u) +a) +d(uy+ B) = e

Ar(u))? + Xo(uh)? + uf{2Ma + f} +uhp{28X + d} = é
con é =ec— (AMa?+ X3+ foz + Jﬂ)

Si A1 =0 (A2 #0) tomemos: § = —%, a = 0 se llega a la ecuacién

Ao (ub)? + ful = .

Sif =0 (uh)? = 5+ Asi, el conjunto solucién serdn dos rectas

paralelas: uf, = :l:, /< si )\— > 0 (que en realidad es una sola si é = 0)

o sera vacio si = < O Sif#£0

L= %, que corresponde a una parabola, en las coordenada
), ub. El caso A; # 0 Xy = 0 es totalmente analogo.
Falta ver el caso A1 # 0y Ay # 0, tomamos a = —% y b= —%.
En el sistema u}, u) tenemos la ecuacién

Ai(up)? + Ao (up)® = €
3. A1 >0, >0,6>0;0 A <0, <0,¢ <0 la solucién es una elipse

(una circunferencia si A7 = A\3) en el sistema u},u) Si A > 0, Ay >
0, €<0;0MA <0,X <0,¢é> 0 no hay solucién.
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4. A1 > 0y A2 < 0 podemos suponer que € > 0 de otra manera multi-
plicamos por —1

A1(u))? — |Aa|(ub)? = €, que corresponde a una hipérbola con eje de
simetria el eje u}. El caso A1 < 0, A2 >0, € > 0 el conjunto solucién
es una hipérbola con eje de simetria ub.

Notemos que en general el sistema (u1, ug2) corresponde a una rotacién con
respecto al eje (z,y) y sus ejes estdn en la direccién de los vectores propio.
El sistema (u},uf) corresponde a una traslacién o cambio de origen del
sistema (u1, uz).
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Ingenieria Mateméatica GU|a
FACULTAD DE CIENCIAS

Algebra Lineal 08-2
Ejercicios

1. Escriba en forma x! Az las siguientes formas cuadriticas, en donde z =
1
T2

_ 2 1 2
= —2z] — 5T1T2 + oT5.

= (2{E1 - {EQ) + ,’E2(3JJ1 + 1'2).

2. Seriale si las matrices siguientes son definidas positivas/negativas, o nin-
guna de las dos:

@ (3 4) @ (3 4).

10 0 00
02 0 00 -1 21 1
M®) |0 0 172 0 0 @ |2 11
00 0 10 1 10 1
00 0 0 4 1 11 -1

3. Sea A € M, (R) una matriz simétrica.

(a) Probar que v € R™ es vector propio de A siy sélo si es vector propio
de I — A. Si A € R es el valor propio de A asociado a v, jcudl es el
valor propio de I — A asociado a v?

(b) Probar que la matriz I — A es definida positiva si y sélo si todos los
valores propios de A son menores estrictos que uno.

Problemas

P1. Considere la cénica de ecuacién 522 + 5y + 6zy + 162 + 16y = —15.
Realice el cambio de variables que permite escribir la cénica de ma-
nera centrada y escriba la nueva expresién (escribir explicitamente el
cambio de variables). Identifique la cénica resultante y dibujela.

P2. Sea A € My (IR) simétrica definida postiva, b € R, c€ Ry f: R? —
R tal que
f(x)=2'Az —blz +c.

Se quiere minimizar f.

(a) Seawy = 3A'b. Pruebe que f(z) = (z—zo)  A(z—x0)—2hAzo+c.

(b) Concluya que el tnico minimo de f se alcanza en xo, i.e., que
f(x) > f(xo) para todo x € R? y que la igualdad se alcanza
solamente cuando x = x¢-
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P3. Sea a € R y considere la ecuacién
ax? + ay? + 2(a—D)zy — V2o +V2y = 0.
Determine todos los valores de « tales que la ecuacién corresponde a:

(a) Circunferencia. (d) Pardbola. (g) Un punto.
(b) Elipse. (e) Hipérbola.
(c) Recta o rectas. (f) Conjunto vacio.
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Algebra Lineal 08-2

SEMANA 15: FORMA DE JORDAN

8. Forma de Jordan

8.1.

Estudiaremos aqui un procedimiento que permite obtener, a partir de una
matriz A, otra similar con gran cantidad de ceros. Obviamente, el ideal es
obtener una matriz diagonal, pero esto no siempre es posible. Nos confor-
maremos con una forma algo méds compleja que la matriz diagonal, pero
con la ventaja de que ésta puede obtenerse para matrices arbitarias.

La idea general de reducir una matriz consiste en determinar una base de
modo que la transformacién lineal asociada a la matriz inicial tenga una

Definici 6n

representacion simple en la nueva base.

Partamos con un ejemplo. Consideremos la transformacién lineal T4 : C° —
C° dada por x — Az, cuya matriz representante J, con respecto a una base

B es:

Es claro que o(A) = {2,5,6}, con multiplicidades algebraicas 6,2, 1 respec-

tivamente.

2 1 0
02 1 O
00 2

(6 3)

La base (35 la notaremos como sigue:

41 1 1 1 .1 .1 .2 .2 3
By = {vi1, V12, V13, V21, Va2, V31, Vi1, V1g; Vi1 }

De la definicién de matriz representante, obtenemos:

1

TA(’U%l) = 2uy,
Ta(viy) = o7y + 201y
TA(U%3) = U%z + 2“%3
TA(U%I) = 2“51
Ta(v3y) = vg1 + 2039
TA(’Uél) = 2“%1
TA(U%I) = 5“%1
TA(U%Z) = U%1 + 5“%1
TA(U%I) = by,

(6)




Vemos que vi; es vector propio (cabeza de serie) asociado al valor propio
A1 = 2,v}, es una “cola” asociada a vi; y vi; es “cola” asociada a vi,.
Posteriormente obtenemos otro vector propio asociado a Ay = 2 con una
cola y finalmente un tercer vector propio asociado a A1 = 2. Luego se
repite el mismo esquema: un vector propio y una cola asociados a As =5y
finalmente un vector propio asociado a Az = 6.

En general la matriz J que nos interesa en este parrafo tiene la forma:

A1
1
0 A1
A1
R O
0 A1
Ar 1
O 1
Ar
Ar 1
donde los bloques son de tamartio s(1,1),...,s(1,p1),...,s(r,1),...,s(r,p),
P1 pr
y el espectroes o(A) = {A1,..., A}, con multiplicidades Y s(1,7),..., . s(r,j),
j=1 j=1
respectivamente. La base se escribe:
1 1 1 1 1 1
By ={viq,-.. s VL5(1,1)7 V215 - -+ > V2(1,2)7 - - -+ Upy 1o+ - =3 Upys(lpa) -+ Vp s ,v;‘s(r)pr)}
o mediante una tabla de doble entrada:
o s Lo :
U11 V21 Upi1 GH U3y Ugrl
U%2 U%2 U;1712 (2P (29 U£T2
1 1 1 .. T T r
Yis(1,1)  Y2s(2,1) Upis(1,p1) ”15(31) ”25(1@ Uprs(r.pr)

(8.1)
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vectores de la base vectores de la base
asociados a A\ asociados a A,

las flechas indican el encadenamiento de los vectores de base. Por ejemplo
1 : 1

al Vec.tor V15011 le sigue vy;. . .

El primer elemento de cada columna corresponde a un vector propio. Bajo

un vector propio figuran las colas asociadas.

Ademas:

Avf; sij=1 (1° fila de la tabla)

8.2
Ufj_l—i—)\kvfj sig>1 8:2)

TA(vfj) = Avfj = {

Una base (37, con estas caracteristicas se denomina base de Jordan asociada
a la transformacién lineal T y su matriz representante es justamente J.
También es claro que los subespacios propios son:

Vi, = <{vh,...,v11)11}>, dim V), =p1
Vi, = <{vfl,...,v§21}>, dim V), = po

Vi, = <{vf1,...,v;r1}>, dim V), = p,

Los bloques se notan:

A1 O
Ji =

O SRS

Ai

Definicién 8.1 (Forma de Jordan). Una transformacion lineal

Ta: C* — C"
x +— Ty(z)=Ax

se reduce a la forma de Jordan si y silo si es posible determinar una

base By con las caracteristicas definidas en (81) y (82).

Veamos otro ejemplo. Sea la matriz:

8 100 0
0800 0 A ®
J=|00 01 0]= Ty
0000 0 O Ty
0000 0
dondeJl_(g é),J2_<8 (1)>,J3—(0)
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Tenemos o(J) = {A\1 = 8, A2 = 0} con multiplicidades 2 y 3 respectivamen-
te.
Va=Ve=({er}), Va =Vo=({es,es})

donde {e;}?_; es la base canénica de C°. De acuerdo a nuestra notacion,
la base de Jordan, (3 es:

1 2 2
V11 V11 Va1
1 2
V12 V12
asociados a asociados a
V)\l V>\2

Estudiemos el esquema de similitud entre la matriz A (representante de T
con respecto a la base candnica) y B:

A
T b — b
16} 3 B : base candnica
P T 7 P B : base de Jordan
Ccéh — C°
Bs J By

Luego J = P 'AP o equivalentemente AP = PJ. Pero P es la matriz de
pasaje de la base canénica a (35 = {v{;,viy, v}, v3,,v3, }. Es directo que:

1 01 .2 .2 2
P = (vyy,v19, V11, V12, V31)

y se tiene:
8 1
0 8
Aviy =PJg =P | 0| =8v};, Avly=Pleua=P| 0| =0 +8v,,
0 0
0 0
0 0
0 0
Av} = PJegs =P | 0 | =00}, Aviy =Pl =P | 1 | =03 + 00}y,
0 0
0 0
0
0
Avd =PJes =P | 0 | =0v3
0
0
recuperandose la relacién (2.
Simplifiquemos por un momento la notacién. Si escribimos P = (v*, ..., v™)

tal que 3 = {v!,..., 9"} es base de Jordan, se verifica:

Vi=1,...,n Av® = \v' o bien Av® = v 4+ Aot
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En el primer caso v* es un vector propio y en el segundo lo denominaremos
vector propio generalizado (existe una “cola”).
En estas condiciones se tiene el teorema siguiente:

Teorema 8.1. Una transformacion lineal arbitraria, Ty = C* — C", x —
Azx, es reductible a la forma de Jordan, o de manera equivalente:

VA € Mpun(C), 3J € Mpn(C)
matriz de Jordan, similar a la matriz A:
A=PJpP!

donde las columnas de P son los vectores de la base asociada a Bj.

DEMOSTRACION. La demostracién la omitimos aqui y no se cubrird en
clases, sin embargo se presenta en el apéndice de la semana, s6lo por
completitud. O

8.2. Aplicaciones de la forma de Jordan
8.2.1. Potencias de una matriz

Vimos anteriormente que la diagonalizacién de matrices nos entregaba una
forma facil de calcular las potencias de una matriz. Sin embargo, esto sélo
es aplicable a matrices que admitan una diagonalizacion.

A continuacién veremos que la forma de Jordan tiene también utilidad para
el calculo de potencias, con la ventaja que cualquier matriz cuadrada admite
una forma de Jordan. Veamos primero que la forma de Jordan nos da una
descomposicién especial, para cualquier matriz cuadrada.

Si J es la matriz de Jordan de A, cada bloque de J es de la forma:

Y| 0 0 1 0

Ji = R =NI; + o ;
I | o1
0 i 0 0

en donde I; es la identidad de la dimensién correspondiente. Llamemos N;
a la segunda matriz de la suma. Esta matriz tiene la siguiente propiedad,
propuesta como ejercicio:

Ejercicio 8.1: Suponga que N; € M,,(C), pruebe entonces por in-
duccién que Vm € N, Vp,q € {1,...,s},

1 sig=p+m,
(Nz'm)pq:
0 sig#p+m.
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Ademéds deduzca que N7 = 0. Una matriz con esta propiedad, se dice
nilpotente.

Luego, reescribiendola matriz A por bloques:

Ml 0 e 0 Ny 0 ... O
0 Xl ... 0 0 Ny, ... O
A=P . L N I P
0 0 D Yy 0 0 ... N,
L D N i
Notar que los valores propios Ai,..., A son los valores propios de A con

posible repeticién.
Se tiene que la matriz N es nilpotente, gracias al siguiente ejercicio:

Ejercicio 8.2: Sea B una matriz diagonal por bloques, es decir

B, 0 ... O
0 B ... 0
B=1| . . . .
o o0 ... B,
en donde By, ..., B, son matrices cuadradas y el resto son matrices

cero.
Sea m € IN, pruebe que entonces

B® 0 ... 0
0 By ... 0
B™ = | . . )
o 0 .. Bm

T

Concluya que la matriz N anterior es nilpotente.

Hemos probado entonces la siguiente propiedad:

Proposicién 8.1. Dada A € My, (C), existen una matriz invertible P,
una matriz diagonal D y una matriz nilpotente N, tales que

A=P(D+N)P~".
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Usaremos lo anterior para calcular potencias de una matriz. Sea A €
M, (€C) y m € N. Queremos calcular A™. Por lo visto en la parte de
diagonalizacién:

A™ = P(D+ N)™P".

Debemos entonces estudiar (D + N)™, que gracias al Ejercicio es equi-
valente a estudiar (\;I; + N;)™, es decir cada bloque de la forma de Jordan.
Se puede probar que el Teorema del Binomio de Newton es también vélido
para matrices, si la multiplicacién de éstas conmuta. Este es precisa-
mente el caso de A\;I; y N;, que conmutan pues \;I; es ponderacién de la
identidad. Luego

(Nl + Ny)™ = Zm: (TZ) (N L) ENE,

k=0

Para k € {0,...,m}, (\I;)™ % = A" 7FI,. Asi, gracias al Ejercicio BTt

0 ... (P)Ar* 0

. ' m\ym—k
YL ENE = (M) Ak Nk = (%) A
k k

0 0
En donde los términos (f))\:”_k estdn ubicados desde la posicién (1, k)

hasta la (k,n). Notar ademds que, si A; + N; € M,(C), la matriz anterior
es nula para k > s.

Finalmente, sumando sobre k, se obtiene:

XA (N (A
N € E A O RV
ML+ N)™ = . :
: o 0 AP (MApt
0 o e 0 A
(8.3)
Y tenemos entonces que
(M + Ny)™ 0 0
0 (AoIy + No)™ ... 0
A™ =P . , . Pt
0 0 o Ol 4 N

con los bloques (A;I; + N;)™ como en (&3)).
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8.2.2. Matriz exponencial

Otra aplicacion importante estd relacionada con calcular la exponencial de
una matrix, la generalizacion de la funcién exponencial real para matrices.
Dicha matriz exponencial tiene utilidad en ciertos métodos de resolucién
de ecuaciones diferenciales (que verds en cursos mas adelante).

Veamos primero la definicién de la matriz exponencial.

Definicién 8.2 (Matriz exponencial). Sea A € M,,(C). La expo-
nencial de A, denotada por e?, es la matriz en M,,,,(C) dada por la serie

de potencias
A _
e” = g k!A'
k=0

Esta serie siempre converge, por lo que e? estd bien definida.

Observaciéon: El dltimo punto tratado en la definicién, acerca de la
convergencia, lo aceptaremos aqui. Esto sale de los tépicos a tratar en
el curso.

Veamos primero algunas propiedades de la exponencial, las cuales no pro-
baremos aqui:

Proposicién 8.2. Dadas matrices B,C € M, (C), se tiene
1. Si C es invertible, eCBCT = CeBCL.
2. 8i BC = CB, entonces eB1C¢ = BeC = ¢CeB.
3. Si B es diagonal, B = diag(bs,...,b,), entonces

eP = diag(eh, ... ebm).

Sea entonces A € M,,,,(C), que gracias a la Proposicién Bl se escribe como
A= P(D+ N)P~!, con D matriz diagonal con los vectores propios de A y
N una matriz nilpotente.

Calculamos entonces la exponencial de A, utilizando la Proposicién y
el hecho de que D y N conmutan (ya se sus bloques conmutan):

et = pe(PHNIp=1 — p(ePeN) P71

Veamos eV,

1
N k
e _E k!N'
k=0

Gracias al Ejercicio y sumando en k, se tiene que (este paso se puede
formalizar, pero no lo haremos aqui)

eMoo 0
0 M2 0

6N = .
0 0 elVr

Matriz exponencial



Ademas, por la Proposicién B2,

€>\111 0 NN 0
0 e ... 0
el = ,
0 0 ... &M
el i-ésimo bloque de ePe!N es:

WK

s—1
1 1
Ai TN A il V7 APV Nk
etlet =e k!NZ e g k!Nl'
k=0

Ya que si suponemos N; € M, (C), como N; es nilpotente, para k > s se
tiene NF = 0. Asf:

>
Il

0

DY SO VR U ¥ 1 Ai
€ ¢ 21€ G-1)1°¢
i 1 1. :
0 e e €
etielNi = - " (8.4)
0 eti %6)‘1
0 0 et
Finalmente
erMel 0 0
0 er2eN2 0
eA =P . . . . P717
0 0 . etrelNr

con cada bloque como en ([B).

8.2.3. Teorema de Cayley-Hamilton

El Teorema de Cayley-Hamilton senala que una matriz es siempre raiz de
su polinomio caracteristico. Para comprender a qué nos referimos con esto,
notemos que dado un polinomio

p(I) =0 +taz+ CLQ.IQ +oe 4+ a’nxn € Pn((]j)a

podemos asociarle naturalmente una funcién de M,,,,(C) a M,,,,(C). Dada

X € My (C):
p(X) =aol + a1 X +asX?+ -+ +a, X"

Enunciemos entonces el teoremas:

Teorema 8.2 (Cayley-Hamilton). Dada una matriz A € M, (C) y
pa(x) su polinomio caracteristico, entonces

pa(A) = 0.
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DEMOSTRACION. Consideremos A = PJP~!, la forma de Jordan de A. Sa-
bemos que dos matrices similares tienen el mismo polinomio caracteristico,
luego

pa(@) =ps(x).

Ahora, como J es triangular superior, p;(z) puede ser calculado como:
pyx) =|J —zI| = (x — A1) (x — A2)*2 ... (x — \)°7,

en donde cada término (z — X;)® corresponde al bloque de Jordan J;.
Calculemos entonces p4(A). Gracias a lo visto en la parte de diagonaliza-
cién, no es dificil probar que:

pa(A) =ps(A) = Ppy(J)-P~ = P(J=-MI)* (J=XoD)%2 ... (J=N\)*" P,

Ahora, mirando el bloque i-ésimo del término ¢ de este producto (de di-
mensiones s X §), tenemos que:

(Ji = \iLi)* = Nf =0,

ya que gracias al Ejercicio Bl la matriz N; es nilpotente.
Luego, usando el Ejercicio B2 se concluye. O

8.2.4. Traza de una matriz

Una ultima utilidad de la forma de Jordan, que veremos, es permitir carac-
terizar la traza de una matriz.

Definicién 8.3 (Traza). La traza es la funcion tr: My, (C) — C, defi-
nida por:

VA = (ai;) € Mun(C),  tr(A) = as.
k=0
Es decir, es la suma de los elementos de la diagonal de la matriz.

Las siguientes propiedades quedan de ejercicio:

Proposicion 8.3. Se tienen las siguientes propiedades:
1. La funcion tr es lineal.

2. YA, B € My, (C), tr(AB) = tr(BA).

DEMOSTRACION. Propuesta como ejercicio. O

Asi, podemos probar el siguiente resultado:
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Proposicién 8.4. Sea A € M,,,,(C), con valores propios distintos A1, ..., \..
Entonces

t’l“(A) = iaA()\i) A
=1

En donde recordemos que aa(\;) es la multiplicidad algebraica de ;.

DEMOSTRACION. Sea A = PJP~!, la forma de Jordan de A, luego
tr(A) = tr(PJP™Y) = tr(P'PJ) = tr(J).
En donde ocupamos la Proposicién B con PJ y P~1.

Ahora, en la diagonal de J estan precisamente los valores propios de A,
repetidos tantas veces como su mutiplicidad algebraica. Asi,

tr(A) =tr(J) = i aa(Ai) - N
i=1

197



Ingenieria Mateméatica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE
Algebra Lineal 08-2

[ SEMANA 15: FORMA DE JORDAN

Probaremos el siguiente teorema:

Teorema 8.3. Una transformacion lineal arbitraria, Ta = C* — C", x —
Azx, es reductible a la forma de Jordan, o de manera equivalente:

VA € Mpun(C), 3J € Mp,n(C)
matriz de Jordan, similar a la matriz A:
A=prJjp!

donde las columnas de P son los vectores de la base asociada a Bj.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre la dimensién, n, del espacio. Es tri-
vialmente cierto para n = 1 (verifique). Supongamos que el resultado se
cumple Vk < n — 1. Veremos primero:

Caso 1: La matriz A es singular (detA = 0).
En este caso r(A4) =r < n, es decir dim Im(T4) = r(A) = r < n. Sea:

T =T |tmrs: ImTa — ImTa

Por hipétesis, como dim ImT4 < n, existe la descomposicién de Jordan.
Existe entonces una base de ImT4 que verifica las hipdtesis. Mas explici-

tamente: Si o(T") = {\1,..., A} y ademds los subespacios propios:
_ 1 1 _ m m
VAI - <{’U11, cee 7Up11}> P} V)\m - <{’U11, s 7Upm1}>
obteniéndose la base 3, de Jordan para T":
v ce vy — vectores propios de Vj,
1 1
V12 Up,2
: : colas asociadas
vl vl a los vectores propios de V;
1s(1,1) ps(1,p1) pTrop A1
vT1 e vt 4 — vectores propios deV,,
m m
'Ul2 e fUpm2
colas asociadas
m PR m
vls(m71) Upms(m7pm)

donde r = dim ImT4 = s(i,j) y se verifica:
0,

T/(v’.“,) - Akvfj sij=1
” v Aop; sig>1
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Donde:

Ji1
O
Ip1
J12
J = -
JP22
O Jlm
Jpnlm
y cada bloque:
DY |
Jik = O
O S
Ak
es de dimensién s(k, i) xs(k, 1), asociado a los vectores de base v, . . . , vfs(k,i)'

Subcaso 1: KerTa NImT4 = {0}.

De acuerdo al Teorema del Niicleo-Imagen (TNI), dim KerTs+dim ImT4 =
n, luego C" = KerTy @& ImTy, de donde la base de Jordan sera:

BJ = {wla'"awT}U{Zla"'azn_r}

donde {w'}7_; es base de Jordan de ImT4 y {2*}!_]" es una base del nicleo
de TA.

La matriz asociada es:

Ji1

Ipm
n — r bloques

o

O de 1 x 1 con

0 el valor propio 0
que verifica claramente:
Taw' = Nw' 6 Tyuw' = w4+ ' 1<:<r
y ademas, Tazt =02 1<i<n-—r.

Subcaso 2: KerTya NImTy = <{u1, e ,up}>, subespacio de dimensién
p=1
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Es decir u® € KerTq y u' € ImT,4. Estos vectores son propios T (u?) =
Ou’. Ademds, como u’ € ImT, estos son vectores propios de T = T'| 1, -
Por hipétesis de Jordan existen, para cada uno de los vectores u?, un bloque
(eventualmente de 1 x 1). Sin pérdida de generalidad, supongamos que en la
base de Jordan asociada a T”, se tiene A\; = 0. Luego obtenemos los bloques
siguientes:

1 1 1
Un V21 "' Up1
1 1 '
v v . .
12 22 vectores propios asociados a A\; = 0
1 1 NS
Y1s(1) - Y2s(1,2) Ups(1,p)

que verifican la recurrencia:

1 _ 1
Tavi; =0-v3,

Taviy = vy +0-vi
TA’U%S(l,l) = U%s(l,l)fl +0- ’U%s(l,l) (8.5)
TAUII)1 =0 vll)l

1 1 1
Tavps(1,p) = Vps(i,p)—1 T 0" Ups(1,p)

Para “completar” la base de Jordan asociada a ImT4 a una base de C",
elegimos el conjunto de vectores B = {3’ }._; tal que:

Ayl = ”%5(1,1)
Ay2 = ”55(1,2)

.1
AYP =51 )

Es decir, los vectores {y’ }5?:1 son soluciones de los sistemas asociados al

tltimo vector de cada bloque del vector Ay = 0. Estos sistemas tienen
solucién ya que, por hipétesis, le.S(l i) € ImTy, Vj=1,...,p.
p .
Ademéds, son vectores linealmente independientes. En efecto, si ) ¢;y? =0
j=1
entonces
P _ P _ P
j=1 j=1 j=1

como, por hipétesis el conjunto {vjl.s(lj

)}5’:1 es linealmente independiente,
concluimos que ¢c; =0, Vj=1,...,n.
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M4s atin, los vectores {y’ 5’:1 satisfacen:

Ta(y') = Ay’ =vj50.5 +0y  1<j<p.

luego podemos redefinir el orden de los vectores en el conjunto G2 U3y para
obtener una descomposiciéon en bloques de Jordan. Por ejemplo, veamos la
inclusién del vector y!.

Tenfamos (ver Ecuacién &H)):

1 1
TAvll = 01111

TAU%S(I,I) = ’Uis(l,l)—l + OU%S(l,l)

. 1 _ 1 .
definiendo Vig1,1)41 = Y, Se tiene que

TAUis(1,1)+1 = U%s(l,l) + Ovis(1,1)+1

y redefinimos el primer bloque:

1 1 1 _1
V11 - -5 V1s(1,1)0 Vis(1,1)+1 — Y
que satisface la recurrencia de Jordan.

1 _
: js(1,i)+1
37, lo cual satisface la recurrencia de Jordan. Los nuevos bloques tienen la
forma:

En general, para cada bloque asociado a A1, agregamos el vector v
0 1 0

10

0 1
0 0
Debemos verificar que el conjunto B2 U ;5 es £.i.: Consideremos ¢ una
combinacién lineal nula, escrita por bloques:

o = [oq101) + g1y + -+ Aty 1) U]

+ [%1)17);1)1 + %1)2”;1)2 +oeee a;s(l,p)v%s(l,p)] +..
+ [afvfy + - alfs(k,l)vlfs(k,l)] +... (8.6)

k k k
+ [apklvpks(lym) +o aka(k,Pk)U:DkS(kmk)] +o.
+ 61yt 4+ Boy? + -+ Byt =0

Aplicando la transformacién Ty a esta ecuacién obtenemos:
Ta(p) = Ap = [a1, Avyy + ajpAguiy + -+ + a}s(l,l)AU%s(l,l)] +...
s fapy Avgy +agp Avgy + - ) AV ) 1

o+ [ Avfy - alfs(k,l)Avlfs(k,l)]+

k k
pks(k;pk)Av

prstho)] T

"'+[apk1A’UPkS(17:Dk)+"'+a
...+ﬁ1Ay1+...+ﬁpAy:D:O
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Reemplazando segin la recurrencia de Jordan y recordando que A; = 0:

Ap = iz“h + a%s“%z +ooet a%s(m)”}s(l,l)q] +..
+ [0411021);1 + 0411031);2 et 0‘1105(1,]0)”}5(1@)71] +..
+ [af evfy + - + allcs(k,l)(AkU];ts(k,l) + U]fs(k,l)—l)]
10 A1 ) R (hp) T Vs —1)] F o
+ Brviyany + Bevagz) + o Bpipsa ) =0

Reordenando, agregamos cada vector asociado a los escalares 3; a su res-
pectivo bloque:
Ta(p) = [oqa01; + -+ + o‘%s(l,l)v%s(l,l)—l + 61“%5(1,1)] +..
k E y,k k k \, k
o+ {1 Ak + ofh)vry + (afa A + adg)ufy + -

k k k k k
c (O 1y -1 M T s (6,1)) Vs (k1)1 T X, 1) MeVTs (1) b - =0
como los vectores son £.i se tiene que

11 1 —a
0‘12—0413—"'—0‘15(1,1)—61—0

O = g = = Q1 ) = fBp = 0
y Vk > 1 (bloques asociados a Ag):

k k
OéllAk + Q1o = 0

afp Ak + afz = 0

ook 1M + 0 gr) =0

alfs(k,l))‘k =0

como N\, # 0, reemplazando desde la tltima a la primera ecuacién, con-
cluimos
ozfj =0 Vk,Vi,j. Recordemos que, al aplicar T4, desaparecieron los coefi-

cientes
1 1
Qs -5 Qs

en (BH):

pero, como el resto de los coeficientes afj, B;, es nulo se tiene

11 11
a0y o F v, =0

Como {vj,}_, es L., concluimos aj; = -+ = a;; = 0, luego el conjunto
B2 0 By es L.

El conjunto anterior B2 U 3 tiene r + p vectores, donde r = dim I'mT4, es
decir | B2U By |= p+r < n. Nos falta entonces considerar KerTy \ ImT4N
KerTy. Pero esto es facil, sea:

KerTy = <{u1,...,up}> & ({z1,.--,24})
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donde ({u',...,u”}) = ImTanKerTay ({z1,...,24}) es un suplementario
en KerTy.
Afirmamos que la base de Jordan de C"™ estd dada por:

B =05UBUPBs, P3={z}l,.

Claramente estos n vectores son £.i., pues si

T P q
Zajwj + Zﬁjyj + Z’Yij =0
i=1 i=1 i=1

aplicando T4 y recordando que z; € KerT4 obtenemos:

T p
> o Taw; + Y BiTay; =0
=1

Jj=1

que corresponde al anélisis de la independencia lineal de G2 U3 que hicimos
a
previamente, luego a; = 8; = 0. S6lo queda entonces . v;z; = 0 de donde
j=1
v; = 0 pués {z;} es £.i.
La matriz de Jordan, agregando los {z;}_; al final de la base, es la siguiente:

Jin
Jn O
J12
JZD22
J =
Jlm
O mem
0
0

donde j11, e jpl son los bloques asociados a A\; = 0 con la “cola” agre-

gada {y;}. El tltimo grupo de ¢ bloques de 0’s corresponde a la base del
suplementario de
ImTxNKerTy en KerTy.

Con esto hemos demostrado que, si A es regular (no invertible), esta es
reductible a la forma de Jordan.

Veamos ahora el caso invertible: Como A € M, (C), 3\ € C valor propio
asociado a A. Consideremos la matriz singular A’ = A — A\I. Por el proce-
dimiento desarrollado anteriormente existen matrices J’ y P invertible tal
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que:
J =P 'AP<J =P Y A- )P

& PJPl'=A-XN<e A=PJP l'4 )=
=PJ P4+ PPt =P(J + )P

luego la matriz de Jordan asociada a T es J = J' + A\I, donde \ aparece
en la diagonal principal. O

Ejercicio 8.3: La forma de Jordan es tunica, salvo permutacién del
orden de la base.
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1. Sea N; € Ms(C), definida por

0 1 0
0 0

Pruebe por induccién que ¥m € N, Vp,q € {1,...,s},

1 sig=p+m,
(N{")pq =
0 sig#p+m.

Ademas deduzca que N/ = 0. Una matriz con esta propiedad, se dice
nilpotente.

2. Sea B una matriz diagonal por bloques, es decir

B, 0 ... O
0 By ... 0
B=1 . . )
o 0 ... B,
en donde By, ..., B, son matrices cuadradas y el resto son matrices cero.

Sea m € N, pruebe que entonces

BP0 ... 0
0 B ... 0
B™ = . .
o 0 .. B™

3. Pruebe las siguientes propiedades:
(a) La funcién tr: My, (C) — C es lineal.
(b) VA € My (C), VB € My (C), tr(AB) = tr(BA).

4. A € M, (C), una matriz no necesariamente diagonalizable tal que

o(A) C R. Pruebe que
|6A| — etr(A).

5. Calcule e?, A% y A%, para las siguientes matrices:

(a)<—1 1> 11 0 00 2 10 0
0 —1) 01 0 0 0 021 0
w |00 120 dP oo 2 o
00 0 4 1 000 -1

00 0 0 4

DO
o
at



Problemas

P1. Se define la siguiente recurrencia de niimeros reales

(a)

(b)
(c)

P2. (a)

(b)

(c)

Tpy1 =2Tp —Tp-1, Yn2>1
T = 1,$0 = 0.

Para n € N, defina v, = (4.",) € R?. Encuentre A € Mo (R)
tal que

Upt1 = Avy,.
Pruebe que v,, = A™vg, Vn € N.

Use lo anterior para resolver la recurrencia, obteniendo un valor
explicito para x,.
Indicacion: Use la forma de Jordan.

Sea A € R\ {0}. Pruebe por induccién que

A 1\" A" gL
(o )\) _(0 /\"> vnz 1.

Considere
4 -1 -3
0 4 1
0 0 2

Encuentre P invertible y J en forma de Jordan tal que A =
PJP~1L.

Para la matriz A de la parte anterior y n > 1 cualquiera calcule
A™ explicitamente, encontrando expresiones para los coeficientes
de A™ en funciéon de n.
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