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En todo el presente control, (B;);>0 es un MB estdandar en (€2, F,P) espacio de probabilidad dado.

P1. (a) El objetivo de este problema es probar que el movimiento Browniano, casi seguramente, no es monétono en
ninguin intervalo.

i) (2pts) Sea F el conjunto de w €  tales que t — By(w) es mondtona en algin intervalo. Pruebe que:

F= U {w e Q:t— Bi(w) es mondtono en [s,t]}.

s,teQ
0<s<t<oo

Concluya que basta probar que B no es mondtona en [0, 1].
ii) (2pts) Sea
A={weN:t— Bi(w) es no decreciente }.

Considere los conjuntos

n

n—1
Ay, = m {wEQ:B@(w)—Bﬁ(u}) 20}.
k:O n
Pruebe que P(A) = 0, concluyendo asf el resultado.
(b) (2pts) Sea b € R dado. Pruebe que el conjunto de nivel
{tEﬁOZABt::b}
es cerrado, acotado, de medida de Lebesgue nula y denso en si mismo.

P2. Teorema: (Ley de los grandes niimeros para el MB)

Casi seguramente y en LP para todo p € [1,00), se tiene que

Procederemos a su demostracién, mediante los siguientes pasos:

(a) Pruebe que

By| _ [t]+1 ‘BLtHl i | P Bl
t (] (L) + 1] w)<s<it)+ ] '
(b) Sean > 1y definamos
Bs_’Bn
X, = méx |———"H)
n<s<n+1 n

Pruebe que
E <Z X,%) < +o0.
n=1

(c) Concluya el resultado.

(d) Demuestre que casi seguramente,

. By . . Bt
limsup — = 400, liminf — = —cc.
t—o0 t t—o0 VQ



P3. Mais adelante en el curso, vamos a estudiar la nocién de variacién cuadrética para un proceso (X;)¢>0, que va a ser
crucial para definir la integral estocastica. En concreto, recordemos que para una funcién f : R — R, se define su
variacién cuadrética en el intervalo [a, b] como:

n—1
QVia,5(f) = sup Z(f(tj+1) — f(t;))?
PeP {25
donde el supremo se toma sobre el conjunto P de todas las particiones P de la formaa =ty <t; <...<t, =b,n

variable.

Sea (B(t))t>0 un M.B. estandar, entonces se puede probar que con probabilidad 1:

QVio,y(B()) =t
En esta pregunta, probaremos algunos resultados similares, pero més débiles:
(a) Pruebe que para t > 0:

lim E

n—oo

Y B - B(“‘”t»z] =

n n

(b) Pruebe que para t > 0, con probabilidad 1:

Para esto siga los siguientes pasos:

i) Defina A,,; = B(4%) — B( (ignl,)t) y Whi = A2, — & para i = 1,...,2". Muestre que basta probar que con
probabilidad 1:

on

i=1
n 2

ii) Calcule E [(Ef_l Wm) ] Hint: le puede ser itil que si X ~ N(0,0?%), entonces E(X?) = 302.

iii) Pruebe que c.s. Ve > 0 ,3N € N tal que ¥Yn > N, se tiene que ‘Zf; Whil <e

Hint: Estudie P [ Zf; Wi

> e} .
iv) Concluya.

(c) Pruebe, usando lo anterior, que, para t > 0, con probabilidad 1:

on

lim E
n— 00 -

=1

(o) - p
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