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Control 1

P1. (a) (3 ptos.) La catenoide es la superficie obtenida al rotar la catenaria en torno al eje OX, es
decir, al rotar el grafico de la funcién f(z) = acosh (%), con a > 0 una constante y z € R.
Una parametrizacién para esta superficie esta dada por:

Bu,v) = (a cosh (g) cos u, a cosh (E> senu,v) , ue0,2m),veR
a a

Recuerde que cosh(z) = (%) , sinh(z) = (ew_;ﬁ), cosh?(x) — sinh?(z) = 1.
(i) (0.5 ptos.) Bosqueje la superficie recién definida.
(i1) (1.5 ptos.) Determine el vector normal de la catenoide.
(iii) (1.0 pto.) Para v € [—£,¢] con £ > 0, determine el drea de la catenoide.
Indicacién: [ cosh®(z)dx = (x4 cosh(z) sinh(z)) + C.

(b) (3 ptos.) Sea I' una curva simple, regular por trozos contenida en el plano XY . Suponga que
" estd parametrizada en coordenadas polares via la relacién r = f(6), es decir:

x(0) = f(0)cosO, y(0) = f(@)sinfd 06 € la,b] Cl0,2m)

donde f: R — RT es C! y 27-periédica. Sea D la regién encerrada por I' y las rectas y = mqx
e y = mypx, que unen los extremos de I' con el origen y cuyas pendientes son las asociadas a
los angulos a y b. Pruebe que:

Figura 1: Esquema de la situacion.

P2. (a) (3 ptos.) Sea F:Q — R3, donde Q = {(z,y,2) | 22 + y* # 0}, el campo vectorial dado por
F= %ﬁ+pk (en coordenadas cilindricas). Sea S la porcién del casquete esférico z2+y?+2? = a?
que se encuentra fuera del cilindro 22 +y? < a?/4. Calcule el flujo de F através de la superficie

de S orientada segun la normal exterior.
Indicacién: Note que 1/p no estd bien definido en el eje z.

(b) (3 ptos.) Sea 2 C R? un abierto conexo por caminos de frontera regular 92 = X; U Xy. Sea
u € CH(Q2) N C%(Q) solucién de la ecuacién del calor en régimen estacionario con condiciones
de borde mixtas:

Au=0 en {2
(ECM)<Su="T sobre ¥

du

gn = —au  sobre X

donde a > 0 y Ty > 0 son constantes conocidas y g—z = Vu - n es la denominada derivada
normal de u.
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(i) (1.5 ptos.) Pruebe que en el caso Ty = 0 se tiene v = 0 en todo €.
Indicacién: Recuerde que la div(uVu) = || Vul|? + uAu. Use esto para probar que:

// ||Vu||2dV+a// W2dS = 0.
Q P

(ii) (1.5 ptos.) Deduzca que la ecuacién (EC M) posee a lo mds una solucién u € C1(Q)NC%(Q).

P3. (a) (3.0 ptos.) Sea I la hélice que une los puntos P(1,0,0) y Q(1,0,1), recorridos en este orden,
al dar exactamente una vuelta. Calcule:

. z2_‘_?!2_,’_22 5. m2+y2+z2

o o T x y =
T-e + e — e -dr
/F ( Va2 ty2+22’ y Va2+y2 422’

.z
Vr2ty?+22

u2

e
Indicacién: Puede ser ttil recordar que / ue du = - + C.

(b) (3.0 ptos.) Sea S la superficie del casquete esférico #2 + y? + 22 = 4, que se encuentra en la
regién z > 1 y que se orienta segin la normal exterior a la esfera. Calcule el flujo de V x F' a
través de S donde F(z,y,2) = (¢* + 2%y)i + (2 + 2y?)) + v*V1 + 2%k

Foérmulas utiles

Factores escalares de sistemas de coordenadas ortogonales usuales:
Sean (u,v,w) ordenados segin mano derecha.

Para 7= 7(p,0,2) = (pcosb,psin,z): h, =1, hg = p, h, = 1.

Para 7 = 7(r, ¢,0) = (rcos@sing,rsinfsinp,cosp): h, =1, h, =r, hg = rsine.

Gradiente, divergencia y rotor en sistemas de coordenadas ortogonales:
Sea F' = Fyi + F,0 + F, un campo vectorial de clase C' y f un campo escalar de clase C':

1af  10f. 10f.

Vf(u,v,w) = E%Q—F hfvaf/—k h—afw Af=divVf
div F(u, v, w) = huhlvhu [6‘? (Fuhohay) + 5?@ (Fﬂhwhu)—kai}(thuhv)}
rot F(u,v,w) = 1 { (hwFy) — aa (Ao F)] ﬁ {ai (huFu)(,i(thw)]@
+hu1hv [8‘9 (hoFy) — (;9 (hu F)}

Teoremas de integracién: Dado un abierto Q de frontera OS2, una superficie S de frontera 9S y
una regién plana D de frontera 0D cumpliendo las hipdtesis de orientacién y regularidad que sean
necesarias (y que usted conoce muy bien), entonces: Para Fun campo vectorial y M, N campos escalares
suficientemente regulares:

// T ///divﬁdv, ]{ﬁ.df://mtﬁ.ds?
Q o8 S

N 1
Mdac—l—Ndy—// (a—>dgcdy7 A(D):f?{ xdy—ydm:?{ xdy
oD Ox 2 Jop oD

- dr
S = 1043 x Bu@l|dudv, dS = Dy x Byp dudv, dF = d—:;(t)dt

Otros:

div(fVg) =V [ Vg+ fAg

Una hélice que une los puntos P(1,0,0) y Q(1, 0, a) puede parametrizarse via i"(t) = (cos(t), sin(t), at/(27)),
t €[0,2m].



