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P1. Sea f:R? — R la funcién definida por

zysen(xy) .
—— si (z, 0,0
0 si (z,y) =(0,0)
(a) Calcule, si es que existen, las derivadas direccionales en el punto (0,0) y todas las direcciones e € R2.
(b) Calcule, cuando existan, las derivadas parciales.
(c) Determine si f es diferenciable en R2.
(d) Determine la ecuacién del plano tangente al grafo de f en cada punto (zg,%0) € R? tal que donde
2+ =1.
Demostracion:

(a): Recordemos que la definicién de derivada direccional en el punto (xg,yo) y direccién e = (e1, e3) € R?

es decir, |le]| = v/e? +e2 =1) es
1tTe

' ((xo,y0);€) := tlg% f (o, 90) + t(elt7 e2)) — f(wo,y0)

Luego, aplicando a nuestro caso en (0,0) obtenemos

0
—~
ter,tea) — £(0,0 2 2 2
f’((0,0);e) — 1lim f(ter,tez) — £(0,0) — lm €1€2 sc;n( 5162) — lim tefe% M —0
=0 ¢ =0 3 (ef + €3) t—0 t?eren
—1
1

(b): Fuera del origen podemos derivar sin problemas:

g(ﬂf y) = (ysen(zy) + zy(cos(zy)y))(z® + y?) — 2z(zysen(zy)) _ y((y* — 2?) sen(ay) + zy cos(zy)(2? + y°))
Oz’ (22 +y?)? (22 + g2)2 ,
ai(x y) = z((2? — y?) sen(yx) + yx cos(yz)(y? + 2?))

0y (y2 + 22)2 .

donde la dltima derivada se determina fécilmente gracias a la simetria de la funcién (intercambiando roles).
Las derivadas parciales en (0,0) se calculan simplemente recordando que
(a) (a)
of =~

af Y A =~ ol . 7=

(c): La haremos de dos formas distintas:



Derivadas parciales continuas: Sabemos que esta condicién es suficiente para probar la diferenciabilidad de
f. Como la continuidad es clara fuera del origen, por algebra y composicién de funciones continuas, basta
probar la continuidad en (0, 0), esto es

of

If -
(z,y)ILEEO,O) or

(e.0) = 90,0 =0

En efecto,

- 9f < yl(I(y? — 2)[sen(xy)| + |zyl|cos(zy)|(=* + y*))
0—|87(xay)|— 2 212
z (22 +y?)
< lyllsen(zy)| y*|x||cos(zy)|
x? + y2 sz + y2
|yl[sen(zy)|
< T2ty + |z[|cos(zy)|

—0

()

Para ver la convergencia de (*), notemos primero que si x = 0 0o y = 0, (*) es siempre cero, por lo que el
limite también serd cero. Six # 0y y # 0:

() < 91 Isen(ay)]
- 2 Ty (z,y)—(0,0)
2 zyl v

—0 1

donde utilizamos que 2|zy|? + y>.

Luego, la derivada parcial con respecto a = es continua y, de manera analoga, también lo sera la derivada con
respecto a y (recordar que son casi la misma funcién, mas aun cerca del cero), por lo que podemos asegurar
que la funcién es diferenciable en todo R?.

Por definicién de diferenciabilidad: Recordando que lo anterior es solamente una implicancia, podria darse
el caso en que las derivadas parciales no son continuas en (0,0), pero la funcién SI es diferenciable en tal
punto. En estos casos, siempre es bueno saber probar la diferenciabilidad por definicién, esto es, proponiendo
un candidato a diferencial Df(0,0) € Ma,; v probando que

f(2,y) = £(0,0) = Df(0,0) (j - 8)
=0

(2,5)—(0,0) ()|l

(1)

Ademids, sabemos que si la funcion es diferenciable, el diferencial se compone de las derivadas parciales, por
lo que un buen candidato siempre es:

0 0
p10.0) = 5L 0.0. F0.0] .o
(b)

Luego, reemplazando esto y que f(0,0) = 0, probamos el limite (1), notando como en (*) que si x = 0 o
y = 0 la funcién es siempre cero. Luego, si z # 0 y y # 0, podemos acotar:

0< [f(,y)| _ Jayllsen(zy)| _ |eyllsen(zy)| _ 2y |sen(zy)|

= 0
D) D) 2 2)3/2 = 3/2 3/2 N
Va2 4+y2 (@22 +y?) (2|zy]) 232 ay  (2y)—(0,0)

—0 —1

(d): Ya sabiendo que la funcién es diferenciable y teniendo las derivadas parciales calculadas en cada punto,
solo resta ocupar alguna de las férmulas equivalentes para el plano tangente: Sea (xq, o) € R2, el plano
tangente al grafo de f esta dado por



P2.

Wzgy0) : 2 = f20,50) + <vf(ﬂco,yo)’ <3C _ IO) >

Y—1Y0

= f(xo,y0) + %(xo,yo)(x —x0) + %(xo, Y0)(Y — Yo)-

Si (z0,y0) es tal que 22 + y3 = 1, reemplazamos con lo calculado en (b) y obtenemos:

Hzg,y0) : 2 = ToYo sen(zoyo,) + yo((yg - x%) sen(zoyo) + Toyo cos(zoyo))(z — xo)
+ao((25 — y5) sen(yoo) + yowo cos(yozo)) (¥ — Yo)

u2—112

2

2 _ 2
u® — v L
f( 7uv), con f una funcién de clase C?, entonces

Considere el cambio de coordenadas parabdlicas x =

y y = uv. Muestre que si se define g(u,v) =

2

ef of 1 (99 0%
0x2 0y w2+02\ouz  on?)’

Demostraciéon: Notemos primero que con este cambio de variables tendremos:

br_m_ oy o _w_ oy,
du  uw O Ou w2 7 v

Calculemos entonces las derivadas de primer orden de g(u,v) = g(z(u,v), y(u,v)):

0 0 0 0 0
S0 = P o) + 5 @) o)
= U%(x, y)+ v%(l’,y)
a 0 0 0 0
) = S 5w + G ) G )
o5 of

= —Uaf(l‘ Y) +U@($ 'Y)

Veamos ahora los términos de segundo orden, notando que se tendrd que ocupar la regla del producto

en las multiplicaciones y la regla de la cadena en los términos a—(m, y) = == (z(u,v),y(u,v)) y ?(m y) =

or ox

5 (z(u,v),y(u,v)). Para simplificar notacién, en adelante omitiremos las variables en las que estdn evaluadas
Y

las funciones.



ou? ou ou
0 of 0 vg
or n oy
ou ou
of of
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- Oz b ou y ou

_of 0%fox  O0*f Oy 0*f 0x O%*f Oy
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- Oz tu 0x? +2m}8y8x+v Oy?

02 0?
donde ocupamos que, como f es de clase C?, el teorema de Schwarz nos asegura que / = / .
oxdy  Oyox

Similarmente obtenemos que

of of
v _(v5r) (5)

Ov? ov ov
2 2 2 2
OB DL (20 )

ox 822 Ov | dydz v dzdy Ov | y? v
of  20%f *f 2 0% f

=L 4221 2
Ox tv a2~ <% Oyox tu Oy?

Finalmente, sumando las expresiones anteriores se obtiene lo pedido:

0*f  O*f
(u2 + ”02) (83?2 + 8;42)

— =u

o2 T 902 v

d%g  9%g 282f 252f 282f 232f
@ 87:142 +v @ +u (97(7;2

P3. Se define la funcién f : R? — R como:
fz,y,2) = In(a? +y* + 2° +1).

Escriba la aproximacién de Taylor de orden 2 en el en torno a cualquier punto (zo, Yo, 20)-

Demostracién: Por comodidad usaremos R = x2+y%+22+1. Como no hay puntos conflictivos, procedemos
a derivar sin problemas:



83,; ’y? R
of 2y
Vi =|ay@rd | = | &
af 2ﬁ
E(*/Ea Y, Z) R
aa;‘Q »J 8338;1/ I 8.’1362’ IR 2R_4x2 _4xy .
a2f a2f 82f
yox 902 1 —4 2R — 4>  —4
VQf({)j7y7z) = 8yax(xayaz) ayz (I,y,Z) ayaz(x,y7z) _ ﬁ Ty Y yz
ot (z,y,2) °f (z,y,72) aif(x 2) —dzz —4yz 2R —4x?
920z 820y Y 9.2\ B Y

Sea (z,y, z) € R3 fjio, para (h1, ha, h3) =~ (0,0,0) el la aproximacién de Taylor es:

h3 h3
P2(h1>h2>h3) :f({I,‘7y7Z)+Vf({L‘7y7Z)T <h2> +(h1,h2,h3)V2f(x,y7z) (h’Q)
h3 h3

2$h1 2yh2 22h3
=R
et R T

2
2 (Rh% + Rh3 + Rh3 — 2hix? — 2h3y* — dhyhoay — 2h32° — 4hyhayz — 4h2h3yz)




