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P1. Sean A, B subconjuntos de R? .Demuestre las siguientes propiedades:

(a) Int(A) UInt(B) C Int(AU B)

(b) Adh(AN B) C Adh(A) N Adh(B)

(c¢) Int(AN B) =1Int(A4) NInt(B)

(d) Adh(AU B) = Adh(A) U Adh(B)

(e) Int(A) = ¢, si A es numerable.

Demostraciéon: En primer lugar, notemos que trabajando con identidades de conjuntos y ocupando que
Int(D)¢ = Adh(D¢), las propiedades (a) y (b) son equivalentes, al igual que (c¢) y (d).

En efecto, si sabemos que (a) y (b) son ciertas:

Int(A) UInt(B) C Int(A U B) <= Int(AU B)¢ C (Int(A4) U Int(B))*
<= Adh((AU B)¢) C Int(A)° N Int(B)*
<= Adh(A° N B°) C Adh(A4°) N Adh(B°)

Int(AN B) =Int(A) NInt(B) = <= Int(AN B)¢ = (Int(A) N Int(B))*¢
<= Adh((AN B)°) = Int(A4)° UInt(B)*
<= Adh(A°U B¢) = Adh(4°) U Adh(B°)

con lo que llamando A = A¢, B = B¢ (no es necesario, pero queda més claro), recuperamos (b) y (d). Luego,
basta con que probemos solamente (b), (c) y (e).

(b): Por la monotonia de la adherencia, como AN B C Ay AN B C B, tenemos que

Adh(AN B) C Adh(A) y Adh(AN B) C Adh(B) = Adh(A N B) C Adh(A) N Adh(B).

(c): Por la monotonia del interior, como ANB C Ay AN B C B, tenemos que
Int(AN B) CInt(A) y Int(AN B) C Int(B) = Int(AN B) C Int(A) N Int(B).
Para la otra inclusion utilizaremos la definicion:

Sea x € Int(A) N Int(B), queremos probar que 3r > 0 tal que B(z,r) C AN B.

Por hipétesis, como z € ANB C A, 3ry > 0 tal que B(z,74) C A, y de manera andloga, 37 > 0 tal que
B(z,rp) C B. Luego, tomando r := min{r4,rp}, tenemos que

B(z,r) C B(z,r4) C Ay B(z,r) C B(z,rg) C B= B(z,7r) C AN B.

Con lo cual concluimos que Int(A) N Int(B) C Int(A N B) y obtenemos la igualdad.
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(e): Razonando por contradiccidn, si Int(A) # ¢ podemos tomar un punto € A y un radio > 0 tal que
B(x,r) C A. Probaremos ahora que una bola tiene cardinalidad infinita no numerable:

En efecto, Vs € (0,7) consideremos Ay = (H78H + 1) € R, entonces

[Asz = 2| = |As = Af[J«] =

Es decir, A\;x € B(z,r). Luego, para cada elemento en (0,7) hay uno en B(z,r) (esto es una inyeccién de
(0,7) en B(z,7)), y como (0,r) tiene no numerables puntos, la bola también, por lo que no podria estar
contenida en A numerable... Contradiccién!

Concluimos entonces que Int(A) = ¢

Calcule formalmente interior, adherencia y frontera de los siguientes conjuntos y determine si son cerrados
o abiertos.

(@) A4y :={(+,(-1)*) eR*: ke N}
(b) Ay :={(x1,...,24) €R?: 2y €1}, con I C R el conjunto de los irracionales.

(c) Az :={(z1,72,73) ER®: 21,290,723 € [-1,1]}

Demostracion: Solo probaremos (a) y (c), pues (b) requiere tener conocimientos sobre densidad de tanto
racionales como irracionales en los reales.

(a): Notando que A; es numerable (estd indexado por elementos en N), tenemos que Int(A;) = ¢ por Pl(e).
Separando los naturales en pares e impares podemos escribir
1

2k +1°
B c

Ay = (& (%) e R2: ke N}U{( (—1)¥) € R : k € N}

%a

y por P1(a) Adh(A;) = Adh(B) U Adh(C). Tanto B y C son conjuntos definidos por sucesiones en R?
convergentes a (0,1) y (0, —1) respectivamente, pero estos puntos no estdn en el conjunto. Luego, nuestros
candidatos a adherencia son

Adh(B) = BU{(0,1)} y Adh(C) =CU{(0,-1)}

Solo probaremos esto B, pues para C es analogo.

(2) Como B C Adh(B), resta probar que (0,1) € Adh(B).

1
En efecto, tomando para cadan € N, z,, = (2—, 1) € B, es claro que z,, — (0, 1).
n

(©) Veamos que (BU{(0,1)})¢ C (Adh(B))¢ = Int(B¢). Para esto, tomemos x € BN {(0,1)}¢ arbitrario,
es decir ¢ # (0,1) y Vk € Nyx # (ﬂ’ 1), y probemos que en cualquier caso podemos formar una bola que
esté contenida en B€.

Siz = (x1,22) con xg # 1, sin pérdida de generalidad consideramos zo > 1 (el otro caso es andlogo), y
To — 1

podemos definir r := > 0. Con esto, para y € B).|__(z,r) cualquiera, tendremos que

1’2—171'2—%-1

> 1
2 2

T>foyuooz|332*y2|2932*y2:>y2>12*7‘:x27

Luego, como todos los puntos en B tienen segunda coordenada exactamente 1, y ¢ B, con lo cual concluimos
que By (z,7) € By z € Int(B°).



—I . 1
——, v lo mismo para z; > 5 con

Si zo = 1, pero 1 < 0 se puede utilizar un argumento similar usando r = 5

2!1)1 —1
r=—.
2
1
Como tltimo caso consideramos zo = 1y 21 € [0, 1/2}\{ﬁ : k € N}, es decir, 27 tiene que estar estrictamente

entre los puntos de la sucesién, esto es, que exista k € N tal que

1 1 1 1 1 1
e S - = . _ C(——
e Gury ) Mgy ) = 3> Ve st € GGy op)

donde la implicancia viene de la definicién de interior (o de abierto) aplicada al intervalo en R. Ademds,
para cada y = (y1,y2) tal que y1 € (x1 —e,x1 +¢€) se tendrd que y ¢ B, pues la primera coordenada seguira
estrictamente entre los puntos de la sucesién. En particular B(x,e) C B¢, con lo que en este caso también
x € B¢y Adh(B) = BU{(0,1)}. Concluimos entonces que Adh(A;) = A; U{(0,1)} U{(0,—-1)} = Fr(A;) y,

como el conjunto no coincide ni con su interior ni con su adherencia, no puede ser cerrado ni abierto.

(a): Notamos que

A3 = {($1,$2,1‘3) ER?’:xi S [—1,1], Vi= 1,2,3}
= {(z1,29,23) €R®: |2y < 1,Vi=1,2,3}

= {(z1,72,23) €R®: max |z;| <1}

— {2 eR?: ||z <1}
= By (0,1)

Con lo cual obtenemos directamente que Adh(As) = Az (la bola cerrada es cerrada).
Veremos ahora que Int(A3) = By (0,1) (en adelante se omitird la norma).
(2) Queda propuesto (sale del hecho que la bola abierta es abierta).

(©) Sea z € Int(As), es decir, I3r > 0 tal que B(x,r) € A3 = B(0,1). Tenemos que demostrar que
x € B(0,1).

Tomemos y = tx con t > 1, entonces

yGB(x,r)<:>||y—a?||<7“<:>|t—1|||xH<r<:>t—1<L<:>t<1+L

]| ]

Luego, considerando ¢t € (1,1 + ﬁ) y usando la hipétesis deducimos que
x
_ 1
tx € B(x,r) — tr € B(0,1) < [jtz] <1 <= ||z|| < 7 < 1=z € B(0,1)

B(z,r)CB(0,1)

con lo cual concluye la demostracién.

Finalmente notamos que Fr(A3) = {z € R? : ||2]|oc = 1} la esfera unitaria.



