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1 Regla de la cadena

P1. Considere el campo vectorial F : R? — R? definido por:

_ (f(f(@ ), 9(z,y))
Fle.y) = (g(g(%y),f(x,y)))

con f,g: R? — R diferenciable.

Utilizando apropiadamente la regla de la cadena encuentre Jp(z,y) en términos de f, g y sus
derivadas. Debe indicar donde estan evaluadas.

Solucion:

Consideremos las transformaciones:

L: R4 —  R?
(r,s,u,v) — L(r,s,u,v) = (f(r,s), g(u,v))

T : R2 — R?
(z,y) — T(x,y) = (f(z,9),9(x,v), 9(x, y), f(2,y))

Ambas funciones son diferenciables por ser composiciéon de funciones diferenciables. Ademas:
F(z,y) = (LoT)(z,y)

Por regla de la cadena:

Jr(z,y) = Jo(T(z,y)) - Jr(z,y)

Donde: i )_<%(T75) %(T,S) 0 0 >
n(r,s,u,v) = 0 0 S—Z(u,v) %(u,v)
%ﬁ@c,y) %;;@,y)
a(r,y) glz,y)
J — oz oy
7(z,y) g%(x,y) %(x,y)
% (z,y) S(x,y)
Asi, se obtiene:
T (T(x y)>:<%<f<w,y>,g<m,y>> HU@whglw) 0 0
| 0 0 % (g(x,y). f(z.y))  92(g(e,y). f(x.9))
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Finalmente concluimos que:

P2. Sea f: R? — R una funcién de clase C2. Considere el cambio a coordenadas parabdlicas
(u,v), con u € [0,00), v € (—00,00), dado por:

u2 — 2
T=—p y=w
Muestre que si se define:
u? — 2
glu,0) = F( )
Se tienen las siguientes igualdades:
1 0%g 0%
Af=——— | =+
(a) A7 u? + v? <8u2 * (%2)
0’f  O%f 0 f af 0%9 0%
(b) 22 (w‘aﬁ) T Wonty T 20r ~ ouz T 00

(c) Sea f(x,y) = (\/—\/-"EQ‘*‘ZP—J‘)COS(\/ x? 4+ y? + 1‘)—1—(\/ 2 +y? + x)sen(\/—\/ﬂ—l—yﬂ—:v).

Calcule Af.
Hint: calcule u(z,y) y v(x,y). Diga dénde estan evaluadas las derivadas parciales.

Solucion:

UQ—UQ

2

i) Se nos define g(u,v) = f( ,uv). Es posible notar la composicién:

g(u,v) = (f o h)(u,v)
Donde h(u,v) = (z(u,v), y(u,v)), una funcién vectorial. Ambas son funciones difer-
enciables por composicin.Luego, por regla de la cadena se tiene que:
Vg(u,v) = Vf(h(u,v)) - Jp(u,v)
En lo que sigue tomaremos h(u,v) = h y la funcin g siempre esta evaluada en (u,v).
Esta simplificacin la hacemos para no hacer tan engorrosa la notacién. Con esto:

dg, . f Oz of 9y

%(u, v) = %(h)au (u,v) + @UL) ou (u,v)
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9% of Of 1%

o (w0) = S () + G S 0)

Donde

Ox

%(u, v) =u

Ox

%(u, v) = —v

oy B

%(u, v)=v

oy B

%(u, v) =u

Derivando nuevamente:

0%g of 0*f Ox 0% f dy

G = (GG + o )
o*f ox Of .\ dy

o (gL m gty + S hm gy

Py of o f o f 2 f 2 f
s = L (Gw o Lm o) v (Zho-us Tlao)

De la misma forma se obtiene:

Pg  of o f P f o f 2 f
2= Ao (FEm cos g L) vu (-2Lm o+ S
Luego:

2 2 2 2
fea(w)+ 500 = [+ ] (G w0+ G

Por lo tanto:

a7 = s (540 + S )

Zro? \ gz " T ge2
% of o2 f o2 f o2 f o2 f
ii) W(u,v) = 6)g:(h)+u(a:EQ(h)wH—ayaw(h)-v>—l—v- (amgy(h)-u—i—w(h)-v)
&g _of P f O f P f O f
Gt = =Zhm o (GAM - o+ g g0 w) b (— g () (-0 + G A0 )
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&g &g of o f o o (0% >*f
W(Uﬂ)) - w(%”) =2 %(h) + 4uw - 8y8x(h) + (u” —v7) (8x2<h> - ayz(h))
0%g 0%g of 0% f 0’ f 0% f
@(Uav) - w(uvv) = Q%M) +4y- 8y0x(h) +2z <8$2(h) - ayz(h)>
2 _ .2
iii) teniendo que z = u, y = uv, sigue que u? = 2x + v? (de la ecuacin para x),

por lo tanto, remplazando en la ecuacin para y queda:
y=vV2zr+12 =1y =022+ = vt + 2002 -9 =0

Resolviendo la cuadrética para v?, queda

vP=—z+ a2+ 2 =v=\/Val+y2 -z

donde se toma la solucién con + pues —x + /z2 + y2 > 0. Remplazando este valor

de v en la ecuacin de z queda que u = \/\/2? + y? + x. Luego usamos la parte a)
notando que
9(u,v) = f(2(u,v), y(u,v)) = veos(u) + usen(v)

Por lo tanto

o a—g = —vsen(u) + sen(v)
u
° Og* _ veos(u)
Pu
dg
* 5 = cos(u) + ucos(v)
v
° 09" _ usen(v)
Pv

y usando i) queda que:

Af = uzilﬂ(vcos(u) — usen(v))

T Va2t 2t sen( \/Wx)
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P3. Sea f : R? — R una funcién de clase C%. Considere el cambio a coordenadas elipticas
(1,7), con 7 € R, ¢ € [0,27], dado por:

x = cosh(7) cos(v), y = sinh(7) sin(¢))
Muestre que si se define:
9(7, ) = f(cosh(r) cos(¢)),sinh(7) sin(¢)))

Se tienen que:

da? * oy sinh?(7) + sin?(v)

vy, o L (e
orz o2

Diga dénde estan evaluadas las derivadas parciales.

Solucion:

Se nos define g(7,v) = f(cosh(r) cos(¢),sinh(7)sin(¢)). Es posible notar la composicién:

9(1, ) = (f o h)(7, %)

Donde h(7,v) = (z(7,%¢),y(7,7)), una funcién vectorial. Ambas son funciones diferenciables
por composicién.Luego, por regla de la cadena se tiene que:

v9(7_7w) = Vf(h(’f,lﬂ)) : Jll(Tv'l/})

En lo que sigue tomaremos h(7,v¢) = h y la funcién g siempre esta evaluada en (7,1). Esta
simplificacién la hacemos para no hacer tan engorrosa la notacién. Con esto:

dg _of ,\ Ox of , . 0y
g(ﬂ@b) = %(h)g(ﬂw + a*y(@@(ﬂ?/’)
g _of ,, Ox of . 0y
%(77 Y) = %(h)%(ﬂ V) + @(h)%(ﬂ V)
Donde:

ox i

E(T, 1) = sinh(7) cos(1))

2:/:;(7’ 1) = — cosh(7) sin(¢))

gi(’l’, ) = cosh(7) sin(v))
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Jy
oY

Derivando nuevamente:

—2=(7,%) = sinh(7)cos()

2
% = cos(v) [gi(h) cosh(7) + sinh(7 ( — 62/53: (h)%(ﬂ @b))}
. of 0%f Oy
+ sin(v) [ay(h) sinh(7) + cosh(r < (9 a—gﬁ(h)a—q_(n w)ﬂ
Py _ of f 0*f :
92 = cos(1) [ax(h) cosh(7) + sinh(7 a— h) sinh(7) cos(¢) + ayﬁx( ) cosh(7) Sln(w))]
92
+ sin(v) [?}gjj(h) sinh(7) + cosh(7 (;;ay ) sinh(7) cos(¢)) + oy J;( h) cosh(T) sin(zb))]
De la misma forma se obtiene:
2 52 2
gng = cosh(7) [—(;:J;(h) cos(1) — sin(v)) < 830];( ) cosh(7) sin(¢)) + 8(?;8]; (h) sinh(7) cos(¢)>]
2 92
+ sinh(7) [—g‘;(h) sin(1)) + cos(v) (— aaxgy (h) cosh(7) sin(¢)) + ay J;( h) sinh(7) cos(¢)>]
Luego
82 82 ) . 62 82
G )+ 57 0) = sk () cos(0) + ot (1) s ()] (G ) + Gl

82 32 ) ) 82f 2f
G+ 5 8w = () +sint ()] (A + A )

Por lo tanto:

1 0%g 0%
A = ey e o+ ont)
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P4. [Propuesto] Considere el campo vectorial F : R? — R? definido por:

_ ([ 9(x,g(z,y))
Fle.y) = <g(g(:c,y),y))>

con g : R? — R diferenciable.
Utilizando apropiadamente la regla de la cadena encuentre Jp(x,y) en términos de g y sus
derivadas. Debe indicar donde estan evaluadas.
P5. Sean:
e s:R}—R
o fp:RZ—R
e gh:R2—R

Suponga que todas las funciones son de clase C* en sus dominios. Para cada uno de los

s e OF OF O°*F BF
siguientes casos, calcular % -, By iy DwdyI= cuando corresponda.

i) Fz,y) = f(9(x)k(y), 9(z) + h(y))
i) Flz,y,2) = f(9(z +y), My + 2))
F(z,y,z
Fl(z,

111) ,2) = s(x¥,y*, 2%)

iv) y) = s(x,g(z), p(z,9))

Debe indicar donde estéd evaluada cada derivada.

P6. [Propuesto] Considere f : R? — R, diferenciable en R?. Se define g : R? — R por g(z,y) =
f(U(l', y)7 U(.’L‘, y)), donde :

u(z,y) =x+y,v(r,y) =sen(r —y)

(a) Demuestre que:

2 2 2 2
0, 0, _ 0, 2 0
(yi) + (a—§> =2 (8%) + 2cos*(x — y) (8—5)
Explicite en donde estédn evaluadas cada una de las derivadas parciales.

2

(b) Verifique lo anterior para f(u,v) = v* — u - arcsen(v).

(c) Encuentre el plano tangente de la funcion f(u,v) anterior en el punto (1,0)

P7. [Propuesto] Sean ¢ : R -+ Ry ¢ : R — R con ¥,¢ € C2. Sea z(z,y) = zo(2) + ().
Calcule el valor de la siguiente expresion:

5 0%z ) 0%z 4 50?2
r— + 2x —
Ox? yaxay 4 Oy?
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P8. [Propuesto] Considere las siguientes definiciones sobre campos vectoriales y escalares cominmente
conocidas como operadores diferenciales:

e Para un campo vectorial F': R" — R™ tal que F' = (Fy, Fy, ..., F},) se define la divergen-
cia de F' como:

Div(F) = (V,F) =Y ?95 ()
i=1 "

e Para un campo vectorial F : R? — R? tal que F = (F}, I, F3) se define el rotor como:

Rot(F) =V x F = <3F3 _OF, OF\ OF; 0F, 8F1>

oy 0z’ 0z Ox ' Ox oy

e Para un campo escalar f : R” — R se define el laplaciano como:

Af =DV = (V.9 =3 2w
i=1 t

Se pide:

i) Sean F: ACR" - R"y f: ACR" — R ambas funciones C'. Demuestre que:

Div(fF) = fDiv(F) + (F,Vf)

ii) Sean F: ACR? - R3y G: ACR3— R? ambas funciones C'. Demuestre que:

Div(F x G) = (G, rot(F)) — (F,rot(Q))

iii) Sea F:R? — R? una funcién C?. Demuestre que:
Div(Rot(F)) =0
iv) Sean f: ACR" - Ry g:ACR" — R ambas funciones C?. Demuestre que:

Div(fVg—gVf)=fAg—gAf v A(fg) = fAg+gAf+2(Vf,Vyg)
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P9. [Propuesto] Sea f : R? — R de clase C?. Sabemos que el laplaciano de esta funcién estd
dado por

o%f  O*f

M=o oy

Considere el cambio a coordenadas polares (p, ), con p € [0,00] y 0 € [0, 27].:

x = pcos(f)  y = psen(d)
i) Muestre que si se define g(p,0) = f(pcos(0), psen(0)), para p # 0 se tiene lo siguiente:

0% 10g 1 9%
M =o2t oa T row

Diga dénde estan evaluadas las derivadas parciales.

ii) Sea f:R? — R definida por:

f(z,y) = Va? 4+ y?cos(arct(L)) — arct(g)sen(arct(%)).

x

Encuentre el laplaciano de esta funcion.

P10. [Propuesto] Sea f : R® — R una funcién de clase C2?. Sabemos que el laplaciano de esta
funcién esta dado por

O O*f O%f

Al = ox?  Oy? 022

Considere las coordenadas esféricas (1,6, ¢), con r € [0,00], § € [0,27] y ¢ € [0, 7]. Muestre
que si se define:

g(r,0,0) = f(rsen(p)cos(0), rsen(p)sen(d),r cos(p))

10 dg 1 0 0g 1 0%g
Af = —— [ 222 - - - - ZJ
/ r2 or <r 8r> + r2sen(p) dp <sen(gp) 8@) + r2sen?(p) 062

Diga dénde estan evaluadas las derivadas parciales.

10



Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas Universidad de Chile

P1.

Regla de la cadena en aplicacion a las EDP’S

Se desea modelar el comportamiento del calor en un disco en R?, dado que la Temperatura en
el exterior del disco es 1° y en el interior de este es 0°.
Es sabido que la EDP del calor es la siguiente:

T (z,y,
W = aAT(x,y,t)

para algiin a € R, siendo T la temperatura, (z,y) las coordenadas espaciales, t el tiempo y
AT su laplaciano.

Las condiciones que se supondran para modelar este problema, es que luego de un tiempo muy
grande, la variacién de temperatura es nula, lo que implica que AT = 0, la otra condicién es
que por la geometria del problema, la Temperatura dependera exclusivamente del radio y se
puede olvidar la dependencia de t en el tiempo grande (es decir, T'(x,y,t) = T'(z,y)).

El problema se modela con la siguiente EDP:

AT(z,y) =0 sil<a?+y%<36
P{ T(z,y)=0 sizx?+y?=1 (1)
T(z,y) =1 siz?+y>=36

i) Sea v : (0,00) — R de clase C?. Se define:
T(z,y) = v(r(z,y))
con r(x,y) = \/m Pruebe que:
AT(e,y) = "(r) + 10'(r)
ii) Usando la parte anterior, resuelva el problema (P).

i) Se tiene que:

92 2
AT(z,y) = G5 + 5%

Al derivar T por regla de la cadena se obtiene:

(2)% = 1)’(7')% =/ (r)—=2

= v = ()

Derivando nuevamente se obtiene:

11
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T
I
§lo
/N
13
N—

Andlogamente para y:

DT _ ()2 4 () —2
oz =V (Mg V(1) (2+y)2

Por lo tanto:
2 2
‘37:5 + ’37:5 ="(r) + 2v'(r)
ii) El problema se puede reescribir como:

V() + () =0 si 1<r? <36

P < vu(r)=0 st r? =1
v(r) =1 st r? = 36
Para resolver esto se resuelve la EDO definiendo u(r) = v/(r) luego por separacién de
variables:
d_ _dr
u T

integrando a ambos lados se obtiene

Aplicando exponencial a ambos lados:

Volviendo a la funcién v(r)

v(r)=A-In(r)+ B
Imponiendo v(1) =0 y v(6) = 1 se obtiene:

v(r) = )

In(6)

12
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y volviendo a las coordenadas iniciales.

T(x.y) = "™

In(6)

P2. Se tiene una cuerda atada a los dos extremos con tensién 7' y masa M, se define ¢ = 4/ % La
ecuacién de ondas de esta cuerda, se modela con la siguiente EDP:

P 1%

2 (l’,t) = Cigﬁ(xvt)

Sea u(z,t) ;= x+ct y v(z,t) ;=2 —ct,y f: R? = R de clase C?, para resolver este problema
se propone definir el siguiente cambio de variable, ¢(x,t) = f(u(x,t),v(z,t)).

0% f B

oudv

ii) Resuelva la expresién anterior y de la solucién general de la EDP en las coordenadas
originales.

i) Muestre que la ecuacién definida queda reescrita como

iii) Encuentre una solucién del problema de valor inicial:

02 1 92
87;5(55,73) - 6*287;20(93,75) =0

o(r.0) = 0 (x)
2 (2,0) = vo()

ot

iv) Pruebe que si yo(x) = 0y vo(z) = sin(x), entonces:

o(z,t) = %sin(x) sin(ct)

Hint: Recuerde la identidad Cos(x_y)gcos(x+y) = sin(x) sin(y)

Solucion:

i) p(x,t) = f(u,v). Aplicando Regla de la Cadena. Definiendo 7' : R?> — R? dado por
T(z,t) = (u(x,t),v(z,t))
Oy _of ou of ov
o (z,t) = ™ (u,v)ax (x,t) + R (u, v)ax (x,t)
0P oy = O %% o4 o O

13
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Luego:
Do 0 [0p of Ou of ov
022 8x<8x> 8x(8u 8:10) i 8x<8v 81‘)
&%@7(&g2+25ﬂfav+afy f(%> of 0%
ox2  Ou? \dx OvOu Oxr  Oudzx?  Ov? \ox Ov 0x2
Andlogamente:
0% 2f 2 Of ov  Of0%u  O*f rovN2 Of 0%*v
o2 T(E) T2 ou ot ou o T a2 (at) 0 082
Ahora, recordemos que u = x + ct, v = x — ct, por lo que
u_y v ou_
ar ~ ox ot a ¢
d%u 9% 9%u 9%
02 Y a2 TV e T

Reemplazando, se obtiene:
0? 0? 0? 0?
o _Of  ,Of  Of
ox?  Ou? ovou  Jv?
i82<p B 0% f _ 9 0% f n 0’ f
2otz Ou? Ovou  Ov?
La ecuacién de ondas nos entrega la igualdad de los términos a la izquierda de la igualdad,
por lo tanto los términos a la derecha seran iguales.

TN
u? Ovdu ﬁvQ Au? 8v8u /‘9/02

Luego se obtiene que:

0% f B
ovou

ii) Resolviendo:

&@fﬂ//dzi //M~$fuw—qm+@m

Asi, p(z,t) = c1(z + ct) + ca(x — ct)

14
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iii) Imponemos las condiciones iniciales:

o(x,0) = c1() + c2(z) = yo(z) (1)

%}f(x,O) =c-c(z) —c-cy(x) = vo(x) x: — c1(z) — ca(x) = i/z: vo(s)ds (2)

Resolviendo el sistema de ecuaciones (1), (2), se obtiene que:

n 1 z+ct
ci(x +ct) = (:c+ct)+/ vo(s)ds + k
2 2¢ Jq,
1 xr—ct
co(xr —ct) = y;(xct)%/xo vo(s)ds + k

Concluimos que:

o(x + ct) + yo(z — ct 1 [rte
pla) = DI L s
X

iv) Siyo(x) =0y vo(z) = sin(x)

x+ct
o(z,t) = 20/ sin(s)ds

—ct
1cos(z —ct) — cos(z + ct)
c 2

(P($7t) =

Utilizando el hint, tenemos que:

oz, t) = %sin(x) sin(ct)

15
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P3. El campo electromagnético (por ejemplo, la senal de televisién) que se propaga a través de
una seccién de largo Az de un cable coaxial puede ser modelado a través del siguiente modelo
circuital:

I1(z,t) LAz I1(z + Az, t)
£ /00 2

V(;- t) CAZ‘J_ V§(Z+AZ, t)
I

Z z+ Az

Asi, para cualquier punto del cable, se definen las funciones:

V:RZSR I:R2—>R
(z,t) = V(z,1) (z,t) = I(z,1)
Las cuales representan, respectivamente, el voltaje y la corriente en un punto z del cable en

un cierto instante t. Las constantes [ y ¢ corresponden a la inductancia y capacitancia por
unidad de longitud, respectivamente, y son valores conocidos de fabrica.

A partir de esto, y utilizando las leyes de Kirchoff, se obtienen las siguientes ecuaciones para
Vel

I
V(z,t) =V(z+ Az, t)+1-Az- gt(z,t) (2)
oV
I(z,t):I(z—i—Az,t)—}—c-Az'E(z,t) (3)
El objetivo del problema es determinar las funciones V' e I. Para ello, se pide hallar lo siguiente:

i) Reordenando apropiadamente las ecuaciones (2) y (3) y calculando el limite cuando
Az — 0 demuestre las siguientes relaciones, conocidas como ecuaciones telegréficas.

ov ol
@(zat) =—1I- a(z’t) (4)
ol ov
%(th) = —C- E(Zat) (5)

ii) Suponiendo que V e I son funciones de clase C2, utilice las ecuaciones telegraficas (4) y
(5) para obtener las siguientes EDP’S para V e I:

0*v 0%V
ﬁ(zvt) =lc- 2 (Zat) (6)
%1 *I

16
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iii) Demuestre que si se define u := ﬁ y dadas dos funciones Vi, V5 : R — R, ambas de clase
C?, la funcién:

Viz,t) =Wt — %)+ Valt +3)
Es solucién de (6)

) Demuestre que si se define R, := \/% y se consideran las funciones Vi y Va2 definidas en
¢), la funcién:

I(z,t) =5 Vi (t—2)
Es solucién de (7)

—Va(t+3)]
) Demuestre que las soluciones encontradas para V' e I satisfacen las ecuaciones telegraficas
(4) y (5).

Solucion:

) Reordenando las ecuaciones (2) y (3)

V(z4+Az z,
—l%{(zt) (= Atg Vi(zt)
_C_E)V

+Az ) —I(z,t
(2, 1) = SR
y tomando el limite cuando Az — 0, se obtiene

-1 %(z,t) = dv(z,t)
—c oV

0z
- S (z,t) = g—(z t)

) Derivando con respecto a z la primera ecuacién se obtiene

1. (8[(2 t)) _ 9’V
Dado que I € C?

52 (2,t)

15 (B(e1) = 5F

5z (2:1)
pero por la ecuacién telegréfica (5) se tiene que

0 ov 0*V
—l- 9 < c- 8t(z,?ﬁ)) 92 (z,1)

0?V

o*V
le- 52 (z,t) =

82(zt)

Con esto se obtiene la primera igualdad. La segunda se encuentra de forma similar
Derivando con respecto a z la segunda ecuacion

17
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2
—C- % (%(Z7t)) - %(27”

Dado que V € C?

o 2
—C- % (%(Z,t)) - %(zat)

pero por la ecuacién telegréfica (4) se tiene que:

o) oI 9?1
¢ 5 <—l ' &(z’t)> = @(2775)

0?1 021
lc- w(zz,t) =32 (z,t)

iii) Derivando con respecto a z:
Gt = Vit =3 S+ Vst +3) 3
GHE=V(=3) E+V(+3)
Derivando con respecto a t:
G (2 t) = VIt =)+ V3(t+3)

V(o t) = V't — 2) + V§'(t+ 2)

Notando que u? = llc por lo que % = lc, vemos que:
0*V - | . z, 1 1 " z ” z o0*V
St == 2) 4+ D) — = o (W= D)+ W+ D)) = le S (20)

iv) Derivando con respecto a z:
ety = (V=24 -Vit+ ) D)
2
gr(at) =g (V= 5) -2 - W(t+3) )

Derivando con respecto a t:
Gizt) =g (H(t-2)-Vi(t+2))
2
Gt =q - (W-3)-V(t+3)

18
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2

Notando que u* = i por lo que le? = lc, vemos que:

2
G = (W=D 3 -+ 3 @)

z z 2
=L (V- 2) V3 (t+ 2)) =le- Dh(z,1)

v) Por el apartado anterior tenemos que:
Gt = Vit =3 s+ V3t +3) -3
() = Vilt =) + Vil +3)
gty =g (V=3 - Vit +3) )
arlzt) =g (V=2 - Vit +12))

Notandoquel-R%:%:\/Eyu%RC:\/E~\/?:c

Vemos que la primera ecuacion telegrafica se cumple:

oV
0z

ol 1

UG ) =l (V- D) = V4 D))

R

y la segunda también:

oI 1

T BN NI VTP AN
(2,t) = =Vj(t u) U+V2(t+u) "

=g (Ve 2 Lo - D)

e Dty = e (Vo= D4+ 0))

19
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P4. [Propuesto] Sea f : R? — R una funcién de clase C2. Considere la ecuacién en derivadas
parciales.
ok 9? 0?
T N

“o22 T Pamay 2o T

i) Haga el cambio de variables f(z,y) = g(u(x,y),v(x,y)), donde:

u(z,y) =z +y
v(z,y) =2x +y

y calcule las derivadas de f en funcion de las de g.
ii) Muestre que g satisface la ecuacion:
82
9 _p
Oudv

iii) Resuelva la ecuacién anterior y entregue una solucién general de la ecuacién original.

iv) Encuentre una solucién particular que no sea la funcién nula ni un polinomio.
P5. [Propuesto] Sea f: R — R de clase C? que verifica la siguiente EDP:

2 2 2 2
o°f 1(8f+8f+8f>

0r2 A2 \ 9x2 oxdy Oy

Sea h(u,v) = f(u+v,v)
i) Demuestre que h verifica la EDP:

0%h 1 9%h
Ererial vl el (9)

ii) [Propuesto] Suponga que h(u,v) = g(u + Av) con g : R — R de clase C?. Muestre que
g satisface (9) y encuentre una solucién no trivial de la EDP (8).

20
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3 Teorema de Taylor

P1. Encontrar la mejor aproximacién de segundo grado para las siguientes funciones en el punto
descrito.

i ,y) = e*cos(z +y) en (z,y) = (0,0).

1y) = a2y + wcos(y) en (z,y) = (1,0).

Yy
ii Y
y) = 291 en (z,y) = (2,0).
Yy
Yy

)
)
iii)
)
)

V) fo,y,2) = (2% + 20y + y?)e* en (2,,2) = (1,2,0),

v Y, 2) = xy?2d en (x,9,2) = (1,2, —1).

s S S =

(z
(z
(z
(z
(z

Solucion:

i) Derivando:

o %(m, y) = e’ cos(z + y) — e”sin(z + y)
. gi(x, y) = —e"sin(z + y)

. gg(m, y) = —2¢"sin(z + y)

. gZé(J,, y) = —e” cos(z + y)

32f( )= 0*f
Oxdy “Y) = Oyox

luego en la férmula:

(z,y) = —€”sin(z + y) — €” cos(x + y), dado que f € C2.

Tr0,0)(z,y) = £(0,0) + V£(0,0)! (jj) +% (;j)t?‘lf(0,0) (i)

Troo(@y) =1+ 1 -2+0-y)+50-22 —1-ay—1-yz —1-4?)
Tenemos:
2

Tro0(r,y) =14+2 -2y — %

ii) Derivando:

Of () — 2 /
* 5, (@Y) =2y + cos(y)
o Z?J;(Jz, y) = 22 — zsin(y)

82
. ajé(w’y) =2y
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0% f
° aTJQ(%y) = —x cos(y)

0*f 0% f ) _ 9
° 920y (z,y) = g0 (z,y) = 2x — sin(y), dado que f € C~.

luego en la férmula:

Tra0)(@y) = £(1,0) + Vf(1,0)" <x - 1) . <9«“ ; 1>t,Hf(170> (m . 1)

Y 2
Trao@ ) =1+ (1-(z—1)+1-9)+ 50 (@ —12+2- (@ - Dy +2-ylz—1) —1-3?)
Tenemos:
Tra0)(@,y) =z —y + 2y — 2
iii) Los demds apartados quedan [Propuestos]

P2. a) Sea la funcién:

f(z,y,2) = 22y*2 + 3xy2 — 522y + 5z + (2 + yS)e*xz*y2 cos(zyz)

Encuentre su polinomio de Taylor de grado 6 en torno al punto (0,0, 0).
b) Sea la funcién:
f(z,y) = cos(x? + y) sin(3yz) + In(1 + z2y)
Encuentre el polinomio de Taylor de grado 12 de la funcién en torno al punto (0, 0).

Hint 1: Puede serle 1util recordar:
n
T
T __
*e= Z n!
n=0

oo _1)
. ln(x+1)zz( ) x" para |z| <1

n
n

=1
(=1)

e sin(z) = nz:;) m$2n+l
oo _1)
e cos(x) = Z ((273! zn

n=0

Hint 2: Para b) utilice cambios de variable adecuados.
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Solucion:

a) Primero recordar que si se tiene un polimonio de grado j su polinomio de taylor de grado
J, entorno al origen, es el mismo polinomio. Dicho esto, Como buscamos el polinomio de
Taylor de grado 6, basta analizar los términos polindémicos de f(z,y, 2)

22y*z tiene grado 7, y al ser multiplicacién de polinomios no entra al polinomio de
Taylor pedido. (Compruébelo)

o 3x1%z, b3z y b2y tienen grado 4,4 y 5 respectivamente, menores que 6, por lo que
entran en el polinomio de Taylor.

8 3 _x2_y2 -, . . . .
o (z°+y°)e cos(xyz) no es polinémico a priori, por lo que buscaremos sus poli-
nomios de taylor asociados, e* y cos(u) en torno al punto (z,y, z) = (0,0,0).

0 2 2\k
—x?—y? _ (_I -y )
¢ =, k!
k=0
y oo
cos(zyz) Z :cya: 2k
k=0
Luego:

© (L2 2k X (_qyi 4
(a8 +y8) -y cos(ryz) = (28 + 8 Z y ) Z ((211))' (acyav)QZ
k=0 i=0 '

Es facil ver que esta expresion tiene grado mayor a 6, con multiplicaciéon de polinomios,
por tanto no entra al Taylor pedido.

Con esto se deduce que:

Tr0.0.0)(@ Y, 2) = 3wz — 5y’ + 552

b) [Propuesto]

P3. a) Suponga que solo dispone de una calculadora con las 4 operaciones bésicas. Determine un
valor aproximado para:

0.97
V/15.05 + ¥/0.98
b) Calcular el valor aproximado de v/1.02 - v/0.97.

c¢) Calcular el valor aproximado de (0.99 - €0-2)3
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Solucion:

a) Usamos una funcién de tres variables que tenga la forma funcional acorde al problema. Sea
la funcién:

x
f(x7 y? Z) Y =
Vy+ 3z
y realicemos un taylor de orden 1 en torno al punto (1,15,1)
z—1
7}(1,15,1)(937 Y, Z) = f(]-a 157 1) + vf(]-a 15, 1)t Yy — 15
z—1
° g(m y,2) = 1
0 ™"y + =
0 _3
L4 8‘5(:{:73/72) - _g (y+ \3/5) 2
2
of x 3273
hd E(wayaz):_g(y—i_%) 2 3
af 1
—(1,15,1) = =
¢ 390( 15,1) 4
af 1
—(1,15,1) = ——
* 5, 1D =g
of 1
—(1,15,1) = ——
* 5 LI = oy
evaluando en Ty 15,1)(7, ¥, ) en el punto (0.97,15.05,0.98):
—0.03
Tr(1,15,1)(0.97,15.05,0.98) = f(1,15,1) + (}, — 135> —353) | 0-05
—0.02
equivalente a:
1 3.01
97, 15. 98) = - — —— =10.242161
Tr(1,15,1)(0.97,15.05, 0.98) 1 334 0 6
luego:
0.97 ~ 0.242161
15.05 + +/0.98

b) Usamos una funcién de dos variables que tenga la forma funcional acorde al problema. Sea
la funcién:
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y recordamos que siempre podemos conseguir una mejor aproximacion al comportamiento
de una funcién al realizar un “Taylor” de orden 2 en torno un punto. El punto escogido
p p )

por cercania, es (1,1).

Tran (@ y) = f(1,1) + VF(1,1)! <‘; B i) + % <«; - i)t,,{f(l’ 3 (:c — 1)

of Wy
® %(x’y)_Qﬁ
of VT
[ ] @<x7y) _33y2
O*f Yy
® ﬁ( 7y) _4\/1'*3
0% f 2,/
[ 873/2(:1:, )__93y5
0*f 0*f 1
¢ Gasay(x’y) = 8y8m(x’y) = W? dado que f € C*(Ry x Ry).
of V11
) a—x(l,l)—2ﬁ—§
of VT 1
"oV =TT
Pfoo V11
* oMV
Pf oy 2VL _ 2
¢ 0 2( 1) 9/15 9

am=2lany- A1
oxdy " oyox T 61912 6
evaluando en Ty 1)(z,y) en el punto (1.02,0.97):

11\ (002Y , 1/002\ (-1
Trn)(1:02,0.97) = f(1,1) + (2’ 3> (—0.03) T2 <—0'03> ( s

1002\ (202 00
7}(171)(1.02, 097) =1+ % — % + = < ) (0,024 2.0.03
2

1 0.02  0.03

1
Tr,0(1.02,0.97) = 1+ 5 0.02 - (~0.01) — 0.03 (0.01)]
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T(1,1)(1.02,0.97) = 1 — 0.00025
luego:
V1.02 - 7/0.97 = 0.99975

P4. [Propuesto] Obtenga la expansién de Taylor de orden 2 de la funcién:

f(z,y) = xlog(1 +y) + sin(z +y)

en torno a (0,0). Luego, pruebe que para 2?2+ 2 < % se tiene que :

3
2

f(x,y) = To(z, )| < (=] + [y])®

donde T5 es el polinomio de Taylor de orden 2.
P5. [Propuesto] Considere la funcién:
fl@,y) = e +bsin(a? +?).
Determinar los valores de a y b para que el plano tangente a la superficie z = f(z,y) en el

origen sea horizontal y el polinomio de Taylor de segundo orden centrado en el origen tome el
valor de 6 en el punto (1,2).
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4 Teorema de la funcién implicita

4.1 TFI y ecuaciones con incégnitas
P1. (Teorema de la funcién implicita en una ecuacién con dos incégnitas)
a) Considere una funcién f(z,y) € C! tal que para algiin punto (zg,yo) se cumple el teorema

de la funcién implicita. Entonces se tiene un intervalo abierto I, C R centrado en un
punto z¢ y una tnica funcién y(z) € C* en I tal que:

f(z,y(x)) =0, Vo € I,
Obtenga ¢/(z) usando regla de la cadena.
b) Considere la ecuacion:
23y —3xy +2=0

Ocupando el TFI en un entorno del punto (z,y) = (1, 2), vea si se puede definir implicitamente
a la variable y en funcién de z. Luego ocupe la parte i) para encontrar y'(z) segun el teo-
rema.

Solucion:

a) Usando regla de la cadena sobre la igualdad:

af de Of dy
- — 4+ —(z,y(z)) = (x) = € 1,
Despejando %(m) se obtiene:

dy P i)

T Vo € I,

b) Definiendo:
f(z,y) = 23y? — 3y + 2
vemos si se cumplen las hipétesis del teorema de la funcién implicita:
e f(1,2)=1-4-3-242=0
e f € C" por ser composicién de funciones continuamente diferenciables en R?
of

, of
- = 223y — —(1,2)=2-2—-3-1=1
. ay(af,y) z’y 3:vyay(, ) 3 #0

Por tanto, 317, V5 vecindades de 1 y 2 respectivamente, y una tnica funcién y(x) : Iy — V7,
y(x) € C* tal que:

f(z,y(z)) =0,V € I
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Ademaés por la parte a):

Ay N 3x2y?—3y
8:(¥) = —%y—a, Ve € i

P2. (Teorema de la funcién implicita en una ecuacién con tres incégnitas)

a) Considere una funcién f(x,y,2) € C! tal que para algiin punto (zg,yo, 20) se cumple el
teorema de la funcién implicita. Entonces se tiene una vecindad I, ) C R? centrada en
un punto (7o, yo) y una tnica funcién z(z,y) € C! en I (zg,y0) tal que:

f($7ya Z(‘/Ea y)) = 07 V(a:,y) € I(xo,yo)
Obtenga % y g—; usando regla de la cadena.

b) Considere la ecuacion:

223 — Byr =0
Ocupando el TFI en un entorno del punto (z,y,z) = (1,1,1), vea si se puede definir
implicitamente a la variable z en funcién de (z,y). Luego ocupe la parte i) para encontrar

% y (% segun el teorema.

c¢) Considere:

f(z,y,2) = cos(2?) + y2e” + xy + 22

Ocupando. el TFI en un entorno del punto (z,y,z) = (0,0, \/g), vea si se puede definir
implicitamente a la variable z en funcién de (z,y). Luego ocupe la parte i) para encontrar

Vz = (%, g—;). Encuentre ademas la matriz hessiana, H.,.

a) Usando regla de la cadena sobre la igualdad con respecto a la variable x:

of dr  Of dy Of 0z
%(‘/E>yaz(x7y))dx + aiy(:lﬁyvz(‘l’vy))@ + @(JH?J,Z(J/,:U))%(IL,@/) =0 V(l,y) € I(xo,yo)
Despejando gfc (x,y) se obtiene:

0z %(1’77 72(3773/))

%(179) = %f V(Z',y) S I(:ro,yg)

&(mayv Z(J’J, y)
Haciendo lo mismo para la variable y tenemos:
dy

of dr  Of v Of 0x,
aix(g;?y?z(x?y))diy + @(xvyvz(xvy))dy + @(xvyvz(xvy))aiy(l:?y) =0 V(‘T,y) € I(wo,yo)

Despejando g—;(x,y) se obtiene:
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f (.. ,
0z @(l,y,z(l,y))
—(x,y) = —— Y(x,y) € I,
oy ) L (g 2(0r0) (,9) € Lo g0)
b) Definiendo:
f(xaya Z) - ng - Zgyx

vemos si se cumplen las hipétesis del teorema de la funcién implicita:
e f(1,1,1)=1-1-1-1-1=0
e f € C" por ser composicién de funciones continuamente diferenciables en R3

af 3 9 af
L =28 — 2(1,1,1)=1-1-3-1-1-1=-2
® az(x7y7z) x 32 xyy az( ? ) ) 3 ;AO

Por tanto, 311 1), V1 vecindades de (1,1) y 1 respectivamente, y una unica funcién
2(w,y) : Lagy — V1, 2(z,y) € C! tal que:

f(xvyv Z(.’L’,U)) =0,Vz € I(l,l)

Ademés por la parte a):

0z (. _ 3zx27z3y

d?(‘ljay) — T 2353221y Vo € I(l,l)
0z _ —z3z

a0 (T, y) = — Pty VT € Ly

c) [Propuesto]
P3. (Teorema de la funcién implicita en dos ecuaciénes con tres incégnitas)

a) Considere un campo vectorial ﬁ(ac, y,2) = (Fi(z,y,2), Fo(z,y, 2)) € C! tal que para algiin
punto (zg, Yo, 2z0) se cumple el teorema de la funcién implicita. Entonces se tiene un inter-
valo I, C R centrado en un punto xg y dos tnicas funciénes z(z),y(x) € C! en I, tal
que:

F(z,y(x), 2(x)) = 0, Va € I,
Obtenga 2/(z) y 3/(z) usando regla de la cadena.
b) Considere las ecuaciones:
22yt +22=1
2?2 4+y?—y=0

Ocupando el TFI en un entorno del punto (z,y,z) = (0,0,1), vea si se puede definir

implicitamente a las variables z e y en funcién de x. Luego ocupe la parte i) para encontrar
0z ., Oy

92V 52 segun el teorema.
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Solucion:

a) Usando regla de la cadena sobre la ltima igualdad se obtienen dos igualdades correspon-
dientes a las funciones componentes de F":

e ) %Zl(w(@ @) g, @

2 (@), ) G+ G2 (), 20) ) + G2 o), () @) =0 Ve € Ly,

dy OF dz

(@) + -~ (@, y(2), 2(2)) - (2) = 0 Vo € L,

y en forma compacta lo anterior se reescribe como:

(B B () wen

Por tanto si se cumple el teorema de la funcién implicita se tiene que:

0Fy oFy -1 OF
v@)\ _ (8 ar !
Ue)--( &) (B)wer

Aplicando el método de la traspuesta de la adjunta, se tiene que:
! % 8F1 oF
vy (x
<z/Ex§> = —orrom orrory <_%ZF2 o7 ) <§FQ> Vi € I,
oy 0z 9z Oy 8’y 8y

4 yP 427 -1
2 +y? -y

b) Definiendo:
F (r,y,2) = <
vemos si se cumplen las hipétesis del teorema de la funcién implicita:

, 0+0+1-1\ (0
¢ F(O’O’l):< 0+0-0 >: (o)

e F € C', dado que sus funciones componentes estan compuestas de funciones continu-
amente diferenciables en R3

e Vemos si el jacobiano de la funcion F con respecto a las variables que se quieren
despejar, en este caso z e y, es invertible en el punto (0,0,1) (si tiene determinante

distinto de cero)
OF’ OF’
ﬁ; azl — 2y 2z
. = oL ok 2y—1 0

_ 2y 2z\| _ B

Luego:
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|J1[¢:yz(0,07 1)]=2#0
Por tanto, 3o, V(1) vecindades de 0 y (0, 1) respectivamente, y una tnica funcién
@(x) : Io = Vo), $(x) € C' tal que:
Fla, ¢(x)) = 0, ¥ € I con §(z) = (y(x), (x))

Ademas por la parte a):

o= () sty ) (e

P4. (Teorema de la funcién implicita en dos ecuaciénes con cuatro incégnitas)

a) Considere un campo vectorial F(z,y,z,w) = (Fi(z,y, z,w), Fa(z,y,z,w)) € C! tal que
para algin punto (zg, yo, 20, wo) se cumple el teorema de la funcién implicita. Entonces
se tiene un intervalo () C R? centrado en un punto (zg, o) y dos tnicas funciénes
z(z,y),w(z,y) € C! en I, tal que:

F(x,y,z(x,y),w(:c,y)) =0, V(ﬁ,y) € I(wo,yo)
Obtenga gi, g;,%; y 8y usando regla de la cadena.

b) Considere las ecuaciones:

2% + 2zy + y?w? =0

rywz =1
Ocupando el TFI en un entorno del punto (z,y,z,w) = (—1,1,—1,1), vea si se puede
definir implicitamente a las variables z y w en funcién de (z,y). Luego ocupe la parte a)

9z 0z
para encontrar z=, - am y ay segun el teorema.

c¢) Para el mismo sistema de ecuaciones de la parte anterior, usando el TFI vea si es posible
definir implicitamente a las variables:
dx Oz Oy Oy

e x ey en funcién de (z,w). Si es asi, encuentre 57, 57, 57 v 52 segln el teorema.
e z e z en funcién de (y,w). Si es asi, encuentre %’ (%7 g—z y 3—5} segun el teorema.
e z e w en funcién de (z,y). Si es asi, encuentre %, %’ %—f y %—Z seguin el teorema.
e 2z e y en funcién de (z,w). Si es asi, encuentre %, g—;, % y g% segln el teorema.
e w ey en funcién de (z,z). Si es asi, encuentre af, g’;, gz y % segln el teorema.
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Solucion:

a) Usando regla de la cadena sobre la dltima igualdad con respecto a la variable x se obtienen
dos igualdades correspondientes a las funciones componentes de F':

aFl+8F1@+%8ﬂ:0VxEI(

0z Ox 0z Ox 20,90)

8F2+8F28z+%8ﬂ:0Vx€I(

0z Ox 0z Ox 20,%0)

y en forma compacta lo anterior se reescribe como:

OF1 0F1 J0Fy
(aZI%Q <§Fg> <gw> <68F2> Vi € Iﬂﬁoyyo)

Por tanto si se cumple el teorema de la funcién implicita se tiene que:

OFy o\~ som
(gw> <6F2 %) <88F2> Vo € I(.Z‘() )
0z ow

Aplicando el método de la traspuesta de la adjunta, se tiene que:
oz L e} _0F dF
(3&”}) = T oFoR_oF R <_85”& 61@{”> (86F> VT € Lz yo)
oz 9z Ow ow 0Oz Oz 0z

Si derivamos la igualdad con respecto a la variable y el procedimiento se repite y se obtiene:
% 1 OFy 8F OFy o
bw | = ~orran_oron <_8<‘3””& of! ) aﬁ*’ V2 € Lag,y0)
dy 9z Ow ow Oz Oz 0z

3 2,2
= x2° + 2zy + yrw
Fayzw) = (75 12000

b) Definiendo:

vemos si se cumplen las hipétesis del teorema de la funcién implicita:

~ (=) (=1)-42-(-1)-1+1-1\ (O

o F(—1,1 1,1)( 1)1 (o1)-1-1 =,

e FeC 1 dado que sus funciones componentes estan compuestas de funciones continu-
amente diferenciables en R*

e Vemos si el jacobiano de la funcién F con respecto a las variables que se quieren de-
spejar, en este caso z y w, es invertible en el punto (—1,1, —1, 1) (si tiene determinante

distinto de cero)
. - (ga? 29;) _ <3$Z2 2wy2>
Fow — \ 52 o2 TYw TYz
Luego:

2 9 2
g | = ‘ (ZZJZ ;ZZ ) = 3z2% - zyz — 2wy? - Tyw
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[Jg (—1,1,=1,1)[ =3+ (=1)-1-1-2-1-1- (1) = =1 £0

Por tanto, 3I(_y 1), V(_1,1) vecindades de (—1,1) y (—1,1) respectivamente, y una tnica
funcién G(x) : [(—11) = Vi—1,1), P(w) € C! tal que:

Fa,y, @(z,y)) =0, Y(w,y) € I(1,1) con F(a,y) = (2(z,y), w(z,y))

Ademés por la parte a):

0z 2 3
=\ 1 TYZ —2wy 22+ 2y
(%ﬁ) — T BzzZayz—2wyZ-zyw <—:cyw 22 ) < Yzw V((E, y) € I(*Ll)

oz 2 2
o) 1 TYz —2wy 2z + 2yw
(83;) = T 3222 ayz—2wyayw (—xyw 3.@22 > < T2W v<$7y> S I(_l,l)

De forma compacta ¥(z,y) € I(_11):

Ta(zy) = 1 TYZ —2wy? 23+ 2y 2z + 2yw?
P\TY) = T seayz—swy ey —TYw R yzw T2W

Notamos que esto es:
‘]Lﬁ(xa y) = —[Jﬁzw (xv Y, z, w)]_l : Jﬁzy (I‘, Y, z, U)) \V/(ZL', y) € I(—l,l)

Que es la formula que se aprende en el curso para determinar el jacobiano de la funcion
implicita. Se debe notar que con esto se generaliza las derivadas de un funcion implicita y
esperamos que use esta formula, ya que si se realizaron los anteriores problemas usted ya
la dedujo usando regla de la cadena.

Los otros casos quedan [Propuestos].
P5. [Propuesto] (Teorema de la funcién implicita en dos ecuaciones con cinco incégnitas)

a) Considere un campo vectorial ﬁ(m,y,z,u, v) = (Fi(z,y, z,u,v), Fy(z,y, 2,u,v)) € C* tal
que para algun punto (xo, Yo, 20, U0, Vo) se cumple el teorema de la funcién implicita. En-
tonces se tiene un intervalo I C R? centrado en un punto (xo, %o, z0) y dos tinicas funciones
u(zw,y, 2),v(z,y,2) € C en I tal que:

ﬁ($7 y’ Z? u(x’ y7 Z)? U(Z'U? y’ Z)) = 6’ v(x’ y’ Z) E I
Obtenga %, g—;‘, %,%, %Z y % usando regla de la cadena.
b) Considere las ecuaciones:
utv+a? -y +22=0
v+ u? 4+ u—2zyz =0
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Ocupando el TFI en un entorno del punto (z,y, z,u,v) = (0,0,0, —%, %) vea si se puede

definir implicitamente a las variables u y v en funcién de (x,y, z). Luego ocupe la parte a)

para encontrar %, g—;, %,%, % y % segun el teorema.

Obs: Debe darse cuenta que los ejercicios anteriores se extienden mucho mas, tanto en ecua-
ciones como en incognitas.

P6. [Propuesto] Mostrar que las ecuaciones:
22—y —uwd+v+3=0

2xy+y2—2u+%4—%:0

Determinan funciones u(z,y), v(z,y) definidas para (x,y) cerca de (z,y) = (1,1) y tales que
2
u(l,1) =1y v(1,1) = —2. Calcular %,a‘igy en (1,1).

P7. [Propuesto] Sea f : R? — R, f € C3. Para cada z defina g, : R — R tal que g.(y) = f(z,y).
Suponga que para cada x existe un tnico y tal que g, (y) = 0. Si se denota por ¢(z) tal y,
demuestre que:

i) Si %(x,y) # 0 para todo (x,y), entonces c(z) es diferenciable y

R - AGEC)

21 (e, clx))

Indicacién: ¢, (y) =0 < %(x; y) =0
ii) Si d(x) =0, entonces existe un 7 tal que %(%?) =0y %(x,@) =0

P8. [Propuesto] Sea G(x,y, z) una funcién de clase C?(R3? R) tal que G(1,0,1) =0y

1 100
VG(1,0,1)= 0] , He(1,0,1)=[0 4 0
1 00 3

Muestre que existe un abierto U C R? que contiene al punto (1,0) y una funcin f : U C R? = R
de clase C2(U) tal que

f(L,0)=1 y Gy, f(x,y) =0V(z,y) €U

Calcule H(1,0).
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4.2 Recta tangente, plano tangente y recta normal

P1. a) Probar que el sistema

(=22 +(@y—-1)>+(z-20°=1
e 42— 22 =1

define dos funciones implicitas y = y(z), z = z(x) en un entorno del punto (z,y,z) =
(2,0,2).

b) Sea a la curva parmetrizada por a(z) = (z,y(x), 2(z)). Hallar el vector tangente a « en el
punto z = 2.

Solucion:

a) Tomamos la funcién F : R? — R? definida por

. o — 22 )24 (5—9)2 —
Floys) = (C7 0 L L

Verificamos las hipotesis del TFI:

e F(2,0,2)=0
_(2y—1) 2(2-2)
¢ Jﬁy,z o < xe™ -2z
luego

-2 0

9 _4 ‘ =8#£0

Por lo tanto, por el TFI se tiene que existe un entorno del punto (2,0, 2) en el que se pueden
definir las funciones y = y(z) y z = z(z) diferenciables tales que y(2) =0y 2(2) =2y
verifican el sistema.

Tp (2,0,2)] =

b) Sia(x) = (z,y(x), z(x)) es la curva definida por el sistema, entonces su vector tangente en
x = 2 esta dado por (1,9(2),2/(2)). ¥'(2) y 2/(2) se calculan con el TFI:

(L6)--( %) 0)-0)

Finalmente el vector tangente a la curva definida por a en el punto = 2 es (1,0, 1).
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P2. a) Probar que el sistema:
y2+22—$2+4:0
eVl —22=0
define dos funciones implicitas y = y(z), z = z(x) en un entorno del punto (z,y,z) =
(3,1,2).

b) Sea a la curva parametrizada por a(x) = (z,y(z),z(x)), calcular la recta tangente y el
plano normal a «(z) en el punto z = 3.

Solucion:

a) Definimos:

2 2 2
= Yy 42t —at 44
F($7y72):< ey—1+x_22>

= 1+4-9+14
® F(3a1a2): <€11+3_4>

e [ ¢ C' por ser composicién de funciones continuamente diferenciables.

{2y 2z
L] Jﬁzy - <ey1 —2Z>

Luego:

2y 2z 1
- | = — _dyz — 2zeY
|JFW\ ’ <ey_1 —22) ‘ dyz — 2ze

[Tz, (3:1,2)) = -8 —4=-125#0

Por tanto, 313, V(; 2) vecindades de 3 y (1,2) respectivamente, y una tnica funcién
@(x) : I3 = V(1,9), G(x) € C' tal que:

F(x,(x)) = 0, Va € I con §(x) = (y(x), 2())

= (1) - e (2 5) (P e

a(z) = (z,y(z), 2(x))

la curva que intersecta las dos superficies. Para la ecuacion de una recta tangente se necesita
un punto y un vector director d que sea tangente a la curva en x = 3, la derivada de la
curva en ese punto representa un vector tangente. Dicho eso:

d=a/(3) = (1,y(3),2(3) = (1,3,2)

y ademas:

b) Definimos:
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luego la recta tangente queda descrita por:
(%y, Z) = Ltangente()\) = (37 13 2) + )\(1, g, %)

con A\ un parametro real. Equivalentemente:

-1 z— 2
3 3

Para encontrar el plano normal en x = 3, se necesita un vector normal 1 a la curva en ese

—

punto. Es facil darse cuenta que este vector n = d (puede imaginar que la curva atraviesa
perpendicularmente este plano en = = 3). La ecuacién del plano normal queda dada por:

r—3
(hyly—11])=0
z—2
r—3
d,y—1])=0
z—2
1 T —3
+

y—1)+2(z—2)=0

wlout

r—1

P3. [Propuesto]
a) Probar que el sistema de ecuaciones:
2+ y’ + 22 =9
zy+2=0

define implicitamente = = z(z), y = y(z) en el entorno de (z,y, z) = (2,1, —2).

b) Si a(z) = (z(z),y(2), z) denota la curva definida por el sistema anterior, calcular la recta
tangente y el plano normal a o en z = —2.

P4. [Propuesto]
a) Probar que la ecuacién:
22y — y?x + 2% cos(wz) = 1
define una funcién implicita z = z(x, y) en un entorno del punto (x,y, z) = (0,v/2,1).

b) Hallar el plano tangente a la superficie z(x,%) en el punto (z,y) = (0,v/2).
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P1.

P2.

Teorema de la funcién inversa

[Propuesto] Un profesor del curso MA2001 esta enunciando el teorema de la funcién inversa
local como sigue:

Teorema: Sea f : R" — R" una funcién de clase C' en un abierto S C R", y sea a un punto
de S tal que J¢(a) es invertible. Entonces existen dos conjuntos abiertos A C S y B C f(S)
y una funcion g : R™ — R” tales que

1) ae Ay fla)€eB

2) A= f~4(B)

3) f es 1-1 en A (o inyectiva en A)

4) 9(B)=Ayg(f(z)) ==z, Ve eA

Un alumno realiza la siguiente premisa:

Dado que el teorema funciona localmente para un conjunto abierto S C R™ tal que en un
punto a € S, J¢(a) es invertible. Si aseguro que Jy(a) es invertible Va € S entonces podria
obtener una version el teorema de la funcion inversa global.

Otro alumno le dice que esta equivocado, pues acaba de encontrar un contraejemplo. El dice
que F : R? — R? definida por:

—

F(z,y) = (e” cos(y), e” sin(y))

no cumple su premisa en S = R?.
. Quién tiene la razon?. Justifique.
a) Sea T : R?® — R3 definida por:
T(u,v,w) = (20% — u?,uv,w + 1)
Muestre que T posee inversa local en torno a cualquier punto en el conjunto:
A= {(u,v,w) € R®: u,v # 0}
Encuentre Ademés Jp-1 para esos puntos.

b) Considere u,v > 0y aproxime el comportamiento funcional de 7! en un entorno del punto
(1,1,1).
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Solucion:

a) Verificamos las hipétesis del TFInv:

1) T € C! en su dominio.

—2u 4dv 0
2) |Jr|(u,v,w) = v u 0||=—2u?—4v°
0 0 1

Este determinante es cerosiu=v =0

Luego, es posible aplicar el TFInv localmente a puntos que esten en el conjunto A. Apli-
cando el teorema encontramos:

U —4v 0
Jr-1(u,v,w) = m —v  —2u 0
0 0 —2u? — 402

b) Usaremos la aproximacion de taylor de primer orden para T~!, es decir, encontraremos:

r—1

T(71 )(xvya Z) :T_1(1a1a1)+JT*1(17171) ly—1
1,1,1

o z—1

donde (z,y,2) son las nuevas coordenadas que se aplican en el espacio donde se aplica
T=1 es decir, T (z,y,2) = (u,v,w) y T(u,v,w) = (z,y,z) para el dominio donde se
puede aplicar localmente el TFInv. Dicho esto, como tenemos expresado Jp-1 en funcién
de (u,v,w) necesitamos (ug,vg,wg) asociado a T~1(1,1,1). Ese punto lo encontraremos
resolviendo el sistema:

T(u,v,w) = (20% — u?,uv,w + 1)(1,1,1)

de donde se obtiene que (ug, vy, wo) = (1,1,0). Con esto:

r—1
Tt (@9,2) = T7H L L) + (L 1,07 |y — 1
1,1,1
o z—1
1 —4 0 z—1
ET1$L%2%ZQJJD—% -1 -2 0|-[y—1
1,1,1
o 0 0 —6 z—1
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P3. Considere la transformacion definida por:

u —T(a: )_ x con —o0o < T <00
v) T\ g+ 2y + 42 —00 <y < 00

i) Determine todos los puntos (z,y) en los que el teorema de la funcién inversa garantiza

la existencia de una inversa local diferenciable de forma que z = z(u,v) e y = y(u,v).

oy 2y . .
Calcule == y ——— sin despejar explicitamente.
Ov © Odvou
ii) Encuentre explicitamente la inversa local z = x(u,v) e y = y(u,v) en una vecindad del

0
punto (1,—2) y calcule nuevamente 9.

ov

Solucion:

i) Consideramos T'(x,y) = (z,x + 2y +y?). Para que se campla el TFinv necesitamos que la
transformacién sea C'! y determinante del jacobiano sea distinto de 0. Vemos que T' € C!
v su determinante es:

Jr(z,y) = G 2(10+y>> = |Jr(z,y)| =2(1+y) <=y # -1

Para calcular las derivadas parciales pedidas usamos el TFinv:

Ox Ox . ( )
_ _ Y- 1 0 1 201+y) O
1 — 1 u Qu | = -
ou Ov
) dy 1 :
De aqui queda que == = ————. Para calcular la otra derivada notemos que
ov  2(1+vy)
Py _ 0%y
dvou  Ov Ou
Usando lo anterior podemos calcuar dichas derviadas:
dy ~1 ooy o -1 % 1

du 211y  vdu dv2+y) 201+y?  41+y)P

ii) Tenemos * = uy 2+ 2y +y> =v =y = —1+ /1 — (u—v). De las dos soluciones
tomamos la que posee un menos, pues estamos trabajando en una vecindad de —2, es
decir, y = —1 — /1 + v — u. Luego podemos calcular la derivada pedida:

oy 1 1

N 2\/1+v—u:2(y+1)
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P4. Considere la transformacion definida por:

U ¥ 0<z< oo
= = x
(U) T(@y) <:U2—|—y2> con { 0<y<oo

i) Suponiendo que esta transformacién es inyectiva calcule Jp y Jp-1 segun el teorema de
la funcién inversa.

ii) Calcular analiticamente y comprobar que su jacobiano coincide con Jp-1 encontrado en
la parte anterior.

Solucion:

i) Consideramos T'(z,y) = (£,2? + y*). Para que se cumpla el TFinv necesitamos que la
transformacién sea C' y determinante del jacobiano sea distinto de 0. Vemos que T' € C*
y su determinante es:

_y 1 2
e = (2 5,) = 1@l =-2(4%+1)
Este determinante no sea anula para (z,y) € R?. Para Jp-1 usamos el TFinv:
—1 -1 —1 2y -1
Jp (T(x,y) =@,y = ——— | 5, _§
2 (%2 + 1) 22
ii) Analiticamente se encuentra x = | /1;’7 ey = u,/ 13,z Encontramos Jp-1:
1 (=v) 1 1
2\/1“2 " (1+u?)? H2u 2,/ T Tru?
JTfl - tu o u
v + U X (=v) .U U o1
e 2\/1+vu2 (1+u)® 2 1+vu2 1o

2
. /JT.QU Y

Jr-1(z(u,v),y(u,v)) = 5707 -
w _9 v —u /l—l;uQ

14+u?

Que es el mismo determinante encontrado en la parte anterior en funcién de u y v
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P5. Las coordenadas polares en R? se definen por:

x r cos(f) 0<r<o
= T =
<y> (r,6) (r sin(9)>’ con { 0<0<2rm
i) Pruebe que esta transformacién es inyectiva y calcule Jr y Jp-1 segin el Teorema de la
Funcion Inversa, en los puntos donde exista.

ii) Calcular 7! analiticamente y comprobar que su jacobiano coincide con el Jp-1 encon-
trado en la parte anterior.

Solucion:

i) Probemos la inyectividad. Debemos comprobar que Y(r1,61), (r2,02) € (0,00) x [0, 27).
Si T(r1,01) = T(rq,02) entonces r1 = ry y 61 = 6. En efecto si:

T(r1,61) =T(r2,02)
es equivalente a:
r1cos(f1) = rocos(fz) y r18in(fy) = rosin(6s)

Elevando al cuadrado y sumando estas dos ultimas expresiones se tiene que r; = 79 .
Pero entonces, con esto se deduce que cos(f1) = cos(62) y sin(f;) = sin(f2) y el par
(cos(#),sin(#)) es inyectivo en [0, 27). Demostremos esto ultimo:

Dado que cos(f1) = cos(2) y sin(61) = sin(fz). Multiplicando la primera igualdad por
cos(61) y la segunda por sin(f;) se obtiene que:
sin(6;) cos(f2) = sin(f2) cos(61)
Usando una igualdad trigonométrica se tiene que:
sin(éh —03) =0<=60;, —0=0060; — 0 =7
pero si 01 — 0 = 7w entonces se cumpliria que:
sin(fy) = —sin(62)

y de lo anterior sabiamos que sin(#;) = sin(62), por lo que 6; — 02 = 0 lo que implica
que 01 = 05 , por lo que T es inyectiva en [0,27). Luego hay una correspondencia que se
representa graficamente:
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’——_H_._-_‘_‘_H—"_"t
8 I ¥ [
|

T =n N -
r X

—_— .
T
) y
=
aIJ
E

Ademas esta funcién es diferenciable para el dominio establecido. Veamos en que puntos
su jacobiano es invertible:

x

()= (S0 rsno)

(COS(H) —r Sin(e)) ’ — Ir]

|2 (r, 0)] = sin(6) r cos(f)

y r > 0, por lo que el jacobiano es invertible en el dominio estipulado. Con esto, utilizamos
el TFInv y:

B 1 (cos(8) —rsin(0) -t B rcos(f) rsin(f)
Jp-1(r,0) = [Jr(r,0)] 7! = (sin(@ r cos(6) ) = % (_ sin(6) cos(0) )

ii) Analiticamente se encuentra:

@ =T @y = (W)) para (z,y) € R* — {(0,0)}

Obteniendo el jacobiano de esta transformacién inversa encontramos que:

L y
Jpa(r(@, ), 0(z,y)) = (“”W ¢>

- 2 +y2 2 +y2

JTfl (T’(-’L'yy)ve(xay)) = \/xQITgP <_ \/m3+ ) \/ Qng 2)
T4y eTyY

Que es el mismo jacobiano encontrado en la parte anterior en funcién de (z,y)
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P6. [Propuesto] Las coordenadas elipticas en R? se definen por:

x ar cos(6) 0<r<oo
= T =
(y) (r,6) <brsin(9))’con{ 0<60<2rm ya.b>0
i) Pruebe que esta transformacién es inyectiva y calcule Jp y Jp-1 segin el Teorema de la
Funcién Inversa, en los puntos donde exista.

ii) Calcular 7! analiticamente y comprobar que su jacobiano coincide con el Jp-1 encon-
trado en la parte anterior.

P7. [Propuesto] Las coordenadas elipticas en R? se definen por:

x ar sin(0) cos(¢) 0<r<oo
y| =T(r,0,¢) = | brsin(f)sin(¢) |,con ¢ 0<fd<m yabec>0
z cr cos(0) 0<¢p<2rm

i) Pruebe que esta transformacién es inyectiva y calcule Jp y Jp-1 segin el Teorema de la
Funcién Inversa, en los puntos donde exista.

ii) Calcular 7! analiticamente y comprobar que su jacobiano coincide con el Jp-1 encon-
trado en la parte anterior.

P8. [Propuesto] Las coordenadas cilindricas en R? se definen por:

x rcos(f) 0<r<oo
y| =T(r,0,z)= | rsin(f) |,con ¢ 0<6 <27
z z zeR

i) Pruebe que esta transformacién es inyectiva y calcule Jp y Jp-1 segin el Teorema de la
Funcién Inversa, en los puntos donde exista.

ii) Calcular 7! analiticamente y comprobar que su jacobiano coincide con el Jp-1 encon-
trado en la parte anterior.

P9. [Propuesto] Las coordenadas esféricas en R? se definen por:

x rsin(6) cos(¢) 0<r<oo
y| =T(r,0,¢6) = | rsin(f)sin(¢) |,con ¢ 0< 0 <7
z r cos(0) 0<¢<2rm

i) Pruebe que esta transformacién es inyectiva y calcule Jp y Jp-1 segin el Teorema de la
Funcién Inversa, en los puntos donde exista.

ii) Calcular 7! analfticamente y comprobar que su jacobiano coincide con el Jp-1 encon-
trado en la parte anterior.
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P10. [Propuesto] Las coordenadas toroidales en R? se definen por:

x (Ro + rsin(6)) cos(¢) 0<r<oo
y| =T(r,0,0) = | (Ro+ rsin(f))sin(¢) |,con ¢ 0<0 <2 y Ry>0
z r cos(f) 0<¢<2r

i) Pruebe que esta transformacién es inyectiva y calcule Jr y Jp-1 segin el Teorema de la
Funcién Inversa, en los puntos donde exista.

ii) Calcular 7! analiticamente y comprobar que su jacobiano coincide con el Jp-1 encon-
trado en la parte anterior.

P11. [Propuesto] Sean f,g: R? — R continuamente diferenciables y F :R3 — R3 definida por:

—

F(x,y,2) = (f(2,y,2),9(x,y,2), f(x,y,2) + g(2, 9, 2))

Pruebe que F' no posee inversa diferenciable.
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6 Optimizacion sin restricciones

P1. Determine los puntos criticos y clasifiquelos (maximos, minimo, puntos sillas) en los siguientes

CasOs:
i) flay) =20 4yt — o =3y’
i) fz,y)=1-2)(1-y)(z+y—1)
i) f(z,9) = (20 + y)e 1"V’
iv) f(a,y) = wem @) 4 e (@Y
v) f(z,y) = xsin(y)
vi) f(z,y) =32° +y* — 9z — 6y + 1
vil) f(z,y) = (y — 2)%(x +y)
viii) f(z,y) = zye~@+v?)

Solucion:

i) Encontremos los puntos criticos de esta funcién:
3 (42 —1)=0 (1
Vf:<8$3 2$):<0> N x(4x ) (1)
dy” — 6y 0 y(2y* =3)=0 (2)
Casos:

o:széy:O\/y::I:\/g
1) (z,y) = (0,0)
2) (z,y) = (0,4/3)
3) (z,y) = (0,—/3)
e x£A0=y=0Vy= i\/g y de la primera ecuacion:
x:j:%

Con esto tenemos:

2) Ew,y><—;7o>
3) (2.9) = (3:1/)
1 (@y) = -3/}
5) (.9) = (3, —\/3)
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1 3
6) ($7y):(_§7_ 5)
Luego, notamos que existen 9 puntos criticos, para caracterizar la naturaleza de cada uno,
calculemos Hy.

2422 — 2 0

o Hy(+3,0) = (3 _06)-

Subdeterminantes: |H| =4, |Ha| = —24 = (3,0), (—1,0) son puntos silla.

o Hp(0,%,/9) = <_02 102>.

Subdeterminantes: |H;| = —2, |Ha| = —24 = (0, \/g), (0,—4/3) son puntos silla.

. Hf(i%,i\/g) = <§ 102>.

Subdeterminantes: |Hp| = 6, |Ha| = 48 = (%, %), (%, —\/g), (—%, \/g), (—%7 _\/g)

son minimos locales.

-2 0
o Hf(O,O)—<0 —6)
Subdeterminantes: |H;| = —2, |[H2| =12 = (0,0) es maximo local.

ii) Encontremos los puntos criticos de esta funcién:

(y-D@2z+y—2)\ (0 (y—1D2r+y—-2)=0 (1)
vf_((ﬂf—l)(2y+w—2)>_(0> - {(x—l)(2y+w—2)—0 (2)

Casos:
er=1=y=0VvVy=1
1) (z,y) = (1,0)

2) (z,y) =(1,1)
erx#Al=y=1Vy=2r+y—2. Siy=1= 2=0. Siy+#1 se tiene el sistema:
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20+2—-2=0
204+y—2=0
que tiene solucién (z,y) = (2, %). Entonces tenemos:

1) (z,y) = (1,0)

2) (z,y) = (1,1)
3) (z,y) = (0,1)
4) (z,y)=(3.3)

Luego, notamos que existen 4 puntos criticos, para caracterizar la naturaleza de cada uno,

calculemos Hy.
( 2y—-1) 22+42y-3
Hy(,y) = <2x+2y—3 2z —1)

-2 —1
o Hf(1,0) = (_1 0
Subdeterminantes: |Hy| = —2, |Hz| = —1 = (1,0) es punto silla

01
on(l,l)—<1 0/
Subdeterminantes: |H;| =0, |Hz| = —1 = (1,1) es punto silla.

0 -1
o Hy(0,1) = (1 2>.
Subdeterminantes: |H;| =0, |H2| = —1 = (0, 1) es punto silla.

2 2 -2 —2
o Hy(3,3) = <_% _23>
3 37 5 ‘H’
= 73 2 =

Subdeterminantes: |H;| = ) es maximo local.

Wl

= (2,

Wl

iii) Los demds apartados quedan [Propuestos]
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P2. Determine la naturaleza de los puntos criticos de la funcién:
f(z,y) = (az® + by2)e_(’”2+yz) 0<a<b
Para conocer los puntos criticos necesitamos imponer V f(z,) = 0:
2x6_($2+y2)(a —ar® —by?) =0

2y67(x2+y2)(b —ar® —by?) =0

Lo primero que notamos es que siz Z0Ay #0 = a=b —<+
Es claro que el (0,0) es punto critico

Siz=0 = y==+1
Siy=0 = z==+1

Por lo tanto habran 5 puntos criticos, para determinar su naturaleza calculemos el Hessiano.

2
g‘}; = (267(”2+y2) —4x e*(x2+y2))(a —az® — by?) — dazle @ Hv?)
x
2 2
a@éf = aaaf = —4a:ye_(m2+y2)(b —az® — by?) — dazye~ (@)
xdy yox
o’ f —(z*+y?) 2,—(a*+y?) 2 2 —(z%+y?)
a7 — 4P ) (b — aa® — by?) — dbye
(27 Ha—D) 0
o Hp(0,+1) = < : _4b61>,

Subdeterminantes: |Hi| = 2e 1(a —b) < 0, |Ha| = 2e71(b — a)4be~! > 0 por lo que los
puntos son maximos local.

o Hy(£1,0) = (‘4‘(‘)6_1 26_1(%_a)>.

Subdeterminantes: |H;| = —dae™! < 0, |Ha| = 2e!(a — b)dae™! < 0 por lo que los
puntos son de silla.
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P3.

o H;(0,0) = (20“ 20b>

Subdeterminantes: |Hi| = 2a > 0, |Ha| = 4ab > por lo que el punto es un minimo local.
Obs: Repita el problema en los casos 0 < b<a,a<b<0,b<a<0ya=h.

Considere la funcién de distribucién de probabilidad normal con pardmetros py o, f : R - R
definida por:

2

1 _(z—p)

f(z) = Voro2 € 207

Donde p € Ry o > 0. Sea {z1,x2,..,2,} un conjunto finito de nimeros reales fijo. Se define
la funcién de verosimilitud:

n

L(M7U) - H.f(mz)

i=1
El objetivo de este problema es encontrar los pardmetros (u*, 0*) que maximizan L. Encuentre
ademds el valor de L(u*, o).

Hint: En algunos problemas es conveniente usar aplicaciones crecientes que “mantenga” los
valores extremos de una funcién objetivo. Dicho esto, considere la aplicacién In(u) y apliquela
sobre la funcién L. Encuentre el méaximo valor que puede tomar L.

u)

—-n  _ (12
Notemos que L(u,0) = (2r0?) 2 e 2im1 5, , aplicando [n obtenemos que:

n

—nNn X; — 2
l(,0) = —-In(2m0?) = (202”’)

i=1

Luego para analizar sus puntos criticos igualamos el gradiente de I(u, o) a 0.

Ol 0) o~ (wi—p) o Srm
ou 72 o? =0=hi=

i=1

al(/uv U) o 2 _ Z:L:I(xl B :[j’)Q
oo 2(7 03 Z N

Para justificar que el punto encontrado es méaximo, calculemos H;(u, o):

77’L -9 xz #
Hy(p,0) = ( (xi—p) n 321 n1 o 2)

2251 T3 o2 o i1 (i — )
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Es claro que el primer subdeterminante es negativo, el determinante total es:

_n2 n n
TS i )+ (O )’

=1 =1

o4 o6

Luego al reemplazar en los valores 6ptimos se deduce que este término es positivo, por lo tanto
el punto antes encontrado era maximos locales de [(y,0) = maéximo locales de L(u, o)

P4. Suponga que se tienen n puntos en el plano como resultado de observar dos variables en un
conjunto de individuos, (z1,y1), ..., (Tn, yn). Se desea hallar una funcién lineal o recta que se
ajuste lo “mejor” posible al conjunto de observaciones. Dicha funcion debe ser descrita por:

y=mzx+b

donde m, b son parametros de la recta a determinar.

Como los puntos no estdn necesariamente sobre una recta, para cada (z;,y;) existe un error
asociado e; con i € {1,...,n}, tal que:

yi=mz; +b+e;, Vie{l,..,n}

Los errores o residuos pueden ser positivos, negativos o nulos.

Una manera de determinar m y b es a través del criterio denominado de minimos cuadra-
dos, que se expresa como el siguiente problema de optimizacion:

s.a. yi=mz;+b+e i€{l,...n}

Se pide:

i) Transforme el problema anterior en un problema sin restricciones, ; Cuéles son las incégnitas?

ii) Resuélva el problema sin restricciones y pruebe que se trata efectivamente de un minimo.
L Es global? ;Es tinico?
Hint: Para un conjunto de datos X formado por los x;, la varianza esta dada por
I~ 2 o : ;
Var(X) = - ZZ; x; —T° y es siempre no negativa.
iii) ;Qué condicién impodria sobre los datos para que el problema anterior siempre tenga
solucién?
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i) Notamos que e; = y; — mz; — b Vi = 1 : n, con esto transformamos el problema a uno sin
restricciones:

n

Min Z:(yZ — ma; — b)*

i=1
Como se describe en el enunciado las incégnitas de este problema son m y b, pues (z;, y;)
son conocidos.
ii) Aplicamos la condicién de optimalidad de primer orden:
n n 8 n
° % <Z(y7’ — mx; — b)2> = Z 87m[(y7, — mx; — b)2] = Z 2(yl — mx; — b)(—a}l) =0
i=1 i=1 i=1

* % (Z(yz - i — b)2> = Z %[(yz —mx; — b)*] = Z 2(y; —maz; —b)(=1) =0
i=1 i=1

i=1
Con algebra se obtienen la ecuacién:

n
PIEND LY D vt
=1

i=1 i=1 <TZ> _ 1
Z T n Z Yi
i=1 i=1

Para simplificar divimos todo por n obtenemos

1 n n
I A o
i=1 - i=1

b
T 1 Yy
Con 7,7 los promedios de los respectivos datos. Asi:
()= (3% 7] (e
b Zil i=1

X

—_

y

1 —T -
m* _ 1 1 n ) % Z Y; Ty
b* 1 n —T — Z ; i=1
n 4 - 7 =1
1=

1 n

Obs: Var(X) = — g x? — 72 con X el conjunto de datos formado por los z;. Com-
n

i=1

probamos que (m*,b*) se trata de un minimo, aplicamos la condicién de optimalidad de
segundo orden:
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n n
° a% ( —2(y;x; — mx? — bxz)> =2 fo
; i=1

. 68b< —2(yi—mzni—b)> =2) 1

7

3

2n

I

=1
o % (Z —2(y; — max; — b)) =2 Z 74, es la derivada cruzada y e;(m, b) es C?

i=1 i=1
Luego:
n n
2 Z z? 2 Z T
/Hez(m,b) (m7 b) = 1711 =1
=1
n n
1. 1Y,
/Hel(m,b) (mv b) =2n iT’Ll =1

1 2 =
/Hez'(m,b) (m,b) =2n| ™ ZZ:; i v
T 1

n

[He,(mp)l1 = 2 Zx? > 0 y tengamos en cuenta la propiedad del determinante |aA| =
=1

aF|A| donde k es la dimensién de la matriz A. Con esto, el segundo determinante es

1 n
Hes(mpyl2 = 4n? - ( Z i x2> > 0. Es obvio que queremos que |H,, ()2 7 0y eso
n
i=1
es lo que se deberda cumplir para que se tengan las condiciones de optimalidad para un

minimo.

Para la unicidad y globalidad de la optimalidad del punto (m*,b*) se puede argumentar
que la funcién e;(m, b) es convexa sobre un dominio convexo y ademds el tinico candidato
encontrado a 6ptimo es (m*,b*) (Esto se ver en el préximo capitulo). Por lo tanto, por
propiedad de funciones convexas, este minimo es global y tnico.

iii) La condicién que se debe cumplir, la aplicamos a ciegas en el anterior apartado y es que

la matriz:
1 n
2 —
n
i=1
T 1
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Tenga inversa, es decir, que su determinante sea distinto de cero:

1 n
p 2T T A0
i

n
C 1 : .
Esta condicién involucra que — E x? no sea igual promedio de los datos x;, lo que en
n
i=1
lenguaje de estadisticas es que la varianza de los x; no sea nula.

P5. [Propuesto]

P6.

a)

Considere la funcién de distribucién de probabilidad exponencial con pardametro A,
f : R — R definida por:

f(z) = e

Donde A > 0. Sea {z1,x2,..,2,} un conjunto finito de ndimeros reales fijo. Se define la

funcion de verosimilitud:
n

L) =[] £

i=1
El objetivo de este problema es encontrar el pardmetro A* que maximiza L. Encuentre
ademads el valor de L(\*).

Considere la funcién de distribuciéon de probabilidad poisson con parametro 6,
P : N — R definida por:
6re=?
P(z) = o

Donde 6 > 0. Sea {x1,x2,..,z,} un conjunto finito de ntimeros naturales fijo. Se define la

funcién de verosimilitud:
n

L) = [ f(=)
i=1
El objetivo de este problema es encontrar el parametro 6* que maximiza L. Encuentre
ademads el valor de L(6%).

Hint: En algunos problemas es conveniente usar aplicaciones crecientes que “mantenga’” los
valores extremos de una funcién objetivo. Dicho esto, considere la aplicacién in(u) y apliquela
sobre la funcién L. Encuentre el maximo valor que puede tomar L.

[Propuesto] Sea f(z,y) = —az3—3bzy*+15a2r+12y. Encuentre los valores de los pardmetros
a y b tales que la funcién f(z,y) tenga un maximo local en el punto (2,1). ;Es un maximo
global?
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7 Optimizacién con restricciones de igualdad

P1. Determine los maximos y minimos globales de la funcién

f(z,y,2) = 222 +y2 + 22 —xy

. 22 y2 22
sujeto a que 5 + 4 + 5 <1

Solucion:

Primero veamos que el conjunto definido por:

2 2 2
« €T z
Q:{($,y,Z)ER3:—+y7+7

<1
2 4 8_}

Es compacto, por lo tanto si aplicamos f sobre este conjunto, por Weierstrass, se deberian
alcanzar los extremos globales. Lo primero que haremos sera analizar el interior del conjunto
@ (desigualdad estricta) con las condiciones de optimalidad:

dxr —y 0 de—y=0 (1)
Vi=12y—= :<0> == (2y—xz=0 (2)
2z 22=0 (3)
De la tdltima (3) sabemos que z = 0. En cuanto a las dos primeras ecuaciones tenemos el
sistema:
dr—y=0 (1)
{Qy —z=0 (2

de donde = = 0 e y = 0. Vemos que este punto satisface la restriccién estricta (Pertenece al
interior del conjunto ). El Hessiano de f es:

4 -1 0
Hi(r,y,z)= | —1 2 0
0 0 2
Vemos los subdeterminantes:
4 -1 0
H(0,0,0) = | —1 2 0
0 0 2

Subdeterminantes: |Hy| =4, |H2| =7y |H3| =14 = (0,0, 0) es un minimo local.
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Es posible notar que f(z,y,2) = 222 + ¢ + 22 — xy > 0, pues 22 + y? > 22y > zy, V(7).
por lo tanto (x,y,z) = (0,0,0 =) es un minimo global.

Ahora analizamos la frontera del conjunto @ (con la igualdad) con la técnica de los mul-
tiplicadores de lagrange. El lagrangeano asociado al problema es:

Ly, 20) =207 + 2+ 22— oy — NG + % + 2 — 1)

Imponemos las condiciones de optimalidad:

oL
ox

)
)%:Zy—x—%zo
)%:2,2—%:0
)

oL _ z* |yt 22 _
=TTty —1=0

—_

=dr—y—Ax=0

W N

4

de 3) podemos ver que:
8z—Az=0

2(8—=A) =0
Luego hay dos casos z =00 A =8&:
Se tiene el sistema:

dr—y—Ax=0 (1)

2y—x—%: (2)

2 2
S -1=0 @
Multiplicando 1) por y y 2) por 2z y restando ambas igualdades se obtiene:

202 = y2

y reemplazando esto en la restriccion 3):

por lo tanto:

Luego tenemos los puntos:
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1) (z,y,2,0) = (1,V2,0,4 = v2) y f(1,v/2,0) =4 -2

2) (2,9,2,2) = (=1,-v2,0,4 = v2) y f(1,-V2,0) =4 - V2
3) (x,9,2,\) = (1, —v2,0,4 +v2) y f(1,—/2,0) =4 ++/2
4) (z,9,2,2\) = (=1,v/2,0,4+v2) v f(1,v/2,0) =4 ++/2

Se tiene el sistema:

e —y—8x=0 (1)
2y—x2782—y:() (2)

2 2
THT s -1=0 )

—dr—y=0 (1)
—2y—x=0 (2)
22 |yt 22

De 1) y 2) se concluye que z = 0 = y y junto a esto en 3) se obtiene:
z=42V2
Luego tenemos los puntos:

1) (z,y,2,A) = (0,0,/2,8) y £(0,0,v2) =8
2) (z,y,2,\) = (0,0,—v2,8) v £(0,0,—/2) =8
Luego, (z,y,z) = (0,0, ++/2) son méximos globales del problema restringido a Q.
P2. Una empresa quiere conocer la combinacién éptima de insumos K, L que producen una canti-
dad Q = 16 de un producto. La cantidad de produccién esta determinada por una funcién de

produccién, g(L, K) = 2K%? L%, Dados los precios asociados a los insumos rx = 1, wy, = 2,
el problema denominado minimizacion de costos que debe resolver la empresa es:

min f(L,K)=wrL+rgK
sa  g(K,L)=Q

i) Resuelva el problema P de la empresa. Explicite el valor del multiplicador de lagrange.

ii) Imagine que la empresa ahora quiere producir una unidad mas del producto, es decir,
@ = 17. Resuelva ahora el nuevo problema P’ de la empresa.

Hint: 8.53 ~ 17.347
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iii) Encuentre la relacién aproximada entre los costos minimos de los problemas P, P’y
el multiplicador de lagrange para el problema P , ;Cudl es la interpretacién para el
multiplicador de lagrange en este problema?.

Solucion:

i) Para resolver el problema aplicamos el método de los multiplicadores de lagrange:

L(L,K,\) =2L+ K — \(2K*25L05 _ 16)
Las condiciones de primer orden implican que:

1) 95 =2- X205 - K9®L705) =0

2) 95 =1 - X\(2-0.25- K~0T[05) =0
si dividimos por dos la ecuacién 2), podemos igualar esta a la ecuacién 1). sigue que:

2-0.5- K—0.75L0.5 =)-0.5- KO.QSL—O.B
De donde:

K=1L

Aplicando ésta relacion en la restriccion de igualdad se obtiene que

L=K=16

con A = 4 multiplicador de lagrange asociado y costo éptimo de 48 u.m. Para comprobar
que (L, K, \) = (16,16,4) es minimo aplicamos el criterio del hessiano orlado: El hessiano
orlado para un problema de optimizacién en R? tal que £(x,y,\) € C? esta dado por:

0 99 99

_ | 99 9%*L 0%L
Ho(z,y,A\) = | 52 57 05

g  0°L 9L
Oy  Ozdy Oy?

En nuestro problema:

0 1 1
Ho(16,16,4) = | & S
(’)( 3 ) ) 2 16 32
1 1 3

4 32 64

el analisis que se hace en este caso es diferente pues el primer subdeterminante del hessiano
orlado siempre es cero y el segundo subdeterminante siempre es negativo. Por tanto, quien
decide la naturaleza de los puntos criticos es el tercer subdeterminante o el determinante
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total de la matriz. Si este determinante es positivo tenemos un maximo, si es negativo
entonces es un minimo. El determinante del hessiano orlado del problema es:

3

Hp(16,16,4)| = ——
por tanto se concluye que el punto es un minimo
ii) Notamos que la condiciones de optimalidad no cambia ( Solo cambia que @ = 17), es

decir, K = L. Sustituyendo en la restriccion se obtiene que K = L = 8.55 ~ 17.347 (se
puede probar con el hessiano orlado que es un minimo) y el costo 6ptimo es 52.04 u.m.

iii) Vemos que 48 +4 = 52 y por tanto, la interpretacién para este problema, de acuerdo a la
parte i), es que si la empresa decide aumentar la cantidad de producto en una unidad, el
costo Optimo (o minimo costo) crecerd aproximadamente en un factor A = 4.

P3. Dos individuos pueden intercambiar sus recursos. Se sabe que el individuo 1 tiene como
recurso inicial manzanas y naranjas definidas por el vector | = (m,n) y el individuo 2 tiene
como recurso inicial para intercambiar pldtanos y uvas definidas por el vector k = (p, u), con
m,n,p,u > 0. Ademads, se conocen sus preferencias o funciones de utilidad dadas por:

ul(:vl,yl) = aln(xl) + (1 — a) ln(yl)
uz(w2,y2) = Bln(z2) + (1 — B) In(y2)

Con 0 < a, 8 < 1 pardmetros conocidos. Se desea encontrar la cantidad de recursos de inter-
cambio (x7, 25, y],v3) que maximiza la utilidad conjunta, es decir, la suma de las utilidades
de los individuos. El problema (P) puede modelarse como:

max ¢ ui(z1,y1) + (1 — 1) - uz(22, ¥2)
x1,22,Y1,Y2
s.a Ty +xT2=mM+Dp
Yyi+y2=n+u
Donde 0 <t < 1 representa la importancia que se le asigna a las utilidades de los individuos.

i) Resuelva el problema (P), Vt € [0, 1]

ii) Encuentre e interprete el resultado cuandot =1,t =0y ¢t = %

Solucion:

i) La funcién lagrangeana asociada al problema es:

L(x1,y1, 22, Y2, \, pr) = ur (1, y1)+(1—t)-ua(x2,y2)—A(z1 + 22 —m —p)—p (y1 + y2 —n — w)

Las condiciones de primer orden nos entregan las ecuaciones:
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oL ta
oL (1—t)p
2) — =
)(9:]32 T2 A
oL  t(1—a)
3) — =
)ayl 1 a
oL 1—-t)(1—
y L, 0008
Y2 Y2

De 1) y 2) se obtiene:
1. tao = A1y
i. (1—1t)8 = Ax2
y sumando estas:
ta+ (1 —1)8 = Xa1 + x2) = A(m + p)

Andlogamente para 3) y 4) se obtiene:

t(1—a)+ (1 =1)(1=B) = py +y2) = pn+u)

de donde:
\_ta+(1-1)3
N m-+p
ML E R
Con esto
e af=t = (mtp)
a+(1—-1t)p
L (A=t (1?8
R e S Py G AL
. L tl—a) t(l— ) I
T R [ R
L -n0-8) _ a-na-p
BT T araopao Y

0<t<1.

ii) a) Para t =1 se tiene:
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«
o x{za(m+p):m+p

o z5=0

1 —
TS Elz;(n—ku):n—i-u
° yé*:(]

y el problema (P) solo maximiza la utilidad del individuo 1 con uy(z7,y}), es decir,
solo nos importa que gane el individuo 1, el conserva su recursos y adems gana los
del individuo 2. El invididuo 2 , enojado, pierdo todo, “simbolizado” por su utilidad
ug(x3,y3) muy negativa.
b) Para ¢t = 0 se tiene:
e 27 =0

e r5=m+Dp

Oyik:O

o Yy =n+u
y el problema (P) solo maximiza la utilidad del individuo 1 con ug(23,y3), es decir,
solo nos importa que gane el individuo 2, el conserva su recursos y adems gana los
del individuo 1. El invididuo 1 , enojado, pierdo todo, “simbolizado” por su utilidad
ui(x],y]) muy negativa.
c) Parat =1 se tiene:

«
° 1] = (m +p)
a+p
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P ()

(1-a)+(1-7)
y el problema (P) maximiza la utilidad conjunta del individuo 1y 2 cuando se les otorga
la misma importancia, cuando cada uno sabe cuanto tiene el otro para intercambiar.

(n+u)

1 1
la utilidad conjunta esta dada por i (xT,97) + 51@(;1;5, ys)

P4. Se desea determinar los valores de los parametros a, b para los que la funcién:
f(z,y,2) = 2% +y? + 2azy + 2bz
Presenta en P = (1,1,1) un méximo local sobre la esfera de ecuacién:
?+yt+22=3
Para esto proceda como sigue:

i) Plantee el problema a resolver. Vea si P satisface la restriccién asociada al problema.

ii) Usando la técnica de los multiplicadores de Lagrange, encuentre A(b) que garantize que
P es punto critico, donde X es el multiplicador de lagrange asociado al problema.

iii) Defina:
g(z,y, 2) = 2% + y? + 2azy + 2bz — A(b)[z? + y? + 2% — 3]
Encuentre el Hessiano de g en el punto P, Hy(P).
iv) La forma cuadrética de un Hessiano H de dimensiones 3 x 3 se define por:
Qi (ur, uz, uz) = (uy, ug, uz)H(u1, ug, uz)*
Encuentre la forma cuadratica asociada a Hy(P)

v) Una condicién suficiente para que P sea méaximo local es que Q,(P) (u1,ug,us) sea
definida negativa sobre el plano tangente a la esfera en el punto P dado por la ecuacién:

ur +uz +uz =0

Convierta Qy,(p)(u1, u2,u3) = gy, (p)(u1, u2)
vi) @y, (p)(u1,u2) se dice definida negativa si gy, (p)(u1,u2) < 0,V(u1,u2) # (0,0). ;Cudl es
la condicién para que P sea maximo local?
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Solucion:

i) Como se describe el enunciado, el problema a resolver es:

max x2 + y? + 2azy + 2bz
sa. 2?2 +y?+22=3

y queremos que P sea maximo, por lo tanto debe satisfacer la restriccién de igualdad.

Esto se verifica en P, pues:

1+1+1=3
ii) Usando la técnica de los multiplicadores de Lagrange, se obtiene:
1) oL =2r+2ay — 2 z =0
ox
2) oL =2y+2axr —2\y=0
Ay
oL
3) — =20—2X2=0
) 0z :
oL
4) a:xz—i—y?—i—zQ—B:O

Como queremos que P sea punto critico (Condicién de primer orden), se tiene que cumplir

que:
VL(1,1,1,A\) =0

Por tanto, las anteriores ecuaciones se transforman en:

oL
) D +2a 0
oL
2) — =242a—-2XA=0
) 3y + 2a
oL
3) — =20—2X=0
) 0z
1) y 2) nos dicen que:
AMa)=a+1
3) nos dice que:
A(b) =b
de donde se deduce que:
b=a+1

iii) Con A(b), el hessiano de g esta dado por:
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21-0) 20b—1) 0
20b—1) 2(1—b) 0
0 0 —2b

iv) La forma cuadratica queda dada por:
Qu(u1,u2,uz) = 2(b — 1) (u? + u3 — 2ujuz) — 2bu3
v) Con la ecuacién dada se tiene:
Qu(ur,uz, —uy — ug) = qa(ur, uz) = (2 — 4b)(ui + u3) + dusuy
vi) Para que:
g (ur,uz) = (2 — 4b) (u2 + ud) + dugug < 0
Se tiene que cumplir que:
duyug < 2(2b — 1) (u? + ud),V(uy, uz) € R? (10)
Conocemos una desigualdad tipica:
Quiue < (u% + u%),V(ul,ug) € R?

también:
durug < 2(u? +u3),V(u, uz) € R (11)

Si hacemos el contraste entre (15) y (16), la tnica posibilidad para que P sea méximo
relativo es que:

1<2b—-1=2<2b=1<bD

y con la dependencia de a(b) = b — 1 se concluye que

b>1, a>0
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P5. Calcular el punto més alto que tiene la curva generada por la interseccién de las siguientes
superficies:

?+y?+22=6

20 +y—2z2=2
El problema a resolver sera
max z

sa. 24yt +22=6
2r4+y—2=2

El lagrangiano asociado a este problema sera:
ﬁ(x7yvzu/\17)\2) =z = )‘1("172 +y2 +22 - 6) - )\2(2$+y —Z — 2)

Derivando e igualando a 0.

a7£::—2)\1$'—2A2=0
5t
7:—2)\1];—)\2:0

9y
a—£:1—2)\1z—i-)\220
e

2 2 2 @
%)\El Tty +z 6=0

Manipulando las ecuaciones se obtiene la ecuacion cuadratica para y
155> =10y — 1 =0
2

5
de y pues se quiere maximizar la coordenada z.

Donde se concluye que y = % + % T = % + % %, z= —% + 13—0 %, se usa el signo positivo
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P6. Encuentre el volumen del mayor paralelepipedo rectangular de coordenadas positivas tal que
sus lados son paralelos a los ejes coordenados y estd inscrito en un elipsoide de ecuacion

n 2

E %:1 a; >0 VYie{l,..n}
as

=1 7

i) Plantee la optimizacién a resolver

ii) Resuelva el problema antes encontrado.

Solucion:

Como el objetivo es maximizar el volumen de un paralelepipedo de coordenadas positivas, es
claro que la funcion objetivo sera:

Luego el problema a resolver es

=1
n
@
s.a E — = 1
as
i=1 "t

Escribiendo el lagrangiano asociado:
Lz, \) =[] =2 -1
i=1 i=1 1
Para optimizar lo siguiente debemos igualar el gradiente del lagrangiano a 0.
oL - H?:l €T; B 2)\$i

ox; ; a%

n J;2 n

= [[zi=22% />
Qax

=1 ¢ i=1

=0

n
= nl_[:lcZ =2\
=1
2
= n2\— =2\
7
* a;
n

<

N|=
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n2

n n
— [1=- 15
i=1

Con lo que hemos resuelto el problema.

P7. Sea f(x,y) = 2% + y?. Considere el problema (P) definido por:

i)
ii)

iii)

min  f(z,y)

sa.  (x—1P3—y?=0

Justifique, sin usar calculo diferencial que (1,0) es el punto minimo del problema (P).

Transforme (si es posible) el problema (P) en uno sin restricciones y determine el punto
minimo del problema resultante. Discuta su resultado con la parte a).

Determine si el problema (P) puede ser resuelto mediante el Teorema de Lagrange. Dis-
cuta.

Solucion:

i)

i)

Como la justificacién debe ser sin calculo diferencial. La tnica alternativa es usar la
definicién de punto minimo. Se debe comprobar que (1,0) satisface la restriccién de
igualdad y que f(1,0) < f(x,y) para todo (x,y) tal que (z — 1)3 — y? = 0. Claramente
(1,0) satisface la restricciéon. Para comprobar la desigualdad f(1,0) < f(z,y) cuando
(r —1)3 — 9% = 0, hay que notar que:

(z—-1P2-y*=0= (z—-1)3>0
Ya que 32 > 0, y por lo tanto:

(:U—1)3—y2:0:>{ zié
Lo que a su vez implica que:
2? +y* > 1= f(1,0)
lo que comprueba que (1,0) es punto minimo de (P).
Transformando el problema a uno sin restricciones dado que (z —1)% = y2, Obtenemos la
funcién de una variable:

o(@) =2® + (@ = 1)

Si se aplican las condiciones de ler y 2do. orden para determinar el punto minimo de g,
se comprueba facilmente que tal aplicacién no es posible ya que ¢'(z) = 0 implica que:

27+ 3(x —1)2=0
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iii)

Y este ecuacién no tiene solucién en R. Por lo tanto el reemplazo (z — 1)? = y* en el
problema (P) no permite resolver el problema original, puesto que el reemplazo no toma
en cuenta las restricciones x > 1y y > 0. Se concluye que ambos problemas no son
equivalentes.

Cémo f(z,y) = 22 +y% y g(z,y) = (x—1)3—y? son funciénes continuamente diferenciables
en R?, entonces el punto minimo de f restringida a g(x,y) = 0, puede obtenerse mediante
la solucion del sistema de ecuaciones entregados por la condicion de primer orden aplicado
a la funcién lagrangeana:

£($7y,)\) - J/’Z +y2 -\ [(LU - 1)3 _y2]
que es:
. %(%97)\) =22 -3\Nz—-1)2=0
. %(w,y,)\) =2y —2\y=0
Y este sistema no admite solucién en R?. En efecto, de la segunda ecuacién resulta \ = 1
6y =0.Si\=1, la primera ecuacién es 2z — 3(x — 1)? = 0 la cual no tiene solucién en

R. Siy = 0, las ecuaciones 2z — 3\(z —1)2 =0y (z — 1) — y? = 0 no tiene solucién para
v A. Ya que:

(r—-1P=0=a=1
y (z,y) = (1,0) no satisface la otra ecuacién:
2—-3\x—1)2#0

Por tanto el problema (P) no puede ser resuelto por la técnica de los multiplicadores
de lagrange. La razén es que no se cumple una de las condiciones del teorema de los
multiplicadores de Lagrange que se refiere a la independencia lineal de los vectores gra-
dientes de las funciones asociadas a las restricciones en el punto minimo. En el problema
sabiendo que (1,0) era minimo se debié chequear el vector gradiente Vg(1,0) era no nulo
(condicién para que sea linealmente independiente). Lo que efectivamente no se cumple,
pues Vg(1,0) = (0,0).

P8. Hallar la minima distancia entre la elipse 22 + 2y?> = 6 y la recta x +y = 5.
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Solucion:

Graficamente ya se puede analizar el signo de los puntos que encontraremos

m__
o
F=
L 1l L 1l 1
N
o
dl
=:3
=

Dicho esto tenemos que minimizar una distancia. La funcién distancia entre puntos con dos
coordenadas es:

(@1, m), (22,92)) = V(21 — 22)% + (41 — 12)?

y ademas necesitamos que los puntos esten en la elipse y la recta respectivamente. Es posible
utilizar como funcién objetivo

F((@1, 1), (w2,52)) = (w1 — 22)* + (11 — 12)°

y luego aplicar la funcién raiz al resultado (;Por qué?). Dicho esto, sea (x1,y1) y (x2,y2) los
puntos que descansan en la elipse y en la recta respectivamente. El problema a resolver es:

Min (21 — 22)? + (y1 — y2)?

s.a. 23 +2y2 —6=0
To+1y2—5=0

El lagrangeano asociado al problema es

L(w1,y1, 72, Y2, A\, 1) = (21 — 22)% + (11 — y2)® — M@T + 2y — 6) — p(22 + y2 — 5)

Aplicamos las condiciones de primer orden:

oL

1) 871'1 : 2(1'1 — $2) =2\x
oL

2) o 2(y1 —y2) =4y
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3) (323—2(901—962):#
4) gyi:—?(m—yz):u
5) %:x%+2y%—6:0
6) (Z'j:x2+y2—5:0

Las ecuaciones 1) y 3) implican que:
— U= 2)\331

Las ecuaciones 2) y 4) implican que:

—p =4 y1 = 2X - (2y1)

De donde se deduce que:
1 =2y

y esto debe satisfacerse en al restriccién de la elipse, por lo que:

(2y1)* + 27 = 6

6y = 6

Yyl = +1
por lo tanto:

xTr = +2

De la gréafica del problema vemos que el punto que buscamos necesariamente tiene que ser
(x1,y1) = (2,1). Con esto, notamos que en las ecuaciones 3) y 4) se cumple:

—2(z1 —x2) = —2(y1 — ¥2)
2(z1 — x2) = 2(y1 — y2)
(1 —22) = (y1 — ¥2)
(2—22) = (1 —y2)
14 ys = a2
y esto debe cumplir en la restriccién de la recta:
14+y24+y2=25

2yp = 4
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P9.

P10.

P11.

por lo tanto:

Asi el punto 6ptimo del problema, es:

('xl?ylvavyZ) = (2, 1,3, 2)

Este es un minimo y es global. Se puede argumentar desde el dibujo del problema. Por lo
tanto la distancia minima entre la elipse y la recta es:

F(2,1),32)=2-3°+01-2?%=2

f((27 1)7 (37 2)) - \/i

[Propuesto| Considere el problema

n
s.a. E a;x;i =0b
i=1

Donde a;,c;,b > 0 son constantes. Muestre que el valor éptimo de la funcién objetivo esta
dado por

e

f(x*):f

[Propuesto] Una caja rectangular sin tapa tiene un drea de 32 cm?. Encontrar las dimensiones
de la caja de modo que su volumen sea maximo.

[Propuesto] Hallar la mayor y menor distancia entre el elipsoide 22 +4y% + 22 = 1 y el plano
x4y + 2z =2. (Nota: Ambas superficies no se intersecan).
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P12. [Propuesto] Hallar la mayor y menor distancia entre el punto (0,0,2) y la esfera definida

por:
2+ (y—1)2+22=1

P13. [Propuesto] Hallar la mayor y menor distancia entre el origen de coordenadas y el cono

definido por

(2 —1)? + (y—2)° = 22
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