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4.-Espacios Vectoriales

» [Espacio Vectorial]:
Dado un grupo abeliano (V,+) y un cuerpo K.
Diremos que V' es un espacio vectorial sobre I
siy solo siVa, 8 € K, Ve,y e V :

EV1: (A + p)z = Az + [z.

EV2: Az +y) =z + \y.

EV3: \(fz) = (A\B)=.

EV4: 1.2 = z, donde 1 es el neutro multiplicativo
del cuerpo K.

w

» [Subespacio Vectorial]:
Sea un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K.
Diremos que un subconjunto U # () de V, es un
subespacio vectorial (s.e.v.) de V' si cumple:

e Vu,veU,ut+velU
e VAe K, VvueU, \uelU

» [Caracterizacién Subespacio Vectorial]:
Sea un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K.
Diremos que U es s.e.v. de V si cumple:

e Oy € U (U no vacid)
e UCV
o VA, A € K, Yu,us € U, Mqui + Aaus € U

» [Combinacién Lineal]:
Dado una coleccién vy, ..., v, de vectores en un
espacio vectorial V' y de escalares Aq,..., A, en
K.Denominamos combinacién lineal a la suma
ponderada de vectores:

n
> Aivs
i=1

» [Independencia Lineal]:
Dado el conjunto de vectores {x1,...,x,}, dire-
mos que es linealmente independiente si:

=1

Con \; € K escalares.

[Conjunto generador]:
Sea V' un e.v., diremos que los vectores
{v1,...,vn} CV generan V siy solo si:

{v1, ey, 1) =V

Observaciéon: Como {v1,...,v,} C V, la in-
clusion ({v1,...,vn}) € V se tiene por defini-
cion de espacio vectorial. Luego solo basta ver:
Vo e V,3{\i}7; CK tal que v = Y1 Ao

[Base]:
Dado un e.v V sobre un cuerpo K, diremos que
el conjunto de vectores {v;};_; es base de V siy
sélo si:

1. {vi}l, es li.

2. {vi}}-, genera V.

[Proposicién 1]:

Dado un e.v V, B = {v;}!" | es base si y sélo
si Vv € V, v se escribe de manera tnica como
combinacién lineal de los vectores del conjunto
B.

[Proposicién 2]: Si X = {v1,...,v,} CV es un
conjunto generador, entonces es posible extraer

un subconjunto B = {v;,,...,v;,} que es base de
V.

[Proposicién 3]:
Si B={v;}, esbasede V,y X = {w;}], con
m > n, entonces el conjunto X es l.d. .

[Teoremas de dimensién]:

1. Sea dim V = n. Si {v;}"; es Li. o genera,
entonces es base.

2. Sea U s.e.v. de V, luego dim U < dim V,
mas auin se tiene que dim U = dim V =
Uu=V.
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[Teorema de completacién de bases]:
Dado un e.v. V con dim V = n, y un conjunto
de vectores Li. {v1,...,v,}, con r < n, entonces
existen vectores v,41, ..., Un, tales que el conjunto
{v1,...,un} es base de V.

[Suma de espacios vectoriales]:
Sean U, W s.e.v. de V, se define:

U4+W={veVv=u+w,ueclUweW}
Observacién: U + W es s.e.v. de V.

[Suma Directal:

Sean U, W s.e.v. de V, diremos que Z = U+W es
suma directa de U y W, denotando U & W = Z
si Yv € Z se escribe de manera unica como :

ueUweW.

vV =u+w,

[Caracterizacion de la suma directa]:
Dado V e.v. y U,W, Z s.e.v. de V, entonces:

UeW=Z«(Z=U+W)ANUnNW ={0})

[Dim de la suma directa]:
Sea V de dimensién finita.

1.SiV =U®W y V, entonces dim V =
dim U + dim W

2.8V =U+ W y V, entonces dim V =
dim U+ dim W —dim UNW

5.-Transformaciones lineales

[Transformacién lineal]:
Sean U y V e.v, llamaremos transformacién li-
neal a toda funcion T': U — V tal que:

1. Yuy,ug € U, T(u1 +uz) = T(u1) + T (u2)
2. Vue U\ e K, T(Au) = \T'(u)

» [Propiedades elementales]:

1. T0)=0€V
2. T(—u) = =T(u)

3. T eslineal siy solo si VA1, Ao € K, Vuy,us €
U.

T()\lul + )\QUQ) = )\1T(U1) + )\QT(UQ)

» [Composicién e inversa de lineas|:

1I

e SeanT :U — V yL:V — W lineales.
Luego LoT : U — W es lineal.

e Sea T : U — V lineal y biyectiva. Enton-
ces T71:V — U es lineal.

» [Kernel]:

Sea T : U — V lineal. Se define el Kernel o
Nucleo de T' como:

KerT = {z € U|T(z) =0}

Observacién: KerT es un s.e.v. de U, llamare-
mos nulidad a dim KerT.

[Imagen]:
Sea T : U — V lineal. Se define la imagen de
T como:

ImT ={veV|FueUT(u)=v}=T)

Observacién: I'mT es un s.e.v. de V, llamare-
mos rango a dim ImT.

[Biyectividad de T1:
Sea T': U — V lineal.

1. T es inyectiva si y sélo si KerT = {0}

2. T es isomorfismo si y sélo si KerT = {0} y
ImT =V o equivalentemente dim ImT =
dim V y dim KerT =0

3. Si T es inyectiva entonces {u;}_; es Li. =
{T(u;)}e es 14
[TNI]:
Sean U,V ev’s, y T : U — V lineal, tal que
dim U < oco. Entonces:

dim U = dim KerT + dim ImT

[Teoremas de inyectividad y epiyectivi-
dad]:
Sea T : U — V lineal.

1. Si dim U = dim V entonces T inyectiva <
T epiyectiva.

2. Sidim U > dim V entonces T no es inyec-
tiva.

3. Sidim U < dim V entonces T no es epi-
yectiva.

4. U2V dimU=dim V.
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» [Matriz representante]:
Sea T : U — V lineal, y sean Sy = {u1,...,un} v By = {v1,...,un} bases de U y V respectivamente,
entonces llamaremos matriz representante de 7' con respecto a las bases Sy y fv a la matriz Mg, 3, (T)
que se construye a través de los coeficientes obtenidos al expresar cada T'(u;) como combinacion lineal
de los vectores de la base By, es decir:

T(uy) = ai1v1 + a21v2 + ... + A1, a1 a2 - Qg

T(uy) = a12v1 + a22v2 + ... + amavpy, as1 a2 - Q2n
Mg, p, (T) =

T(un) = A1pV1 + 202 + ... + Ay Um Aml1 am2 - Omn

» [Matriz representante de la composicién]:
Sean T : U — V, L : V — W aplicaciones lineales, tales que Sy, By v Bw son bases de U,V y W
respectivamente, entonces se tiene que:

MﬁUﬁW (L © T) = Mﬁvﬁw (L>M5Uﬁv (T)

Observacion: En particular, podemos notar que T = idy o T' o idy, luego si nos piden encontrar la
matriz representante de 1" con respecto a las bases § y Bl (de U y V resp.), siempre podemos pasar
por las bases canénicas (8 y (') si es que esto hace el proceso mas facil, de manera que M 35 (T) =

— T _
UB—V3
idy 1dy

U,f—— V5

» [Matrices semejantes|:
Dos matrices A y B se dirdn semejantes si existen matrices P y ) invertibles tales que:

A= PBQ
Si Q = P! diremos que las matrices son similares.

» [Rango]:
Sea A € Myy, se define T' : R® — R” tal que T'(x) = Az. Llamaremos rango de la matriz A a la
dimensién de la imagen de T', es decir r(A) = dim ImT.

» [Propiedades del Rango|:

(1) Dos matrices A y B son semejantes si y solo si r(A) = r(B).
(1) El rango de una matriz es el numero de columnas (filas) Li.

(1) r(AB) < min{r(A),r(B)}.
(1v) Sea A € M,,, se tiene que r(A) = r(A") < min{p, q¢}.
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