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8.-Formas Cuadráticas

[Forma cuadrática]:
Dado una matriz A ∈Mnn simétrica, definimos
q : Rn → R por q(x) = xtAx, en donde llamamos
q por forma cuadrática.

[(Semi) Definida positiva/negativa]:
Sea A ∈Mnn simetrica, diremos que

(i) A es definida positiva si ∀x 6= 0 xtAx > 0
(ii) A es semidefinida positiva si ∀x xtAx ≥ 0

(iii) A es definida negativa si ∀x 6= 0 xtAx < 0
(iv) A es semidefinida negativa si ∀x xtAx ≤ 0

Observación: A es definida (semidefinida) po-
sitiva ssi −A es definida (semidefinida) negativa.

[Equivalencias definida positiva]:
Sea una matriz A ∈Mnn simétrica. Las siguien-
tes proposiciones son equivalentes:

(i) A es definida positiva.
(ii) Los valores propios de A son positivos.

(iii) El método de Gauss permite escalonar A
con pivotes siempre positivos utilizando so-
lo matrices elementales de suma.

[Descomposición de Cholesky]:
Dado una matriz A ∈ Mnn, esta admite una
descomposición de Cholesky si existe matriz R
triangular inferior, cuyos terminos de la diago-
nal son estrictamente mayores a 0, tal que:

A = RRt

Observación: A es definida positiva si y solo si
admite una descomposición de Cholesky.

[Forma canonica]:
Dado una matriz A ∈ Mnn simetrica, su forma
cuadratica sera

xtAx = xtPDP tx = (P tx)tDP tx

Si hacemos el cambio de variable y = P tx llega-
remos a la forma canonica:

xtAx = ytDy =
n∑
i=1

diy
2
i

[Homotecia]:
Dado una matriz A ∈Mnn simétrica y su forma
cuadrática xtAx, tenemos que existe matriz L in-
vertible tal que si z = Lx entonces en terminos
de las variables z la forma cuadratica se expresa
como q̄(z) = z2

1 + ...+z2
p−(z2

p+1 + ...+z2
r ), donde

r = rango(A) = numero de valores propios 6= 0
y p = numero de valores propios > 0

[Cónicas]:
Llamaremos cónica en R2 al conjunto solución
de la ecuación:

ax2 + by2 + 2cxy + dy + fx = e

La cual se puede escribe matricialmente como:

vtAv + gtv = e

Con v =
(
x
y

)
, A =

(
a c
c b

)
, g =

(
d
f

)
. Si

además A = PDP t, tendremos que:

vtPDP tv + gtPP tv = e

Y con los cambios de variables u = P tv y
ḡ = P tg llegamos al a expresión canonica de la
conica:

utDu+ ḡtu = e⇔ λ1u
2
1 + λ2u

2
2 + f̄u1 + d̄u2 = e

[Identificando Cónicas]:
Dado una conica del tipo:

λ1u
2
1 + λ2u

2
2 + f̄u1 + d̄u2 = e

Tenemos que:

(i) Si λ1 = λ2 = 0 tenemos
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• Conjunto vació si y solo si d̄ = f̄ = 0
y e 6= 0.
• Recta si y solo si d̄ 6= 0 o f̄ 6= 0 o
e = 0.

(ii) Si λ1 6= 0 ∧ λ2 6= 0 tenemos que si llevamos
la expresión a la forma λ1(u′

1)2 +λ2(u′
2)2 =

ē

• Elipse si y solo si λ1 6= λ2 y (λ1, λ2, ē >
0 ∨ λ1, λ2, ē < 0).
• Circunferencia si y solo si λ1 = λ2 y

(λ1, λ2, ē > 0 ∨ λ1, λ2, ē < 0).
• Hipérbola si y solo si λ1λ2 < 0 y ē 6= 0

.

• Recta si y solo si λ1λ2 < 0 y ē = 0.
• Punto si y solo si λ1λ2 > 0 y ē = 0.
• Conjunto vaćıo si y solo si (λ1, λ2 >

0 ∧ ē < 0) o (λ1, λ2 < 0 ∧ ē > 0)
(iii) λ1 6= 0 Y λ2 6= 0, supongamos, por ejemplo

que λ1 = 0, en sistema se puede llevar a la
forma λ2(u′

2)2 + f̄u′
1 = ē, en donde:

• Recta si y solo si f̄ = 0 ∧ ē
λi
≥ 0, con

λi 6= 0.
• Conjunto vaćıo si y solo si f̄ = 0 ∧

ē
λi
< 0, con λi 6= 0

• Parábola si y solo si f̄ 6= 0
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