Universidad de Chile

fef

Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas

MA1102-3: Algebra Lineal
Profesor: Jaime San Martin
Auxiliar: Felipe Herndndez Castro

Auxiliar 13 - Ortogonalidad
17 de diciembre de 2018

Resumen

(a) W+ es un subespacio de R™.

(b) R" =W @ W+.

» [Conjunto ortonormal]: Un conjunto {v;}¥_; C
R™ se dice ortogonal si (v;,v;) = para todo ¢ # j.
Si ademaés ||v;]| = 1 para todo ¢, entonces diremos

que el conjunto es ortonormal. = [Producto hermitico]: Dados u,v € C", defini-

» [Propiedades]: mos el producto hermitico como:

(a) Un conjunto ortogonal es L.i.

(b) Todo subespacio vectorial de R™ posee una

base ortonormal.

[Proyeccién]: Sea W un s.e.v. de R™, con {v;}¥_,
una base ortonormal de W y sea x € R™. Llamare-
mos proyecciéon ortogonal de x sobre W al vector:

k

n
(w,v)g = Z Ui Vs
=1

[Adjunta]: Se define la adjunta de una matriz A
como A* = A!. Si A* = A, decimos que A es
hermitica.

Observacién: Si A € M, (R) es hermitica, en-

P(z) = Z(Luﬁuz e w tonces A = A
i=1
= [Espectro]: Se define el espectro de una matriz A
Se cumple que: como:

(a) Plx)—x Lw, YweW

(b) zeW <<= Pz)==x

(¢) P(z) minimiza la distancia entre x y W :
d(z, P(z)) = min,d(z,w).

(d) P es una transforacién lineal.

o(A) = {A € C| |A - A| = 0}

= [Vectores propios ortogonales]: Si A es simétri-
ca (o hermitica) y vy, vy son dos vectores propios
asociados a dos valores propios distintos, entonces

» [Subespacio ortogonal]: Sea W un subespacio {v1,v2) =0

de R™, se define el ortogonal de W como: = [Diagonalizacién de simetricas]: Si A es si-

metrica, entonces existe una base ortonormal
{v1,v9,...,v,} de vectores propios, luego existen P
y D tales que A = PDP? donde P~! = P?

Wt={ueR"WweW, (wu)=0}

Este conjunto cumple las siguientes propiedades:

P1. Sea A € M, (R) simetrica. Demuestre que las siguientes proposiciones son equivalentes:

1) Los tnicos valores propios de A son A\; =1, con a4(1) =1y A2 =0 con ays(0) =n— 1.

1) A= uu® para algiin u € R, con ||u|| = 1.
1
P2. Sea A € M33(R). Se sabe que A es simétrica y que | 0 | es vector propio de A asociado al valor propio
1

2, y ademés dim(Ker(A)) = 2. Calcular A.
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P3. Sea U = ERYz—y—2+w=0

S v e 8

a) Encuentre una base ortonormal de U.

b) Encuentre una base ortonormal de U+

P4. Considere la matriz:

A=12 -1 2

Se sabe que A = 3 es un valor propio de A.

a) De una base del espacio de vectores propios asociados a A = 3.
b) Encuentre el resto de valores propios y deduzca una base de sus respectivos espacios.

c¢) Justifique la existencia de una base ortonormal de vectores propios y encuéntrela.

[Metodo de G-S]

Dado un conjunto V. = {vy,v9,...,v%} Li., el método de Gram-Schmidt entrega una base ortonormal
U = {u1,ua,...,u;} del subespacio generado por V' ((V)). El método se define como sigue:

1. (Caso base) Se parte extrayendo un elemento arbitrario de V' normalizdndolo: u; =

IIEH’ de manera que en

el primer paso obtenemos el conjunto Uy = {u; }

2. (Iteracién) Dado U; = {uy, ..., u;}, se obtiene ;41 como sigue:

vit1 — Py, (vit1)
[vit1 — Py, (vig1)]]

Ui+1 = |

Donde Py, (v;41) es la proyeccién ortogonal de v;41 sobre U;. Asi se obtiene U; 11 = {uq, ..., U, Uit1}-

Asi, el método parte con Uj, con el cual se genera Us, y asi iterativamente, hasta formar Uy, = U (pues V tiene k
elementos).
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