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Matrices

1.1 Definiciones basicas

DEFINICION (MATRI1Z) Una matriz A, de m filas y n columnas con coeficientes en
el cuerpo K (en este apunte K serd R 6 C) es una tabla de doble entrada:

A= : : , a; €K, Vi=1,...,m, j=1,...,n.

Notamos también la matriz como A = (a;;) y denominamos M,,,(IK) al conjunto de
todas las matrices de m filas y n columnas con coeficientes en el cuerpo K.

DEFINICION (IGUALDAD DE MATRICES) Dadas dos matrices A € M,,,,(K), B €
M (K), diremos que son iguales si y sélo si:

sm=m/,n=n,y

» Paratodoi=1,...,m, j=1,...,n se cumple a;; = by

Un caso especial de matrices son aquellas de n x 1. Estas matrices se llamaran poste-
riormente vectores de IK". Asi nuestros vectores seran matrices de una sola columna.

Construimos una estructura algebraica sobre M,,,,(KK) a partir de las operaciones defi-
nidas en el cuerpo K. Se define la suma de dos matrices como sigue:

VA, B € My, (K): A+ B=(a;; + b;j)

Por ejemplo, en (R, +,):

123+0—12_115
0 -1 -2 3 1 2/ \300)°

Es facil verificar que




Proposicién 1.1. (M,,,(K), +) tiene estructura de grupo Abeliano.

DEMOSTRACION. La suma es asociativa y conmutativa, esto se hereda de las operacio-
nes en el cuerpo, dado que la suma es coordenada a coordenada

El neutro aditivo es

El inverso aditivo de A = (a;;) es —A = (—a;;). Por ejemplo, en Mos(C):
i 0 0\, (=i 00)_(i=i 040 0+0)_ (00 0\ _,
1 —2 0 -1 40/ \1-1 —i+4i 040/ \O0O 0O 0)
1 0 0 — 0 0
L“ego_(l —i 0)_(—1 i 0)' -

DEFINICION (PRODUCTO DE MATRICES) Dadas A = (a;;) € M, (K), B

(bij) € M, (K) se define el producto C' = AB como aquella matriz C' € M, (K)
tal que

r
Cij = E aikbkj, izl,...,m,jzl,...,n.
k=1

Claramente C' € M,,,,,(K).

Ejemplo 1.1.
1. En (R, +,"),
Lo 1 2 -1 0
A:( ) 1)€M23( ), B= 2 -1 0] e M3yu(R)
10 -1 0
1 2 -1 0
= C AB(1 10)02—10:<10 O>6M24()
12 1 26 —41
1 0 -1 1
2. En (C,+,")
—i, 1, 0) € My3(0)
i
1| € Mz (C
0
= =AB=—i-i+i-1+0-0=1+1i¢c My,(C).



Observacién: La multiplicacién de matrices no es conmutativa. Por ejemplo en
Mzg(R):

10 00y (00 0 0 1 0y (0O

0 0 2 0/ \0 0)”> \20 0 0/ \20)°

Dos propiedades importantes de la multiplicaciéon son las siguientes:

Proposicién 1.2.
1. Asociatividad: Si A € M,,,,(K), B € M,,,(K),C € My(K), entonces:

A(BC) = (AB)C' € Myny(K).

2. Distributividad con respecto a la suma: Dadas A € M,,,(K),B,C €
M,s(K), entonces

A(B+C)=AB+ AC € M,,s(K).
De igual manera se tiene la distributividad por el otro lado.

DEMOSTRACION. Demostremos la distributibidad, quedando la asociatividad de ejer-
cicio. Denominando E = A(B + C), se tiene:

n

€ij = Zaik(bk]’ +cp) Vie{l,..m} je{l, .. s}

k=1

Como la multiplicacién distribuye con respecto a la suma en K:

n
€ij = E (ainbrj + @irCry)
k=1

n n
= Z aikbkj —+ Z aikckj.
k=1 k=1
De la definicién de multiplicacién matricial, se obtiene £ = AB + AC. O
Un caso particular muy importante es el de las matrices cuadradas, es decir con igual

nimero de filas y columnas. (M,,,(K), -) admite un neutro multiplicativo, denominado
matriz identidad:

10 - 0
0 1 e O O . . .
I 52.].:{ i
- 1 sii=y

00 - 1



En efecto, dada A € M,,,,(K) :

10 - 0
Al = :

= (Z aik%) = (aij0;;) = (ai;) = A.

k=1

Concluimos entonces que

Corolario 1.1. (M, (K),+,-) es un anillo con unidad (existe neutro para -).

Dado que (M,,,(K), ) tiene un elemento neutro I, jExiste el inverso multiplicativo de
una matriz en (M,,,(K),-)?.

DEFINICION (MATRIZ INVERTIBLE) A € M,,,,(K) es invertible si y sélo si existe
B € My,(K) tal que:
AB=BA=1. (1.1)

Proposicion 1.3. De existir una matriz B que satisfaga , esta es unica. Por ende
la notaremos B = A~!.

DEMOSTRACION. Sean Bi, By € M,,,(K) que satisfacen (L.1)). Luego
By = B1I = B1(AB,).

Usando la asociatividad de - tenemos,

By = (B1A)Bs,
pero como B1A = I, se concluye que

By = Bs.

O

Cabe senalar que para que A sea invertible se requiere que exista una matriz B que sea a

la vez inversa por izquierda y por derecha. Probaremos mas adelante que es suficiente
que A tenga inversa por un solo lado.



Ejemplo 1.2.
No todas las matrices cuadradas tienen inverso multiplicativo. En My (R), la matriz

1 2 . . . .. . . 1 To ,
( no tiene inverso. En efecto, si existiese el inverso, digamos , deberia
Ty

2 4 T3
verificarse:

1 2 Ty T2\ 10

2 4 T3 T4 - 01
X1 + 2$3 To + 21’4 . 10
A (Qxl +4x3 239 + 4x4> a (0 1)

< T +2x3=1

i) +21’4:O
21’1"‘41’3:0
209 +4x, =1

De la primera ecuacién multiplicada por 2, obtenemos: 2(z; + 2z3) = 2. Pero de la
tercera ecuacion, 2x, + 4xs = 0. De esta contradiccion concluimos que el sistema no

tiene solucién.

En otros casos si existe inverso, por ejemplo, para la matriz ((1) (1)) en Mao(R), su
0 1\" /(01
10 - \1 0
0 1\ /0 1}y (1 0
1 0/\1 0/ \0 1
0 .
—i) en My, (C), su matriz inversa es:

G0 =00,

lo que se verifica rapidamente.

matriz inversa es:

En efecto:

O bien, para <é



1.2 Matrices Particulares

DEFINICION Diremos que A € M,,,,(K) es:

1. Diagonal si y sélo si a;; = 0 para todo ¢ # j:

En este caso la matriz es notada A = diag(aq1, ass, . .., Gpy)-

2. Triangular superior si y sélo si a;; = 0sii > j:

11 Q12 - Q1p
0 ax - a

A=
o --. 0 ann

3. Triangular inferior si y sélo si a;; = 0 si 7 < j:

ai 0 0
21 A9292 0 0
A= .
: 0
Qp1  An2 Qpn

Ejemplos:
000 1 00
A=10 2 0|, I=10 1 0] son matrices diagonales
0 0 3 0 01
1 2 3 0 0 0
A=10 0 1], B=1[1 2 0] son matrices triangulares, superior e inferior
0 0 2 2 -1 3
respectivamente.



Ejercicio 1.1: Una propiedad que queda propuesta es que si A es diagonal con

a; # 0, parai = 1,...,n entonces es invertible, y su inversa también es diagonal
con (A7), = L.

(273

Notacién: Dada una matriz A € M,,,(IK) notaremos su i-ésima fila como:
Aje = (ain@iz - . - Qin)

y su j-ésima columna:

CLmj

Podemos escribir entonces la matriz: A = (Ae1, Az, -, Aen), denominada notacién por
columnas. O bien:

, correspondiente a la notacién por filas.

Ejercicio 1.2: Con respecto a esta notacion, es un buen ejercicio estudiar como el
producto de matrices afecta las columnas y filas de las matrices a multiplicar. Mas
precisamente: Sean A € M,,,,(K), B € M,,,(K) y describamos B por sus columnas
B = (Ba1, Ba, ..., Bsp), demostrar que entonces

AB = (A(Bol)7 7A(B‘P)) )

es decir la primera columna de AB es la matriz A por la primera columna de B,
etc.

., Qué hay de las filas de AB?

DEFINICION (MATRIZ PONDERADA) Dada una constante A € K, definimos la ma-
triz A ponderada por A:

A = ()\CLZJ>




Ejemplo:

En Mzg(R):

o (L -1 0Y_(3 =30
2 2 1) \6 6 3

Veamos ahora que sucede al multiplicar por la derecha o izquierda una matriz por

otra diagonal:
2 0\ /1 1 2 2 2 4
DA = <O 3) <2 0 1) N <6 0 3)

constatamos que la primera fila aparece multiplicada por d;; = 2 y la segunda por
d22 = 3

2 00
— 11 2 216
ADz( ) 010 :( )
2 01 00 3 4 0 3

Aqui, la primera columna de A aparece multiplicada por 2, la segunda por 1, la
tercera por 3.

En general:
Aay o Ay
A 0 P
1 a/‘ll aflp B )\20/21 . )\QG/QP
0 )\n (ot 2o Gnp )\nanl e Ananp
bip - biy A 0 Atbir Agbiz oAby
bpi -+ bpp 0 An Abpr Aabpe oo Apbpy

De forma mas compacta,

Proposicién 1.4. Si D = diag(Ay,..., ) € M (K), A € M,,(K), B € M,,,(K),

se tiene que

)\1 Alo
DA = : : (1.2)
An Ane
BD = (M Ba1, oo, \nBan). (1.3)

10



DEMOSTRACION. Probaremos (|1.2)), mientras que (|1.3)) queda propuesta como ejercicio

A1 0 A s

Sea D= = (di;); cond;; = {Oz S”_j

0 A, sii#j
luego,
(DA);; = Zdikakj = diiaij = Ny,
k=1

y por lo tanto
)\1@11 )\1a1p
AD = :

/\nanl T /\nanp
Otra propiedad, que utilizaremos mas adelante, es la siguiente:

Proposicién 1.5. El producto de matrices triangulares inferiores (superiores) es trian-
gular inferior (superior).

DEMOSTRACION. Verifiquemos el caso triangular superior. Sean

ay e e an, byy -+ - by
0 ayp - - g 0 by -+ boy
le 22 2 ’TQZ 22 2
0 - 0 a, 0 -+ 0 by,

Luego C' = Ty - Ty = (¢;5), donde: ¢;; = > apbyj. Como Ty y Ty son triangulares
i=1
superiores: (a;; = 0) A (biy = 0) V¢ < i. Supongamos j < i, luego

i—1 n
Cij = Z irbrj + Z ik ;-
k=1 k=i
En el primer término k < ¢ = a; = 0. En el segundo término j < ¢ < k = by; = 0,

luego Vj < @ ¢;; = 0. Es decir, la matriz C' es también triangular superior.

Notemos ademds que (117%);; = a;;b;; es decir los elementos diagonales del producto de

dos triangulares superiores es el producto de los elementos diagonales correspondientes.
O

1.3 Potencias, traspuestas e inversas

Definimos por recurrencia las potencias de una matriz cuadrada, como sigue:

11



DEFINICION (POTENCIAS DE UNA MATRIZ) Dada A € M,,,(K)

AO=T, A" = AA™"L >

Ejemplo:

Por ejemplo; dada A € M33(R):

01 2

A= |2 0],

112

se tendra

012\ /0 1 2 4 2 4
A2=AA=12 0 0] |2 0ol=1(0 2 4
112 11 2 4 3 6
01 2\ /4 2 4 8 8 16
AP =AA2=12 0 0 0 2 4)l=18 4 8
112)436) 12 10 20

DEFINICION (TRASPUESTA) Dada una matriz A = (a;;) € M, (K), se define la
traspuesta de A como aquella matriz de n x m que denotaremos por A’ tal que
(A = aji.

Esto corresponde a intercambiar el rol de las filas y columnas. Més claramente, la
primera fila de A! es la primera columna de A y as{ sucesivamente.

Ejemplo:

1200 101

A=101 0 1|, A'=
1 101 000
01 1
1
-1
A=(1, -1, 0,0, 1), At=1 0
0
1
1 21 1 21
A=1[2 0 1|, A'=[2 0 1
11 4 11 4

12




En el dltimo caso vemos que A = A’

DEFINICION (MATRIZ SIMETRICA) Diremos que una matriz A € M,,(K) es si-
métrica si y so6lo si

A=A

Es facil verificar que A es simétrica si y solo si:

aij = aj; Vi, j=1,..,n

Algunas propiedades de la trasposicién de matrices son las siguientes:

Proposicién 1.6.

L(A) = A, VA€ Myn(K).
9. (AB)' = B'A'.
3. Si D € Mp,(K) es diagonal, entonces D' = D.

DEMOSTRACION. Probaremos 2} Sea C' = AB, C' = (AB)'. En la posicién (4, )

n

de la matriz C* aparece el término ¢;; de la matriz C: ¢j; = Y a;rbr; Consideremos
k=1

Z = B' A'. El término (i, j) de la matriz Z esta dado por:

n

zij = Y (BYa(Ay = D bty = > abi = (AB);; = (C)y,
k=1 k=1

k=1

luego Z = C", y por lo tanto (AB)" = B'A". O

Algunas propiedades elementales de matrices invertibles son las siguientes

Proposicién 1.7.
Sean A, B € M,,,,(K) invertibles entonces:

1. La inversa de A es invertible y (A™1)~! = A.

2. El producto AB es invertible y (AB)™' = B~1A™1.

3.¥n >0, (A")~t = (A1),

4. At es invertible y (A7t = (A71)
DEMOSTRACION. Veamos:

La propiedad [I] se prueba directamente de la definiciéon y de la unicidad de la inversa

(Proposicién [1.3).

Para [2] se tiene que,
AB(B'A™) = A(BB YA ' = AIA = AA =T

13



De manera andloga se prueba (B~'A™1)AB = I Como la inversa es tnica (AB)™! =
B7tAL

Para , procederemos por induccién. Se verifica para n € {0, 1}. Supongamos cierto el
resultado para n > 1 y veamos:

(An+1)—1 — (An 3 A)—l — A_I(An)_l,
por hipotesis de inducciéon
(An+1)—1 — A—l(A—l)n — (A_l)n+1.

Para probar , notemos que AA™! = I, asf trasponiendo nos dd (AA™1)" = I*, lo que
implica a su vez (A71)!A' = 1.

[gualmente se obtiene que A'(A~')! = I. Finalmente, por unicidad de la inversa:
(A~ = (A" O

Ejercicio 1.3: En general el problema de saber si una matriz es invertible o no es
un problema dificil. Tendremos que esperar a saber resolver ecuaciones lineales para
obtener un algoritmo eficiente que nos permitira decidir si una matriz en particular
es invertible y obtener su inversa.

Por el momento nos contentaremos con el siguiente resultado, propuesto como ejer-
cicio.
Sea A = (a;;) una matriz de permutacion, es decir una matriz de n x n con solo 0

y 1 tal que tiene un y sélo un 1, por cada fila y columna.

Se tiene que A es invertible y su inversa es A7! = A,

14



Guia de Ejercicios

1. Demuestre la asociatividad de la multiplicaciéon de matrices. Es decir, si A € M,,,,,(K),
B e M, (K) y C € My(K), entonces:

A(BC) = (AB)C' € Myy(K).

2. Pruebe que si A es diagonal (A = diag(aqy, - . ., ann) € Myun(K)), entonces
A es invertible <= ay; #0, parai € {1,...,n}.

Demuestre ademds que, en caso de ser invertible, su inversa es diagonal con (A™1); =
1

Qg

3. Sean A € M,,,,(K), B € M,,,,(K) y describamos B por sus columnas B = (Be1, Beg, -.., Ben),
demuestre que entonces

AB = (A(Bu)), ..., A(B.,))).

4. Sea A = (a;;) una matriz de permutacion, es decir una matriz de M,,,(K) con
s6lo 0’s y 1’s tal que tiene un y sélo un 1, por cada fila y columna. Pruebe que A es
invertible y su inversa es A~! = A,

5. Se dice que P € M,,,(K) es una matriz de proyeccién si P = P2
(a) Pruebe que si P es matriz de proyeccion, entonces I,, — P es matriz de proyeccion,

donde I,, es la matriz identidad en M, (IK).

(b) Pruebe que P es matriz de proyeccién siy sélo si P?(I,,—P) =0y P(I,—P)? =
0.

(c) Encuentre P € My (K) tal que P # P2y P?*(I; — P) =0.
Indicacion: Considere matrices con coeficientes en {0, 1}.

Guia de Problemas

dy
P1. Sea D = € M,»(R) diagonal, con dy, ..., d, distintosy A, B, M, S €
dp
M (R).

(a) Pruebe que si MD = DM, entonces M es diagonal.

(b) Sea S invertible, tal que S'AS y ST!BS son diagonales. Pruebe que AB =
BA. Indicacion: Recuerde que el producto de matrices diagonales conmuta.

(c) Sea S invertible tal que S™'AS = D. Suponiendo que AB = BA, verifique
que ST'AS y ST'BS conmutan y concluya que ST!BS es diagonal.

15



P2. (a) Demuestre quesi A, By (A+B~!) son matrices invertibles, entonces (A~1+ B)

también es invertible y su inversa es A(A+ B~')"'B~1

(b) Sea la matriz de n y n columnas triangular superior a coeficientes reales si-

(c)

P3. (a)

(b)

guiente:
11 0 0 ... ... 0
0 1 1 0 ... ... 0
C =
1 1 0
0 1 1
0 0 1

Sea N = (' — I, donde I es la matriz identidad de n x n. Demuestre que
N™ = 0.

Demuestre que para las matrices C'y N definidas en (b), se tiene que C' es
invertible y su inversa es:

Cl'=I-N+N—-N3 ... (=) N,

Sea A = (a;j) € M,,(R) una matriz cualquiera. Se define la traza de A,
denotada por tr(A), como la suma de los elementos de la diagonal principal,

es decir,
tr(A) == Z (0778
i=1

Por otra parte, se define la funcién f : M,,(R) — R, donde
f(A) = tr(AAY).
Pruebe que:
(1) Dadas A, B € M,,,,(R),
tr(AB) = tr(BA).
(2) f(A) >0, VA € M,,(R), ademés muestre que
f(A)=0 <= A=0,
donde 0 es la matriz nula de M,,,,(R).
(3) f(A) =tr(A'A).

Sea M € M,,,,(R) una matriz tal que la matriz (M*M) € M,,,(R) es inver-
tible. Definamos la matriz P € M,,,,(R) como

P=1, — M(Mt]\/[)*lMt,
donde I, es la matriz identidad de orden m.

Pruebe que:

(1) P? = P. Muestre ademds que PM = 0, donde 0 € M,,,(R) es la matriz
nula.

(2) La matriz (M'M) es simétrica y muestre que la matriz P es también
simétrica.
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1.4 Matrices elementales

Como veremos la resolucion de sistemas de ecuaciones via eliminacion de variables co-
rresponde a premultiplicar (multiplicar por la izquierda) una cierta matriz por matrices
elementales que estudiaremos a continuacién. Hay dos tipos de matrices elementales:
elemental de permutacién y de suma.

DEFINICION (MATRIZ ELEMENTAL DE PERMUTACION) Una matriz elemental de
permutacion tiene la siguiente estructura:

1 0

T fila ¢

0 1

La matriz I,, se construye a partir de la identidad, permutando el orden de las filas

pYygq.
Ejemplo 1.3.
EIl M44(R)Z
1 0 00 0 010
Lpy = 0 001 I = 0100
001 0]} 1.0 00
0100 0 001

17



Notemos que toda matriz elemental de permutacion es una matriz de permutacion, pero
no al revés. ;Puedes dar un ejemplo?.

Veamos ahora lo que sucede al multiplicar una matriz A, por la derecha o izquierda,
por una matriz elemental de permutacién I,,: En el ejemplo anterior, sea A = (a;;) €

M43 (R)

ai1x daiz2 A3 1 000 ail a2 Aas a1 daiz2 A3

7, |G a2 asn | 0001 a1 Qo Qo3 | | Ga1 Qa2 Q43
24 = =

a31 dasz2 G33 0010 az1p azz az3 a31 dasz2 G33

Q41 Q42 Q43 0100 Aq1 Q42 Q43 Q21 d22 (23

El resultado consiste en permutar las filas 2 y 4 de A. Andlogamente, sea B € M34(R):

b bis by b\ (1 090 bii b bis bio
by bos boy boa | [0 0V L = (00 bay bay b
0 010
b31 b32 b33 b34 O 1 O 0 b31 b34 b33 b32

la matriz resultante es B con las columnas 2 y 4 permutadas. En general,

Propiedad 1.1.
Dadas I,; € My, (K), A e M,s(K) y B € My,(K):

1. I,,A corresponde a la matriz A con las filas p y q permutadas.

2. BI,, corresponde a las matriz B con las columnas p y q permutadas.

DEMOSTRACION. Recordemos que, por ser una matriz de permutacién (Ejercicio [1.3)),
I, es invertible y ademés ijll = I,4. En efecto, el multiplicar por la izquierda I, por si
misma, corresponde a intercambiar sus filas p y ¢, con lo cual se obtiene la identidad.[]

Tomemos ahora la matriz A € My (R) y sea:

EQA()\) =

SO O =
> O = O
o= O O
_— o O O

Esta matriz se construye a partir de la identidad colocando el valor A en la posicion
(4,2) (notar que sélo la fila 4 es diferente de la identidad).

Al multiplicar por la izquierda A por Fs4(\):

aix G2 G413 10 00 aix G2 13
E24()\) (21 Q22 d23 | _ 01 0 0 (21 Q22 d23 | _
’ azy asz as3 0 0 1 0 azy asz as3

41 Q42 Q43 0 X 01 Qg1 Q42  A43
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. 21 a22 23
a3y a3z2 ass
)\azl + 41 /\CLQQ + a42 >\CL23 + Q43

La matriz, Ey4(\)A es exactamente la matriz A, excepto por la fila 4, la cual se obtiene

de sumar la fila 4 de A mas la fila 2 de A ponderada por .

En general,

M,,,(K) como:

DEFINICION (MATRIZ ELEMENTAL) Definimos la matriz elemental E,,(\)

S

col. p col. ¢
! \
1
1
AeKK
E, () . .
0 A 1
0 0 0
Propiedad 1.2. Dada una matriz A € M, (K); se tiene:
1 0
0 a11 A1s
1 : :
ap1 Clps
C=E, ) -A= : 1 : :
0 )\ 1 aql aqs
1 . .
an1 Qns
1
a1 QA1s
apfll a/pfls
)\apl + Qq1 )\aps + Qgs —4q
an1 Ans
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0, en notacion por filas:

Cyo = Moy + Age

Se tiene entonces que el efecto, sobre A, de la premultiplicaciéon por E,,(A) es una
matriz que solo difiere de A en la fila ¢: Esta es la suma de la fila p ponderada por A y
la fila q.

Es importante observar que la matriz E, ,()\) es triangular inferior, que tiene unos
en la diagonal y ademés:

Proposicién 1.8. E, ,(\) es invertible. Su inversa es la siguiente:

1
0
1
(Ep,qO‘))_l = : 1
0 P 1
: 1
0 0 0 1
) )
p q

DEMOSTRACION. En efecto, sca C' = E, ,(—\)E,4()\). Se tendrd que C' es la matriz
cuya fila ¢ es la suma de la fila p de E, ,()\), ponderada por —\ y la fila ¢ de E, ;()).
Es decir:

) ) T

p q
—(0...0 =X 0...0)+(0...A0...010...0)

) )

p p q

Luego: Cye = (0..,0..,1..,0..,0) ademds Vi # ¢ Cjq es la i-ésima fila de la identidad. Es
decir C' = I, la matriz identidad O
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1.5 Sistemas lineales y escalonamiento de matrices

Las matrices elementales son de gran utilidad en la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales.

Ejemplo 1.4.
Consideremos, a modo de ejemplo, el sistema de ecuaciones
1 +2x9 4w HT14 = 2 (1)
—21‘1 +3IL‘2 —XI3 = —1 (2)
X1 +x3 +ry = 1 (3)

Para resolverlo, utilizamos la eliminacién de variables, pero en forma ordenada, desde
la primera variable de la izquierda y desde arriba hacia abajo:

1. Eliminamos la variable z; en las ecuaciones (2) y (3): para ello multiplicamos
la primera por dos y la sumamos a la segunda obteniendo:

I +2£U2 +xr3 +xT4 = 2
71’2 +x3 +21’4 = 3
T +x3 +x4 = 1

Luego, multiplicamos la primera por —1 y la sumamos a la tercera:

Ty +2ry +mxy +wy = 2
Txy H4x3 +2r4 = 3
—2332 = -1

2. Continuamos ahora con x5, pero a partir de la segunda ecuacion. Multiplicando
la segunda por % y sumandola a la tercera se obtiene:

T1+ 20+ 23+ 7T4 =2
Txe+ x5+ 224 =3
2 4 1
7RI
Ya no es posible eliminar mas variables. Ahora, desde la ultima hasta la primera
ecuacion despejamos en funcion de zy:

73 S R
Ty =1(—w3— 204 +3)=2224+ 1 — 204 +3) =3
Ty :—2x2—x3—$4+2:—2%+2:c4+%—x4+2:x4+%
Obteniéndose la solucién:

ry = g+x4

Ty = %

T3 = —% —21’4

Ty = T4
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Asi, para cualquier valor real de x4, obtenemos una solucién del sistema. Existen
entonces, infinitas soluciones, dependiendo de la variable 4. La variable x4 se
denomina independiente o libres.

Veamos ahora, en general, qué es un sistema de ecuaciones,

DEFINICION (SISTEMA DE ECUACIONES) Un sistema de m ecuaciones y n incog-
nitas consiste en el siguiente conjunto de ecuaciones en las variables zq, ..., x, € K:

a11T1 + - + ATy, = bl

Am1T1 + -+ Gpp Ty = bm

en donde los coeficientes, a;;, y el lado derecho, b;, son elementos del cuerpo K.

Definiendo la matriz:
ayp - Qi

A= : : € M, (K)
Am1 = Qmnp

la m-tupla (lado derecho) y la n tupla de incégnitas

b1 T
b=|:|exm, 2=|:]cKk"

Realizar el procedimiento de eliminacién de variables descrito en el ejemplo precedente,
con el fin de resolver el sistema, es equivalente a producir ceros en la matriz aumentada
con la columna lado derecho, (A[b) € My, 41y (K). En el ejemplo anterior:

1 2 1 1 2
(Ap)=|-2 3 -1 0 -1
1 0 1 1 1

Eliminar z; de la segunda ecuacién es equivalente a producir un cero en la posicion
(2,1) de (A[b). Para ello se multiplica la primera fila por 2 y se suma a la segunda fila.
Para eliminar z; de la tercera ecuacién se multiplica la primera fila por —1 y se suma
a la tercera

1 1
(Ajp) = [0 7 1
10 1

— N
— W N

1 2 1 1 2
- 1|10 7 1 2 3
0 -2 0 0 —1

[enBE NI \V]
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Eliminar x5 en la tercera ecuacion a partir de la segunda es equivalente a multiplicar la
segunda fila por % y sumarla a la tercera:

2
3 | = (A

1
— 10
0

[ RN I )
ESTINCIE
N DN

1
7
Asi, el sistema inicial es equivalente al sistema Az = b.

Conviene senalar que en el procedimiento anterior la operacion de base ha sido:

Sumar a una fila ¢, la fila p ponderada por un niimero \ € K

De la definicion de matrices elementales sabemos que esto es equivalente a premultiplicar
por la izquierda por la matriz E, ,()\). Veamos esto en el mismo ejemplo.

Ejemplo 1.5.
1. Producir un cero en la posicién (2,1) de (A|b):
1 00 1 2 1 1 2
EL2)Ap)=(2 1 0| F2 3-1 0-1
0 01 10111
1211 2
=(0 71 2 3
1 0111
2. Producir un cero en la posicién (3,1):
1 00 1211 2
1 01 10111
1 2 111
=10 71 2 3
0-2 0 0-1

3. Producir un cero en la posicién (3,2) desde la posicién (2,2):

Es3(2)E13(—1)E12(2)(Alb) =

OO = OO =
SN N O
N = = OO
IS NCR
O O =
do 1o
O~
[en i ORI
»l—kwl\D

= W N

Se concluye entonces que la operacion de eliminacion de variable puede realizarse me-
diante la pre-multiplicacién de (A|b) por matrices elementales. Hay casos en que también
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es necesario utilizar matrices de permutacién de filas. Por ejemplo, si se tiene:

1111
001 1
Ab)=19 1 0 1
020 1

Vemos que, como asy; = 0, no es posible “producir” ceros en la segunda columna, a
partir de agy. Luego intercambiamos el orden de las filas (claramente esto no cambia
el sistema de ecuaciones asociado). Por ejemplo, colocamos la cuarta fila en la segunda
posicion y la segunda en la cuarta. Esto es equivalente a premultiplicar por lo4:

]24(A|b) =

_ o O O
O = O O
N = O

1
1
11
1

oo o~
[ R S R
_ o O -

1
1
1
1

oS O O
o O = O
o OO =
OO ==

lo cual nos permite seguir produciendo ceros. Consideremos ahora A € M,,, (), defi-

nimos la matriz escalonada asociada a la matriz A, como A € M (K), tal que:

Gy - G1jy -+ o cee G
0 - 0 ay,

A=1 o 0 0 s, Gon
0 0 0 0 0
0 .- 0O -+ 0 --- 0

donde los elementos ay; # 0, a9, # 0,...,a4s, # 0, se denominan pivotes. Notar que
hemos supuesto que la primera columna no tiene ceros. De no ser asi, quiere decir que
la primera variable no juega ningun rol, y por lo tanto si el sistema tiene solucién esta
variable queda de inmediato libre. Supondremos en lo que sigue que la primera columna
no es cero.

Observacién: No hay una tnica manera de escalonar una matriz. En efecto en el
ultimo ejemplo podriamos haber permutado las filas 2 y 3 en vez de las 2 y 4.

Hay dos cosas que son importantes de resaltar a este respecto:

1. Desde el punto de vista de sistemas de ecuaciones no hay diferencia entre un
escalonamiento u otro: todos dan el mismo conjunto solucién (probablemente
descrito de distinta manera).

2. Es preferible por otras razones (tedricas, como son el calculo del determinan-
te y la determinacién de matrices definidas positivas) tratar de no utilizar
permutaciones .
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La matriz A se obtiene mediante la premultiplicacién de A por matrices elementales:
A= (H Ej) A,
J

donde £ es una matriz elemental de suma o de permutacién de filas.

Ademas, recordemos que las matrices elementales son invertibles. Esta propiedad es
crucial para probar que el sistema original, Az = b, y el obtenido después del escalona-
miento, Ax = b, son equivalentes (tienen idéntico conjunto de soluciones). En efecto:

Proposicion 1.9. Dada una matriz C, invertible entonces:

a € K" es solucion de Ar =b <= a es solucion de (CA)x = Cb.

DEMOSTRACION. La demostracién es simple:
=) Si Aa = b, entonces C(Aa) = Cby por ende (CA)a = Cb.

<= ) Supongamos (C'A)a = Cb. Como C' es invertible se tiene C~*(C'A)a = C~(Cb),
lo cual implica que Aa = b. O

Como las matrices elementales son invertibles y el producto de matrices invertibles
también lo es, y por lo tanto podemos usar la Proposicién con C' = Hj E;, para

concluir que los sistemas Ax =by Az = b son equivalentes.
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Guia de Ejercicios

1. Encuentre un ejemplo de una matriz que sea de permutacién, pero no sea matriz
elemental de permutacién.

2. Dadas I, € M,,,(K) y B € M, (K), pruebe que BI,, corresponde a las matriz B
con las columnas p y ¢ permutadas.
Indicacion: Puede usar la parte 1 de la Proposicion 1.1.

3. Escriba los siguientes sistemas de ecuaciones en las variables x;, de forma matricial
Ax = b, especificando claramente A, b y x con sus dimensiones:

( 2$1+4$2—$3+$5 =0
(a) r1 — 1629 + 23 + 324 + 625 =2
%IQ — 10373 + x4 — 6:175 = 2$3
. ZE1—$3—$4+%I5 =1
( Ty -+ ry = -3
45(71 — 7232 + Tr3 — 12%4 =1
L %(171-1‘3)%-1’4-1’5 =20
1 — (B —1Das+ 23 —axy =2
(c) —Taxy +mrs =a+pF ,cona,f eR.
gxl — X9 + Try = g
233'1 =1
—4ZE2 =2
§I’4 = -1

2

4. Escriba explicitamente las siguientes multiplicaciones de matrices:

(a) 112E13(]_, —]_), en M44(R) (C) E12(2, ].)Elg(l, —1), en M33(R)
(d) E23(0,3@)71E12(—1,i)E34(%, —3), en
(b) 134E23(i, 2)]34, cen M44((D) M44((D)

Guia de Problemas

P1. Sea J e M,,(R) talque J=|: .. |ye=|:
| 1

(a) Pruebe que Je =ney J*=nJ.
(b) Sea o # =. Calcule § tal que (I —aJ) ™t =1+ 3J.
(c) Sea o = <, verifique que (I — aJ)e = 0.
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P2. (a) (1) Sean A, B matrices de n x m con coeficientes reales. Pruebe que
A=B <= Vi€ M, 1(R),Vy € M,1(R) z'Ay = 2'By.

Indicacion: Calcule ez-Aei donde e; = (1) e ¥ € = (Ln)ie- I ¥ I, son las
identidades de tama nos m y n respectivamente.

(2) Sean A, B matrices de n x n simétricas con coeficientes reales. Pruebe
que
A=B < VreM,R) 2'Az = 2'Buz.

(b) Demuestre que si una matriz cuadrada A verifica A*¥ = I, para algtin natural
k > 1, entonces A es invertible y determine su inversa.

(c) Encuentre todas las matrices de la forma A = (g z> que cumplen A% = [
(z,y,z € R).

P3. Considere el siguiente sistema lineal:

—I1 + x3 -+ 2.’]}'4 = 1 s
I — X2 + x3 - 21’4 = -1 s
—r1 — 21‘2 + 3 + 3I4 = 2,
—x1 — 4dx9 + 223 + 4xs = 5.

(a) Escriba el sistema de forma matricial Ax = b. Especifique claramente A, by
x, junto con sus dimensiones.

(b) Resuelva es sistema lineal escalonando la matriz aumentada (A|b).

P4. Considere el siguiente sistema lineal:

Ty + 2ry + 3wy — x4 = 1,

-1 + 2 + x4 = 1,
3ry + 31’3 = 0,

2131 + T9 + 3I3 - 2]}4 = —2.

(a) Escriba el sistema de forma matricial Az = b. Especifique claramente A, b y
x, junto con sus dimensiones.

(b) Resuelva es sistema lineal escalonando la matriz aumentada (A|b).

27



— SEMANA 3:

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

1.6 Solucion general de sistemas lineales

Matrices

Dado el sistema Ax = b, A € M,,,,(K),b € K™ z € K", al escalonarlo (escalonando
(A|b)) obtenemos:

iy - Ay -+ ccc cee A by
0 0 as,
(Alb) =1 0 0 0 Qsi. Gsn by
0 0 0 0 0 bsi1
0o - 0O - 0 - 0 b,
donde los elementos a1, @2y, - - - , @s;, son no nulos. Claramente, si existe un indice j >

s+ 1 tal que Z;j # 0, el sistema no tiene solucién, ya que se tendria una ecuacién
incompatible: 0 = b; # 0.

Luego, el sistema tiene solucién si y solo si by = 0 Vk > s + 1. En efecto, si by = 0,
Vk > s+ 1, se obtiene la(s) solucién(es) despejando desde la s-ésima ecuacién hasta la
primera en funcién de las variables independientes. En este caso diremos que el sistema
es compatible. Cada una de las diferencias en el nimero de columnas que son cero
bajo las filas sucesivas, las llamaremos peldanos o escalones. Asi el peldano que se
produce entre la fila k y k41 es i1 — 2. Notar que el ultimo peldano es: n+1 — i, es
decir los peldanos se miden en la matriz aumentada. La importancia de estos peldanos
es la siguiente:

Proposicién 1.10. Si existe solucién para el sistema Az = b y en la matriz A hay

algin pelda no de largo mayor o igual a dos, entonces existe mas de una solucion.

DEMOSTRACION. En efecto. Como por cada fila no nula de la matriz escalonada pode-
mos despejar a lo mas una variable, tendremos entonces que dejar libres tantas variables
como numero de peldanos, menos uno. O

Un corolario directo del resultado anterior es
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Corolario 1.2. Si el sistema Ax = b es tal que n > m (numero de incégnitas mayor
que el nimero de ecuaciones), entonces tiene infinitas soluciones, si es compatible.

DEMOSTRACION. En efecto, como n > m siempre existe en la matriz escalonada, A,
un peldano de largo superior o igual a dos. De no ser asi se tendria

@11 a2 -+ Aip
0 ag -+ azy
A= 0

de donde m = n.

Un caso particular importante es cuando el lado derecho del sistema es nulo, b = 0.
Hablamos entonces de un sistema homogéneo, Arz = 0. Vemos que, en este caso,
siempre existe al menos una solucién, la trivial x = 0 € [K". En otras palabras sabemos
de antemano que todo sistema homogéneo es compatible.

Podemos resumir nuestro estudio de sistemas en el cuadro siguiente:

Sistema Homogéneo (b = 0) | Sistema no-Homogéneo (b # 0)
Dimensiones n<m n>m n>m n>m
Ntimero Soluciones | 1,00 o0 0,1,00 0, 00
Ejemplo 1.6.
Resolvamos el sistema
1111 1\ (™ 1
12 0-10|"] o
0110 1] 1o
1-1 110/ (™ 1
Ts
Escalonando:
111111 111111
031011 03 1011
A =1 1 101 0] |oo202-2[7
5 i 3
0-2 0 0-1 0 00 5 0-3 3
11111 1
N 03 1011
0020 3
000O0-11
Obtenemos que los peldanos medidos desda la fila 1 son sucesivamente: 1,1,2,1. De
la dltima ecuacién despejamos x5 = —1.
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Con esta informacién en la tercera ecuacién dejamos libre x, y despejamos x3. En
la segunda ecuacién despejamos x, y finalmente de la primera despejamos z;, para
obtener.
Ty = -1
z4 : libre
3.1 2 1 1 1
r3=—=(—=—=-w5)=—=—ax5=—=+1==
T Tt L A T e R
1 1 1 1
To=—-(1—2z3—25)==(1—=+1)==
2 3( 3 — T3) ( 5T ) 5
1 1
351zl—xg—x3—$4—x5:1—§—§—$4+1:1—x4
La solucién general es: 1 = 1 — x4,20 = %71;3 = %, Ty = x4,r5 = —1 Existen
entonces infinitas soluciones, una por cada valor de la variable independiente z, € R.

1.7 Sistemas cuadrados y Algoritmo de Gauss

Supongamos que el nimero de ecuaciones es igual al nimero de incégnitas (n = m), en
este caso el sistema se escribe:

Az =0, Ae M,,(K), z,b e K"

Escalonemos el sistema y sea A la matriz escalonada, sin considerar el nuevo lado
derecho b:
aip o+ Qg
A=
0 Ann
donde entre los elementos de la diagonal, a;;, podria haber algunos nulos. Senalemos que
en el caso de matrices cuadradas el proceso de escalonamiento se denomina Algoritmo

de Gauss. Un resultado importante, que relaciona matrices invertibles, solucién de
sistemas y el algoritmo de Gauss, es el siguiente:

Teorema 1.1. Sea A € M,,,,(KK), entonces las proposiciones siguientes son equivalen-
tes:

1. A es invertible.

2. Vb e K", Ax = b tiene solucion unica.

=

3. [ awu #0.
=1
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DEMOSTRACION. Utilizamos un argumento de transitividad para probar solamente
que:

={2). Si A es invertible consideremos entonces A~'. Asf (A'A)z = A7'b y luego
x = A7, por ende el sistema tiene solucién y claramente esta es la tnica.

En efecto, si o', 22 € K" son soluciones, entonces Az' = Ax? = b y se tendré multipli-

cando por A™! que (A7'A)z! = (A1 A)z?, pero entonces z' = z?.

. Sea A la matriz escalonada asociada a A y supongamos que para algun
12 a; = 0. Esto quiere decir que alguno de los escalones tiene largo mayor o igual
que 2 y por lo tanto el sistema homogéneo Ax = 0 tiene infinitas soluciones (por
Proposicién[1.10]) lo que es una contradiccién. Por lo tanto para todoi =1,...,n a; # 0
o equivalentemente H?:l ai; # 0.

=1

. Supongamos [] a; # 0, esto quiere decir que los elementos diagonales de A

son todos no nulos.

Notemos que A = (I; E5)A, donde las matrices E; son elementales y por lo tanto

invertibles. Podrfamos ahora escalonar hacia arriba la matriz A para obtener de manera
similar una matriz diagonal D. Esto lo podemos hacer de manera que D tenga por
diagonal la misma que A. Es decir

o0 D)) o)

ann

donde las matrices F} son del mismo estilo que las matrices elementales que hemos
usado. Sabemos entonces que las matrices D, I/ = [[; E; y I =[], Fj son invertibles
y como A = E~'DF~! concluimos que A también es invertible.

Como corolario importante de lo demostrado en esta parte es que:

Corolario 1.3. Una matriz triangular superior es invertible si y sélo si todos sus ele-
mentos diagonales son distintos de cero.

Observacién: Notemos que pasando por la traspuesta se deduce que si A es trian-
gular inferior entonces es invertible si y solo si todos sus elementos diagonales son
distintos de cero. Més atin la inversa de una triangular inferior es triangular inferior.
En efecto, si aplicamos el algoritmo de escalonamiento sin permutar obtendremos:

ay -+ 0

A= - :(EEg)A,

0 - ap,

donde r es el nimero de pasos tomados por el algoritmo y las matrices elementales
E; son del tipo E,,(A,1). Notar que los pivotes son los elementos de la diagonal de

31



A. Como la inversa de cada E; es del mismo tipo se deduce que

A= (f[(Ej)-l) A.

J=r

— AT = () (H Ej) ,

y por lo tanto la inversa de A es triangular inferior y ademas sus elementos diagonales
son 1/a; i = 1,..,n. Notar que el producto de las inversas en la expresién anterior
estd tomado en sentido opuesto:

(115) T

Pasando por la traspuesta podemos deducir que la inversa de una triangular superior
también es triangular superior.

1.8 Calculo de la inversa

Supongamos que dada una matriz cuadrada A de tamano n, buscamos una matriz 2
de n x n tal que AZ = I. Si describimos Z por sus columnas, esto es Z = (Ze1 ** + Zey)
entonces la ecuacion AZ = I es equivalente a los n sistemas

AZy =¢;, conie€{l,...,n}, ye; lai-ésima columna de I.

Probemos ahora que,

Proposicion 1.11. Si los n sistemas anteriores tienen solucion, entonces A es inver-
tible y ademds A~ = Z.

DEMOSTRACION. Para ello probemos primero que Vb € K" el sistema Az = b tiene
solucién.

En efecto sea b = (by - - - b, )" un elemento de K™, y consideremos a = by Zg1++ - - by Zey, €
K™. Utilizando las propiedades de la suma, multiplicacion y ponderacién de matrices
se obtiene que

Aa = A(blzol + b2AZOQ + - anon) = blAZol + bQAZOQ + bnAZon

1 0 0 by
0 1 0 by
=b + by +-by | | = =0,
0 0 0 bn—1
0 0 1 b,
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y por lo tanto a es una solucién del sistema Az = b.

Si A no fuese invertible esto quiere decir que al escalonar A, se tendra que algtn a;; = 0.
Consideremos las filas i e i + 1 de A:

Aei 0 -+ 0 a;=0 Gy -

A= : = _ _
A.i+1 0 - 0 0 Ait1i41 0 Qiin
Si i1 = 0, a@jr1541 # 0 habriamos permutados las filas y por lo tanto la matriz

escalonada tendria un 0 en la posicién (i + 1,7 + 1), lo que es una contradiccién. Si
a;i+1 7 0 entonces podemos utilizar este elemento para escalonar hacia abajo y por lo
tanto a; 1,41 = 0. En cualquier caso se deduce que a;,1;41 = 0, y por un argumento de
induccién que d,, = 0, esto es toda la ltima fila de A debe ser 0. Consideremos ahora

la matriz invertible C' = [[ E;, donde A = CA, es decir la matriz que permite pasar de
J

A a A. Definamos

o O

0
1

Si consideramos el sistema Axr = b tendremos que al escalonar la matriz aumentada
(A]D) se obtendra una matriz escalonada (usando las mismas operciones elemementales)

<A|6>=0<Arb>=< D 1)

lo que representa un sistema incompatible y por lo tanto Az = b no puede tener
solucion. Hemos obtenido una contradiccion y por lo tanto la unica posibilidad es que
Vi = 1,..,n a; # 0, y por lo tanto A es invertible. Ahora de AZ = [ se obtiene
premultiplicando por A~ que Z = A~!.

Notemos que de paso se ha probado el siguiente resultado interesante

Corolario 1.4. Una matriz A € M,,,(K) es invertible si y solo si todo sistema Ax = b
tiene solucion.

Lo que a su vez es equivalente a todo sistema Ax = b tiene solucién unica, por lo
probado anteriormente.

Ejercicio 1.4: ;Qué puede decir de una matriz cuadrada A para la cual todo sistema
Az = b tiene a lo mas una solucién?. ;Debe ser A invertible?. Pruébelo.

33



Para saber si una matriz es invertible hemos entonces probado que basta estudiar n sis-
temas lineales. Para el cdlculo de la inversa podemos ir un poco més lejos. Consideremos
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.7.

0 1 1
A=11 -1 2
1 1 0
luego:
0 1 1 100
AH=[1 -1 2010
1 1 0001
Escalonando:
1 1 0001 11000 1
AlIl)- |1 -1 201 0]—-10-2201 -1
0 1 1100 01 110 O
1 1 000 1
- 10 -2 2 0 1 -1
00 213 -3

En este paso ya estamos en condiciones de resolver los tres sistemas. Pero podemos
aun pivotear, ahora “sobre” la diagonal; sin alterar la solucién (ya que multiplicamos
por matrices invertibles):

1 1. 000 1 1 0 1035 3
-2 201 -1}|—=10 -2 201 -1
11 11
0 0 21 35 -3 0 0 21 35 -3
11 1 1 3
0 0 2 1 35 -3 0 0 2 1 35 -3
Finalmente, premultiplicando por la matriz invertible:
1 0 0
D={0 -1 0
0 0 3
Se tiene:
I SR S A
(I)={0 10 5 -3 3
o001 I 44
Obteniendo los sistemas de solucion trivial:
T11 —% L12 i L13 %
Ien =135 | I o] =-3] .1 2s]|=|71].
T31 % 32 % 33 _zll
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de donde:

1103

¥ g 2o

- - 2 4 4

I 1 1

2 4 4

En efecto:

0 1 1\ /-5 1 3 100
AAT =1 -1 2) (3 -+ 3 |=(010

1 1 1
1 1 0 e 00 1

Luego para calcular la inversa de A € M,,,(KK) basta aplicar el Algoritmo de Gauss
sobre la matriz (A|I). Una vez que se ha obtenido la matriz triangular superior A,
realizar el mismo procedimiento para los elementos sobre la diagonal. Finalmente, se
premultiplica por una matriz diagonal para obtener la identidad en el lugar de A.

. Qué sucede si una matriz A no es invertible?

Sabemos que necesariamente aparecera, al escalonar, un pivote nulo irreparable.

Ejemplo 1.8.
102 100 102 1 00
Al)=|112010]y(0O1O0-110
102001 000 —-101
) 1 ) 0
y los sistemas Az = —1|,Ax = | 0] son incompatibles.
-1 1
Pero, en ocasiones, hay pivotes nulos “reparables”.
Ejemplo 1.9.
111100 1 1 1 1 00
110010—=(0 0 -1 -1 10
100 001 0 -1 -1 -1 0 1

Acé el elemento a9y = 0, pero podemos, premultiplicando por la matriz de permuta-
cién Iy3, intercambiar las filas 2 y 3 obteniendo:

111100 1 00001 1 00001
-l0-1-1-1 0 1| —>]0-1-1-1 0 1| —={0-1 0 0-1 1
0 0—-1-1 10 0 0—-1-1 10 0 0-1—-1 1 0
1 00001 00 1
10100 1-1|] = A'=[0 1-1
0011-10 1-1 0




Ejemplo y ejercicio importante: Descomposicion LDU.

Supongamos que al escalonar A € M,,,(K) no encontramos pivotes nulos (jno per-

mutamos filas!). Se obtiene entonces

Ay - G
= (HEJ)A
J

0 Qnn
donde cada una de las matrices F; es de la forma:

1

1. Pruebe que la matriz [[ £} es invertible y su inversa es triangular inferior con

J
1’s en la diagonal. Digamos:

([s) -

gnl

Despejamos entonces A:

()

=l
3

gnn—l

1. Concluya que si al escalonar A no se realizan permutaciones, A puede facto-
rizarse como el producto de una matriz L, triangular inferior con unos en la
diagonal, y una matriz U, triangular superior, donde los pivotes figuran en la

diagonal. Esta factorizacion se llama descomposicion LU.

2. Recordando que ]}, a; # 0, demuestre que:

! a 0
ail
gnl o gnn—l 1

(1.4)

Es decir, A admite una factorizacion A = LDU, en donde L es triangular
inferior con unos en la diagonal, D es diagonal (formada por los pivotes del
escalonamiento) y U es triangular superior con diagonal de unos. Esta factori-

zacién se llama descomposicion LDU.
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. Demuestre que si A admite la descomposicién LDU de (1.5]), entonces la des-
composicion es unica.

. Demuestre ademds que si A es simétrica, entonces L = U".

. Encuentre la descomposicion LDU de

1 11
A=10 1 1
1 20
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Guia de Ejercicios
1. ;Qué puede decir de una matriz cuadrada A para la cual todo sistema Ax = b tiene
a lo mas una solucién?. ;Debe ser A invertible?. Pruébelo.

2. Supongamos que al escalonar A € M,,,(K) no encontramos pivotes nulos (jno per-
mutamos filas!). Se obtiene entonces

a1 ‘e alp

- (H E;j)A

0 Qnn
donde cada una de las matrices E; es de la forma E,,(\, 1), con A € K.

a) Pruebe que la matriz [[ E; es invertible y su inversa es triangular inferior con

J
1’s en la diagonal. Digamos:

1 0
—1 621 . :
(H E) =L= : ) :
’ gnl T Enn—l 1
Despejamos entonces A:
&n e &ln
A=IE)"
J 0 nn,

a) Concluya que si al escalonar A no se realizan permutaciones, A puede facto-
rizarse como el producto de una matriz L, triangular inferior con unos en la
diagonal, y una matriz U, triangular superior, donde los pivotes figuran en la
diagonal. Esta factorizacién se llama descomposicion LU.

b) Recordando que [\, @; # 0, demuestre que:

t

1 1 G2 ... din
] dll 0 a1l a1l
14 " 0
A=|* . -
: K ~ 1 Gnetn
0 Apn An—1n
Enl e gnn—l 1 0 - 1

(1.5)

Es decir, A admite una factorizaciéon A = LDU, en donde L es triangular

inferior con unos en la diagonal, D es diagonal (formada por los pivotes del

escalonamiento) y U es triangular superior con diagonal de unos. Esta factori-
zacion se llama descomposicion LDU.

¢) Demuestre que si A admite la descomposicién LDU de (|1.5)), entonces la des-
composicién es unica.
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d) Demuestre ademés que si A es simétrica, entonces L = U*.

e) Encuentre la descomposicion LDU de

1 11
A=(0 1 1
1 20

Guia de Problemas

1 1 1
P1. (a) Sea la matriz de coeficientes reales A = | @ b ¢ |. Demueste que si la
a® b A

ecuacion Az = 0 tiene una unica solucién entonces (a # b) A (a # ¢) A (b # ¢).

(b) Considere el sistema lineal a coeficientes reales siguiente

- + ars + Pry =
To + axz + [y

ar, + P

Bxr1 4+ Pra + axs =

I
oo oo

Determine las condiciones sobre los parametros reales a y S que garanticen
que el sistema tenga una tinica solucion.

P2. (a) Considere las matrices cuadradas A, B € M,,,(R). Demuestre que
1) A es invertible si y sélo si AA" es invertible.
2) Si A=Ay B=1— A entonces B> = B.
Si A es invertible, utilice las condiciones dadas para calcular las matrices A y
B.
(b) Considere los vectores u,v € My (R) \ {0}. Se define la matriz A € M,,,(R)
por A = uvt.
1) Pruebe que Vo € M,,;1(R), Az =0 <= v’z =0.
Indicacion: Observe que v'z € R.
2) Encuentre el nimero de variables libres en la resolucién del sistema Az =
0.

.Es A invertible?

P3. Considere

1 23 -1 3
=110 1 | B
A=10 33 a=3]| "= o0
2 1 a -2 —2

Estudiaremos las soluciones del sistema Az = b, con © € My (R). Encuentre los
valores de o y 8 de manera que:
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El sistema no tenga solucion.

El sistema tenga una tnica soluciéon. Encuentre la matriz inversa de A y
calcule la tinica solucién del sistema.

El sistema tenga infinitas soluciones y encuentre sus soluciones. Determine
ademas el nimero de variables independientes.
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— SEMANA 4:

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Geometria lineal en K"

2.1 Definiciones basicas

Sea K un cuerpo. Anotaremos los vectores de K" como columnasﬂ, es decir,

T
K" = M,1(K) = : |z, €eK,i=1,...,n

)

Tn

Recordar que en K" = M, ;(K) tenemos una suma (de matrices columna) definida por:

z n T1+
six = : Ly = : € K, entonces x +y = ;
Tn Un Tn + Yn
0
y con ella resulta que (K™, +) es un grupo Abeliano, con neutro 0 = | : | y opuestos
0
L1 —T1
—X = — — :
Tn —Xp

Agregamos ahora la operacién Multiplicacion por Escalar definida como sigue:

Ty
DEFINICION Si x = : y A € K , entonces se define una funcién
Tn
)\1‘1
KxK' — K" . .
, en donde A\x = : . Se le llama ponderacion o multi-
(Ax) = Xx
’ ATy,

plicacion por escalar.

!Para fijar ideas puede pensar en lo que sigue en K = Ry n = 2 6 3, que con seguridad le serdn
familiares de sus cursos de Calculo. Sin embargo, salvo cuando se diga explicitamente lo contrario, IK
puede ser cualquier cuerpo, y n un natural mayor o igual a 1.
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Observacion: Llamaremos vectores columna, o simplemente vectores, a los elemen-
tos de K", v escalares a los elementos de K. De aqui el nombre de esta operacion.

Proposicién 2.1. Se tienen las siguientes propiedades:

1. (VxeK") 1-x=x

2. (YA e € K) (Wx € K™) A (Dox) = (M Ao)x

3. (YA, A € K) (Vx € K™) (A1 + Ag)x = X + Aox
4. (VA eK) (vx,y e K") A(x+y) =Ax+ \y.

5. (VAEK) (Vx €KM) Ax=0 <> A=0Vx=0.

DEMOSTRACION. Las demostraciones de estos hechos son cdlculos elementales y quedan
como un ejercicio muy simple para el alumnos.

Queda ademés el lector encargado de verificar que esta ultima propiedad se puede
también obtener como consecuencia de las propiedades 1. a 4. , mas los hechos de que
(K™, +) es un grupo Abeliano y K un cuerpo. O

Ejemplos: Caso K = R.

» n = 1: El conjunto de vectores es IK! = R, la recta real, el + es la suma usual
en R y la multiplicacion por escalar es el producto en R.

» n = 2: El conjunto de vectores es K? = R?, el “plano x; — x»”.

X1
Tob--------—- - - - - - -~ X =
X2

Un vector x representarda ambos, un punto del plano y una flecha partiendo del
origen que termina en dicho punto. La suma de elementos de R? corresponde
entonces a la suma usual de flechas en el plano:
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y del mismo modo se representa la ponderacion:

2x

1/2x ~ X

0x=0

(—)x
» n = 3: La representacién de vectores en R? se hace en el espacio 3-dimensional:

3

La ponderaciéon se representa de
modo similar al caso plano, y la
suma de vectores también corres-
ponde a la diagonal del paralel6-
gramo definido por los sumandos:
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Observacién: A veces conviene (por ejemplo, para mayor claridad de una figura)
dibujar un vector como una flecha que parte de algin otro punto distinto del origen.
A modo de ejemplo consideremos x,y € R? y sea v =y — x. Se ve facilmente que
v serd una flecha partiendo en el origen que tiene el mismo tamano y apunta hacia
el mismo lado que una flecha que parta en x y termine en y. Dado ésto, muchas
veces no nos molestamos en dibujar v partiendo del origen, sino que sélo dibujamos
la flecha de x a y.

2.2 Rectas en K"

A partir de nuestra intuicién geométrica rescatamos del concepto de recta (en el plano
o en el espacio) dos elementos importantes: que una recta define una direccion de
movimiento y que pasa por algun lugar.

L,

Pasa por p La misma direccién

Direccién

No pasa por p
Ly

Las rectas Ly y Lo del dibujo llevan la misma direccion, y lo que las diferencia es que
pasan por distintos puntos. De hecho Lo es Ly desplazada. Intentamos entonces definir
una recta en K" como sigue:

DEFINICION (RECTA) Sean d € K™\ {0} un vector y p € K™ un punto dado. La
recta L que pasa por p y va en la direccion de d es el siguiente subconjunto de K":

L=Lp,a={veK"'|v=p+td, teK}.

Se dice que p es una posicion de L y que d es un vector director de L.
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p+td

td

Ejercicio 2.1: Un par de observaciones importantes:

1. Muchas posiciones definen la misma recta. Probar que, dado d € K™\ {0} fijo,
se tendrd q € Lpq <= Lga = Lpa. (Las posiciones de una recta L son sus
puntos.)

2. Muchos vectores directores definen una misma recta. Probar que, dado p € K"
fijo, se tendrd Lpq = L,g <= (3A € K\ {0})d = Ad. (Los vectores
directores de una misma recta son los multiplos no nulos de un vector director

dado.)

El Ejercicio motiva la siguiente definicién:

DEFINICION (VECTORES PARALELOS) Sean v, w € K". El vector v se dice paralelo
aw (lo que se anota v||w) ssi (X € K\ {0}) w = Av.

Usando esta definicién, el Ejercicio puede ser replanteado como
d es un vector director de L, 4 <= d||d.
Ejercicio 2.2: 1. Si AC K" yp € K" definimos la traslacion de A en el vector

pporp+ A= {p+x|x€ A}. Mostrar que las rectas que pasan por p € K"
son exactamente las traslaciones en p de las rectas que pasan por el origen 0.

2. Sean p,q € K", con p # q. Mostrar que la recta de posicion p y vector director
d = q — p es la tnica recta que pasa por ambos puntos, p v q.
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Observacién: La ecuacion

v=p+Ad, AeK

que describe los puntos (vectores) de la recta Ly q a medida que se varfa A € K se
llama ecuacion vectorial de la recta Ly g.

2.3 Planos en K"

Sean p € K" y dy,dy € K™\ {0} vectores no paralelos. Apelando a nuestra intuicién
en el espacio tridimensional, vemos que por p pasan las dos rectas distintas L; = Lp q,
y Ly = Ly q4,, y ambas estan contenidas en un mismo plano II.

Observando la forma como los puntos de este plano se obtienen a partir de p, d; y ds
podemos dar la siguiente definicién en K™:

DEFINICION (PLANO) El plano que pasa por p y tiene vectores directores d; y dy
es el subconjunto de K™:

Mpa,a, ={veK"|v=p+sd +tdy,s,t €K}
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Observacion:

1. v=p+sd; +tdy, s,t € K sellama ecuacion vectorial del plano Il; g, 4, -

2. Sea F = [ d, ‘ d, ] la matriz que tiene por columnas a los vectores directores

d; y d;. Entonces juntando los parametros s y t en el vector r = ( j ) € K2,

la ecuacién vectorial queda

v = p+Er ;T € K2
s

= p+[d1d2}<t> s,teK

3. Notar la similitud con la ecuacién de una recta v.=p +td ,t € K. En la
recta hay un parametro libre: ¢ € K (dimension 1, esto se formalizard mas
adelante) y en el plano dos: s,t € K (dimension 2).

Ejercicio 2.3: Se deja como ejercicio para el lector probar las siguientes propiedades:

1. q€ll,4,a, © lqd,,d, = Ipa,.d,- (Cualquier punto de un plano sirve como
su posicién.)

2. Sipe K" ydy, dy,d;,d, € K™\ {0}, con d;no paralelo a dy y d; no paralelo
a do, entonces

Mpaya, =, 570, € (3A € M, 5(K) invertible ) [ d; ‘ d, } = [ d; ‘ d, } A

3. Dado p € K", todo plano que pasa por p es la traslacién en p de un plano que
pasa por el origen, y si trasladamos en p un plano cualquiera que pasa por el
origen, obtenemos un plano que pasa por p.

4. Sean p,q,r tres puntos no colineales en KK". Probar que sid; = q—p vy
d; =r — p, entonces Il 4, 4, €s el inico plano que pasa por p, q y r.
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2.4 Ecuaciones paramétricas y cartesianas de rectas y planos

Rectas
p1 dy
Sean p = : eK'yd= : € K™\ {0}. Sea L = Ly 4. Recordemos que la
Pn dn
T
ecuaciéon vectorial de L es v =p +td ,t € K. Si anotamos v = : el punto que
T
recorre L cuando t recorre KK, resulta:
ry = p1+ tdl
Tog = P2+ tdg
) , t e K.
Estas son las llamadas ecuaciones paramétricas de larecta L. (Notar que py, ..., pp, di, ..., d,

son constantes en K, las coordenadas de la posicién y de la direccién de L.)

Supongamos, para simplificar la notacién, que las primeras k componentes dy, . .., d; de
d1

d son no nulas, y el resto todas nulas: dyy; = dgio = ... =d, =0, es decird = Cgc
o

Entonces las ecuaciones paramétricas de la recta L son
ry = p1+ tdl

T = Pk + tdk
Tk+1 = Pk+1
Constantes.

L, - Pn

Despejando t en cada una de las primeras k ecuaciones, e igualando:

Ti—p1 _ Ta—pa _ . _ TPk (_
dl d2 dk ( t)
Tk+1 = DPk+1
L, = DPn
Este es un sistema de n — 1 ecuaciones lineales para las n incégnitas z, ..., x,, que son
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T

las componentes de un punto cualquiera v = : de L. Las ecuaciones se llaman
Tn

ecuaciones Cartesianas de la recta L. ;Coémo quedan las ecuaciones cuando k = 17

Ejemplos:

= 2: La ecuacion Cartesiana (notar que en este caso queda una sola) de

n
L:L(gl) (ilh) queda:
2/7\d2

1 — P T2 — P2 .
= dy,d 0
dl dg ) Sl ay, Qo ?é )

Ty =p2, sidy=0,y
r1 = pP1, si d1 = 0.

-«

Y odidy £0 dy =0

= n = 3: Una recta queda descrita por dos ecuaciones Cartesianas:

Ty —P1 T2 — P2 T3 —P3

dy do d3
(en caso que dy, ds, ds # 0. Escribir las otras posibilidades.)

Planos (caso n = 3)

Para simplificar el analisis veremos solo el caso n = 3 para las ecuaciones Cartesianas
P1
de planos. Sea II = II, 4, 4, un plano en K* donde p= | ps | € K? es una posicién

D3
de II, y los vectores directores son los vectores no paralelos en K2\ {0}, d; = | do

dio
ydy = | dy |.La ecuacién vectorial de IT estda dada por v =p+sd; +tdsy ,s,t € K,
d32

y descomponiéndola en sus 3 componentes resultan las ecuaciones paramétricas de II:
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Ty = p1+ 8d11 + tdlg
To = P2+ sdgy + tdao ,s,t € K.
T3 = p3+ sd3; + tds

Pivoteando, es posible eliminar el pardmetro s de dos de estas ecuaciones, y luego
también ¢ de una de ellas, de modo que nos quedamos con una ecuacion final con sélo
T, %2, 23 (sin s y t) de la forma Axy + Bxy + Cxs = D, donde A, B,C, D € K, con A,
B o C # 0. Esta es la llamada ecuacion Cartesiana del plano II.

Observaciéon: Si el plano hubiese estado en K", con n > 3, habriamos obtenido un
sistema de n — 2 ecuaciones cartesianas para el plano. ;Qué pasa en el caso n = 27
LY qué puede decir de n = 17

Sabemos del capitulo de Sistemas Lineales que, reciprocamente, un sistema de una
ecuacion y tres incognitas, como la ecuacion Cartesiana de 11, tiene dos variables libres
(digamos x5 y x3) y sus soluciones son de la forma:

T aq B M
To = 0 + X9 1 + x5 0 , Lo, x3 € K,
I3 0 0 1
I 2!
con 1 y 0 claramente no paralelos (;por qué?), asi el conjunto de
0 1

soluciones representa un plano en K3. Tenemos entonces que los planos en K3 son
exactamente los conjuntos solucién de ecuaciones cartesianas como la que escribimos
arriba para II.

Ejemplo 2.1. 1
El plano II C R3 que pasa por el punto p = 0 y con vectores di-
0
1 —1
rectores d; = —1 y dy = 0 tiene por ecuaciones paramétricas
0 1
r = 1+s—1t
Ty = —s , s, t € R de las que se puede facilmente eliminar s y ¢ para
r3 = t

obtener la ecuacién Cartesiana x; + x9 + x3 = 1. Por otra parte, si partimos de esta
ecuacion, despejando x; en términos de x5 v x3 resulta x; = 1 — 29 — x3, por lo que

T
un punto cualquiera v = [ x5 | € R?® que satisfaga esta ecuacién tendrs la forma
T3
Ty 1— 29— 23 1 —1 -1
To = To = 0 | +x 1 + x5 0 ,con xo,x3 € R
Z3 T3 0 0 1
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tomando valores arbitrarios. El lector reconocera esto como una ecuacién vectorial
del mismo plano II.

r1+x2+x3=1

1
0
0

1

-1

0

2.5 Geometria métrica en R”

Definiciones y propiedades basicas

Incorporaremos ahora a nuestro estudio conceptos como distancia entre puntos, angulos,
perpendicularidad, etc. Para ello debemos perder un poco de generalidad y restringirnos
al cuerpo K = R de los nimeros reales. (También se puede hacer todo esto con K = C,
los ntiimeros complejos, pero esto lo postergaremos para mas adelante.)

x1
DEFINICION (PRODUCTO PUNTO EN R") Sean x,y € R", con x = ( : ), y =

Tn

Y1
< : ) Se define el producto punto (x,y) (también se anota x e y) como el real
Yn

(xy)=> zyi=x'y=y'x R
i=1
Tenemos asi una funcién
<> : R"xR* — R
(x,y) — (x¥)

llamada producto punto.
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Proposicion 2.2. Se tienen las siguientes propiedades:

1. (Vx,y € R") (x,y) = (y,x) (Simetria).

2. (vxy, X,y €R") (x+Xy) = (xy) + (X y) y Xy +¥) = xy) +{x7¥) (Bi-
aditividad).

3. (YA € R) (Vx,y € R") (\x,y) = (x,\y) = A(X,y) (Bi-homogeneidad).

4. (VxeR") (x,x) >0y (x,x) =0 <= x =0 (Positividad).

DEMOSTRACION. La demostracién de estas propiedades quedan como ejercicio.

T
El nimero (x,x) que aparece en la propiedad 4. es (x,x) = > » 27, sl x =

xn
Jugando con el Teorema de Pitagoras se puede verificar facilmente que sin =2 6 n = 3,
V/(x,x) corresponde a la longitud de la flecha representada por el vector x.

|
£ |
q, X !
> D)
T
n=2

Aprovechando estos hechos, y con la esperanza de re—obtener el Teorema de Pitagoras
en R™, para todo n, definimos

DEFINICION (NORMA EUCLIDIANA) La norma Euclidiana (o, simplemente, nor-

x1

: ) € R” como |x]| = /D27 = /(x,x) (raiz

Tn

ma) de un vector x = <
cuadrada > 0).
Tenemos asi la funcién norma

I = R* — R |
x o xl = vEex)

Proposicion 2.3. Se tienen las siguientes propiedades:
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1. (VxeR") x| >0y ||x]|=0 < x=0
2. (VA€ R) (vx € R") []Ax|[ = [A][lx]]

3. (Vx,y e R") [[x+yl| < |x|| +|lyll (Desigualdad Triangular.)

DEMOSTRACION. Las demostraciones de [1] y [2| son elementales y se dejan como un
ejercicio facil para el lector. La prueba de la Desigualdad Triangular dependera del
siguiente importante Lema:

Lema 1 (Desigualdad de Cauchy—Schwartz).
(vx,y € R") [(x,y)[ <[]yl

DEMOSTRACION. (DESIGUALDAD DE C—S) Notar que si x = 0Vy = 0, la desigualdad
se verifica trivialmente (0 < 0). Supondremos entonces que ambos vectores x e y son
no nulos. Para x,y € R™\ {0} fijos, consideremos ahora la funcién ¢ : R — R definida
por ¢(t) = ||tx — y||*. Claramente ¢(t) > 0 para todo ¢ € R (y ademads, si y no es un
multiplo de x, ¢(t) > 0 para todo t € R). Por otra parte, ¢(t) = (Ix —y,tx —y) =
|x[|* % — 2 (x,y) t + ||ly|°. Asi, ¢ es una funcién polinomial de segundo grado en ¢, con
coeficientes a = ||x||*, b = —2(x,y), ¢ = |ly||” (notar que como x # 0, la funcién es
efectivamente de segundo grado, y no de un grado menor). Como ¢(t) > 0 para todo
t € R, sabemos que el discriminante b*> —4ac serd menor o igual a 0 (a lo més una raiz real
de multiplicidad 2), es decir 4 (x,y)* — 4||x||*|y|* < 0, de donde (x,y)* < ||| Iyl
lo que implica la desigualdad deseada.

Observacién: Notar que siy no es miltiplo de x, ¢(t) > 0 para todo ¢t € R, luego
b*> — 4ac < 0, de donde se desprende que |[(x,y)| < ||x]| [ly]|- De aqui que (atin en el
caso x = 0 Vy = 0) se verifica la igualdad en Cauchy-Schwartz ssi alguno de los
dos vectores es multiplo del otro. De modo similar se tiene que (x,y) = ||x|| ||y|| ssi
alguno de los dos vectores es un maultiplo no negativo del otro.

Podemos ahora probar la desigualdad triangular. Sean x,y € R". Tenemos:

(x + Y% + y) = |)x|” + 2(x,y) + |yl
Ix[I” + 2 |(x, ¥)| + Iyl

I + y1I*

IA I

Q
[l IA
w2

Ix])” +2 Il Il =+ IylI*
([ + NIy 1)
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Observacién: De la observacién bajo la demostracion de la desigualdad de
Cauchy-Schwartz podemos concluir que en la desigualdad triangular vale la igualdad
ssi alguno de los dos vectores es multiplo no negativo del otro.

Usaremos ahora la norma de R™ para definir la nocion de distancia entre puntos de este
conjunto.

DEFINICION Sean p,q dos puntos en R". La distancia entre p y q es el nimero
real no negativo d(p,q) = ||q — p||.

Observacién:

1. Recordando que q — p se puede visualizar como el vector (flecha) que va de
p hasta q, resulta que d(p,q) es la longitud de esta flecha, es decir, como
esperariamos, la longitud del trazo recto entre p y q.

2. Podemos usar la distancia entre puntos para interpretar la desigualdad trian-
gular. Sean p,q,r € R" tres puntos que forman un tridngulo en R". Enton-
ces: |l —p|| = [(a—1)+ (r = p)| < l[gq—r| + [[r —p|, es decir d(p,q) <
d(r,q) + d(p,r). En el tridngulo pqr esto significa que la longitud del lado
Pq es inferior o igual a la suma de los otros dos lados ( Tq + pr), lo que es un
viejo teorema de geometria plana.

El producto punto estd intimamente ligado a la nocién de dngulo entre vectores. Recu-
rramos nuevamente a nuestra intuicion geométrica para ver algunos hechos que indican
que esta afirmacion no es gratuita.

Situacion 1:
Consideremos el siguiente diagrama:
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Los vectores x e y son no nulos en R”, y los hemos dibujado en el plano que pasa por
el origen y que los contiene. Supongamos que x es perpendicular a y (vamos a suponer
que esto tiene sentido en R™, y que en el plano de x, y y 0 se cumplen las propiedades
usuales que conocemos de la geometria plana del colegio). Esperamos entonces que el
tridngulo que tiene por vértices x, y y —y sea isésceles en x (la altura es la flecha x),
y asi

— <X—2y,X—y>:<X—|—2y,X+3’> 9
= X" =20y +lylI" = [x["+2xy) + |y
— 4(x,y)=0
— (x,y)=0.

% =yl = lx+yl

Aprovechemos esto para definir perpendicularidad en R™:

DEFINICION (PERPENDICULARIDAD) Dos vectores x,y € R™ se dicen perpendicu-
lares u ortogonales ssi (x,y) = 0. Lo anotaremos como x L y.

Ejercicio 2.4: Probar el Teorema de Pitagoras en R™: Sean A,B,C € R", con
(B-C) L (C—A).Sia=dCB) = [B-C| b= dAC) - |C-Al y
c=d(B,A) =||A — BJ| son los tres lados del tridngulo ABC (tridngulo rectdngulo

en C, con a, b los catetos y ¢ la hipotenusa), entonces a? + b* = 2.

A B

Situacion 2:

Queremos usar nuestra intuicién geométrica para descubrir una relacién que nos permita
definir el angulo entre dos vectores de R™. Consideremos el siguiente diagrama:
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Todo transcurre en el plano que pasa por 0 y tiene a X e y como vectores directores.
El punto Ay es la proyeccion ortogonal del punto x sobre la recta que pasa por 0 y
tiene a y como vector director, € serd el angulo de la flecha y a la x (si todo esto tiene

sentido en R"™). La cantidad || \y — x|| es la distancia de x a su proyeccién. Las relaciones

Ayl [Allyl
Il E I

trigonométricas que esperariamos que se cumplan dicen: cosf =

Nos gustaria eliminar A de esta férmula. Para ello notemos que como (A\y — x) Ly,
entonces (\y — x,y) = 0, de donde X ||y[|* — (x,y) =0, y asi [\| = A\ = Tr;ﬁ'g (El dibujo
sugiere que \y apunta hacia el mismo lado que y. Analizar lo que pasa si no. Notar que

¢ > 7 en dicho caso.) Luego cosf = % Usamos esto para definir el dngulo entre

vectores de R"™:

DEFINICION (ANGULO ENTRE VECTORES) Sean x,y € R\ {0}. Definimos el dn-
gulo entre x e y como aquel nimero 6 € [0, 7| tal que

cos = V)
[ Iy
Observacioén:
1. Notar que la desigualdad de Cauchy-Schwartz asegura que —1 < m <1,

asi la definicién anterior tiene sentido.

2. Esta definicién entrega de manera trivial la famosa férmula (x,y) =
[yl cos 6.
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2.6 Aplicacién a Rectas en R? y Planos en R?.

Rectas en R?.

T —
Sead = 931 € R2. Definamos el nuevo vector d+ = < 2
2

facil verificar que las siguientes propiedades se satisfacen:

- ) € R2. Es un ejercicio
L ||a*| = [1d].

2. d* es ortogonal a d.

3. (aY)" = —d.

4. Sid #0, entonces (VWweR?) [v Lld < (IAeR)v=2xd}]

5. Sid#0, entonces (Vv eR?)[v Ldt < (FteR)v=td].

dL

Sea ahorap € R?y L =L,q={vE€R? | v=p+1id, t € R}. Tenemos que
vel < v=p+td, teR
< (FteR)v—p=td
— v-pldt
— (v—p,dH)=0.

Si llamamos n = d* (o cualquier otro vector paralelo a éste), hemos concluido que
veEL& (v—p,n)=0,esdecir, L={v €R? | (v—p,n) =0}. La ecuacién

(v—p,n) =0

se llama ecuacién normal de L. El vector n (es decir, d* o cualquier otro paralelo a é)
se dice vector normal a L.
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% p Y

<2 , . y . nq
De la ecuacion normal de L sale facilmente una ecuacién Cartesiana. Sean n = ( ) ,

no
P1 T
= vV = . Desarrollando:
p= ()= ()

(v—p,n) =0 < (v,n) — (p,n) =0 <= nyr; + naxs + (—nyp; — ngpz) =0,

es decir
ary + bry +c =0, cona=ny;, b=nyyc=—(p,n). (2.1)

Ejercicio 2.5: Concluya que si (2.1]) es una ecuacién Cartesiana de una recta de R?,

entonces un vector director de esta recta es d = (%,).

Planos en R®.

Sean d;, dy vectores no nulos y no paralelos en R3. Mas adelante se prueba que existe
un vector n = d; x dy € R? con las propiedades:

1. |Inf| = ||dy]| ||dz2]| |[sen @] # 0, con @ el dngulo entre d; y da.

2. nld AnLds.

3. (WeR)[vLidiAvlid, & (INER)v = )n].

4. (W eR?) [viln & (3s,t € R)v =sd; +tdy).
Con estas propiedades, sea IT = II,, 4, a, €l plano en R? que pasa por un punto p € R?® y
de vectores directores d; y ds. Entonces el lector puede demostrar facilmente que para

cualquier v € R? v € Il & (v — p,n) = 0. Nuevamente, n (o cualquier vector paralelo
a n) se dird vector normal a I, y la ecuacién

(v—p,n) =0
se llamara ecuacion normal de II.

De modo similar al caso de rectas en R?, la ecuacién normal conduce directamente

a la ecuacién Cartesiana Axy + Bxy + Cxz + D = 0 para II. (Donde n = <§> y

D =—(p,n).)
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Guia de Ejercicios

. Pruebe las siguientes propiedades de la ponderacién por escalar:

(a) (VA1, M2 € K) (Vx € K™) A\ (Aox) = (M Ag)x.
(b) (VA e K) (vx,y € K") AM(x+y) = Ax+ \y.
() (VAeK) (vx e K") Ax =0 A=0Vx=0.

. Pruebe que:

(a) Dado d € K™\ {0} fijo, se tendrd q € Lpq < Lga = Lpa. (Las posiciones de
una recta L son sus puntos.)

(b) Dado p € K" fijo, se tendrd L,q = L,g & (3A € K\ {0})d = Ad. (Los
vectores directores de una misma recta son los miltiplos no nulos de un vector
director dado.)

(c) Si AC K"y p e K" definimos la traslacion de A en el vector p por p+ A =
{p + x | x € A}. Las rectas que pasan por p € K" son exactamente las
traslaciones en p de las rectas que pasan por el origen O.

d) Sean p,q € K", con p # q. La recta L, 4_p €s la tnica recta que pasa por
P,.a—p
ambos puntos, p y q.
. Pruebe que:
(a) g€ llpa,4, © ga,.a, = pd,.a,. (Cualquier punto de un plano sirve como su
posicién.)
(b) Dado p € K", todo plano que pasa por p es la traslacion en p de un plano que

pasa por el origen, y si trasladamos en p un plano cualquiera que pasa por el
origen, obtenemos un plano que pasa por p.

(c) Sean p,q,r tres puntos no colineales en K". Probar que sid;y = q—py
d; = r — p, entonces Il 4, 4, €s el dnico plano que pasa por p, q y r.

. Pruebe las siguientes propiedades del producto punto:

(@) (Vx,y, X,y €R") (x+X,y) = (x,y)+Xy) A XYy +Yy) =Xy +{x¥) (Bi-
aditividad).

(b) (YA € R)(Vx,y € R") (A\x,y) = (x,\y) = A (X,y) (Bi-homogeneidad).
(c) (VxeR") (x,x) >0 A (x,x) =0 <= x =0 (Positividad).
. Pruebe las siguientes propiedades de la norma Euclidiana:

(a) (xeR™) |x]|>0 A |x]|=0<x=0.
(b) (VA€ R) (vx € R") [|Ax|[ = [A][x]].

60



Guia de Problemas

0

P1. (a) Considere los puntos P = <§> ,Q = (—11> y R= <_£>

P2.

P3.

(b)

(c)
(d)

(b)

Verifique que son puntos no colineales y encuentre la ecuacién vectorial (o
paramétrica) y Cartesiana del plano II; que los contiene.

Dadas las rectas Ly y Lo definidas por
1 1

Li: | -1+t -3],teR y Lg:{
1 0

3r+y+4=0
z4+5=0

Verifique que L y Ly son paralelas y distintas y ecuentre la ecuacién vectorial
(o paramétrica) y Cartesiana del plano 1y que las contiene.

Encuentre la ecuacion vectorial de la recta L que se obtiene como la intersec-
ci6én de los plano I1; y Iy (L = IT; N1ly).

Encuentre el punto S de interseccién de las rectas Ly y L, y verifique que S
satisface la ecuacion Cartesiana del plano II;.

Verifique que las rectas

3 -1 2 2
Li: 4]+t 2 |,teR, Ly: (4] +s| 1 |,seR
5 -5 6 -5

se intersectan en un unico punto. Encuéntrelo.

Sea IT el plano con vectores directores dy = < é) vy dy = (é), que pasa por el
0 .

punto P = (—12 >, y sea L la recta con vector director d = (%) que pasa por

el punto ) = <§>, donde a,b € R. Encuentre los valores de los parametros
a, b tales que

» [ esté contenida en II (L C II),

» L y II no tengan puntos en comin (L NIT = (). y

= L N1II contenga exactamente un solo punto.

Sean II; el plano de ecuacién x + y + 2z = 1, 15 el plano de ecuacién —z + y = 2

y Ly la recta que pasa por el punto P, = @) y cuya direccién es Dy = (é).

(a)

(b)
(c)

(d)

Encuentre la ecuacién de la recta Lo, que se obtiene como la interseccién de
los planos II; y Il;. Entregue un vector director de dicha recta.

Encuentre el punto P, de interseccion de la recta Ly y II;.

Calcular el punto P5 de interseccién de Ly con el plano perpendicular a Lo
que pasa por el punto P.

Encuentre la ecuacién paramétrica o vectorial de la recta contenida en Il que
pasa por el punto P; y es perpendicular a Ls.
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2.7 Producto cruz (o producto vectorial) en R?

Geometria

Utilizaremos la siguiente notacién, ya tradicional en las aplicaciones de la geometria
vectorial. Sean i, j,k € R? los siguientes vectores:

i=|lol],j=[1].xk=[o0
0 0 1

Las siguientes afirmaciones son evidentes:

L~

i

1.

= HEH = HEH =1 (Estos vectores se dicen unitarios.)
2. /1\J_j]\ A :]'\J_ kakli (Son ortogonales entre si.)

a1 n > = . L. o
3. (‘v’x = (;2) € R3> X = w11 + x9j + w3k, y esta escritura es unica, es decir, si
3

11+ 2] + o3k = Y11 + yoj + ysk, entonces @1 =y Awy = ys A ws = ys.

Observacion: Las propiedades 1. y 2. se abrevian diciendo que {T,],E} es un

conjunto ortonormal en R3.
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Mas adelante en el curso definiremos la nocién de determinante, pero ahora considera-
remos la siguiente

a
c

b
d

Notacion: Si a,b,c,d € R, anotamos

':ad—bceR

Con esto podemos dar la definicion:

DEFINICION (PRODUCTO CRUZ) Si x = (“m), y = (%é) € R3, definimos el pro-

€2
3

ducto cruz o producto vectorial de x e y como el siguiente vector de R3:

% X ! J k To X3 | TrT X3 | 1 I E

=\ 21 T2 T3 |= .

Y o Yo Y3 i Y3 Y1 e
1 Y2 Y3

Es decir, resulta el vector de R?:

ToYs — T3Y2
xxy=| wzy1 —x1ys | €R
T1Y2 — T2Y1

(Obviamente, esta tltima férmula no es muy facil de recordar, y es preferible usar la
notacion de la definiciéon dada primero, cuya operatoria esta ahi mismo definida, para
memorizar y calcular x X y.)

Hemos asf definido una ley de composicién interna x en R?:

x : RExR} — R3
(x,y) = XXy

Proposicion 2.4. Se tienen las siguientes propiedades

1 (Vx,yeR) xxy L x Axxy Ly.
2. (Vx,y €R3) x Xy =—y xx (X es anti—conmutativo).

3. (Vx,y,z€R?) x X (y+2)=xxXy+xXz A (X+y)Xz=xXxXz+y Xz (X
distribuye sobre + ).

4. (Vx,y €R?) (VAER) (Ax) xy =xx (Ay) = A(x X y).

5. (VxeR¥)x xx=0.

DEMOSTRACION. La demostracién de estas propiedades bésicas quedan propuestas co-
mo ejercicio.
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Notemos que con [2], B @] y [f] més el simple calculo de
ixj=k jxk=1 kxi=],

se puede recuperar la férmula con que definimos originalmente el producto cruz:

XXy = (J}ll + xgj + xgk) (y11 + y21 + ygk)
= xyyd Xi+ l’lygl X J + l’lygl x k + l’gle X1+ xgygjx j+ ZL‘ngJ x k
+x3y1k x i + xgygk xj+ xgygk x k R R R
0+ fL’lZJQk + {13/3(_J) + $2yl(:k) + 0 + 22ys5i —f—A-iU:'sylj + 23y2(—1) + 0
(wa2ys — x3y2)i + (w3y1 — 21y3)j + (w12 — 2201 )k

La siguiente es una féormula para el producto cruz de 3 vectores. Su demostracion es un
simple cédlculo que omitimos.

(xxy)xz=(x2)y—(y2z)x (2.2)

Notar que el producto cruz NO es conmutativo (pero tiene la propiedad parecida [2)) y
que desgraciadamente tampoco es asociativo. Para ilustrar cuan lejos esta de serlo, esta
la llamada Identidad de Jacobi, que se puede probar facilmente a partir de la propiedad
anterior:

(Vx,y,z€R*) xx (yxz)+yx(zxx)+zX (xxy)=0 (2.3)
Notemos que usando y las propiedades anteriores resulta:
X(yxz)—(xxXy)Xxz=y X (X X z),

lo que indica que x X (y X z) no tiene por qué ser igual a (x X y) X

Veamos mas propiedades de “x

Proposicién 2.5.
(vx,y € R\ {0}) [lx x y| = [Ix|| [ly|l [sen 6],

donde 6 es el dngulo entre x e y.

DEMOSTRACION. Esto saldrd de la siguiente identidad, la que pedimos al lector que
tenga la paciencia de verificar (es un célculo simple pero tedioso):

(vx,y € R?) (xy)” + [l x y[* = [Ix]* [l
Una vez establecida esta identidad, y recordando que (x,y) = [|x]| ||y || cos(f), resulta:

exyl® = =PIyl = (x,5)°
= [IxII” IylI* = (I [l cos(8))*
= [Ix|I” [lyl|* (1 — cos*(6))
= [Ix|* [[y]I* sen®(®).
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La siguiente propiedad muestra que el producto cruz representa a la direccion ortogonal
a los vectores participantes.

Proposicion 2.6. Sean x,y € R3\ {0} vectores no paralelos, y sea z € R3. Entonces

l.zlxNzly = (3XeR)z=XIxxy.

2.z 1lxxy = (ds,t € R) z=sx+1ty.

DEMOSTRACION. La demostracién es un ejercicio, explicado en mds detalle a continua-

cién.

1.

O

Ejercicio 2.6: El objetivo de este ejercicio es probar la Proposicién 2]

Sean X,y,z € R? tres vectores no coplanares con el origen, es decir, que no
existe un plano que pasa por el origen y que contiene a los tres vectores X, y y
z. Pruebe que esto equivale a:

(Vs,t eR) x # 0+sy+tz
ANy # 0+sx+tz
ANz # 0+sx+ty

. Pruebe que la condicién anterior es equivalente a

(Va,B,7 €R) ax+fy +72=0=a=F=7=0. (2.4)

2],
}:0

Sea A € M33(R) la matriz descrita por columnas como A =[x | y

Pruebe que la propiedad equivale a que el sistema homogéneo A [

2R

«
tiene como solucién dnica [g } = 0, es decir, A es invertible.

Concluya que tres vectores x,y,z € R3 no son coplanares con el origen ssi la
matriz A= x | y | z ] esinvertible.

Considere ahora x e y no nulos y no paralelos. Pruebe que los vectores x,y y
x Xy # 0 son no coplanares con el origen.
Indicacion: Verifique la condicién 2.9

. Use la conclusién de la parte [2¢ para probar que

(Vz € R?) (3s,t, A\ €R) z = sx + ty + Ax X y. (2.5)

Pruebe, usando la propiedad [2.10] la Proposicion
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Observacién: La interpretacién geométrica del resultado anterior es: Si x,y son
vectores no nulos y no paralelos en R?, x x y define la linea recta (que pasa por 0)
de vectores perpendiculares a x y a y. Por otra parte los vectores perpendiculares
a X X y son exactamente aquellos del plano que pasa por el origen y tiene a x e y
como vectores directores.

Un par de propiedades geométricas mas de “x”:

Proposicién 2.7. 1. Sean x,y € R3\ {0} vectores no paralelos. Entonces el drea
del paraleldgramo que definen es ||x X y]||.

2. Sean x,y,z € R3\ {0} vectores no coplanares con 0. Entonces el volumen del
paralelepipedo que definen es |(x X y,z)|.

DEMOSTRACION. (Deberemos confiar en los conceptos intuitivos de drea y volumen
que traemos de la geometria escolar).

AR

1. El area del paralelégramo es dos veces el area del triangulo cuyos vértices son x,
y v 0. Asi, Area =2 5 - base - altura =2 - 1 - ||x|| h, con h = ||y|| sen 6. De aqui
que Area — 21+ [[x| fyl| sen 6 = [[x| lyl] sen 6 = [|x x y]|.

2. De la geometria de colegio, el volumen del paralelepipedo se calcula como el
producto del drea de su base y su altura. De la parte (a), el drea de la base
es ||[x x y||. Por otra parte la altura H es la proyeccién de z sobre la direccién
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perpendicular al plano de x e y, con lo que H = ||z|| cos(¢), donde ¢ es el dngulo
entre X X y y z. Se obtiene finalmente entonces que Vol = ||x x y|| ||z|| cos(y) =

[(x X y,2)].

O

Una ultima propiedad del producto cruz que es necesario indicar es la llamada regla de
la mano derecha.

De x x y conocemos que apunta en la linea perpendicular al plano de x e y, y que tiene
por norma ||x|| ||y||send, con 6 el dngulo entre x e y. Estos datos nos dejan ain dos
opciones posibles para x x y: hacia un lado del plano de x e y o hacia el otro. La verdad
es que hacia cuél de estos dos lados se dibuja depende de como dibujamos los vectores
ortonormales i, j, k (es decir, de cémo dibujamos los tres ejes de coordenadas de R3).
Generalmente se conviene en dibujarlos de modo que si en el plano de i, J (el plano
x1 — T3) hacemos los dedos de la mano derecha girar rotando de i hacia j. Jj, k apunta en
la misma direcciéon del pulgar.

~)

ot
e

Con esta convencién resulta también que, si x,y € R?\ {0} son no paralelos y hacemos
girar los dedos de la mano derecha en el plano definido por x e y, desde x hacia y, el
pulgar apunta en la direccién de x X y.

X XXy

Hay que indicar, sin embargo, que si alguien prefiriese dibujar los ejes como:

entonces los productos cruz cumplirian una regla de la mano izquierda. Nosotros segui-
remos la convencién universalmente aceptada, dibujando los ejes del primer modo que
mencionamos, y nuestros productos cruz se dibujaran siempre segun la regla de la mano
derecha.
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2.8 Distancia entre un punto y un conjunto. Proyecciones.

DEFINICION (DISTANCIA PUNTO—CONJUNTO) Sea A C R™ un subconjunto no va-
cio de R™, y sea q € R"™ un punto. Definimos la distancia de q al conjunto A
CO1mo:

d(q,A) = inf {d(q,x) | x € A}.

Ejercicio 2.7: Verifique que d(q, A) queda bien definida.

Cabe notar que no tiene por qué existir un punto r € A tal que d(q, A) = d(q,r), y si tal
r llega a existir, no tiene por qué ser tinico (jConstruir ejemplos de estas afirmaciones!).

Estudiemos a modo de ejemplo el caso en que A = L es una recta L, en R” (recta
que pasa por p y tiene vector director x).

Supongamos que existe un punto r € L tal que q — r es perpendicular a L. Afirmamos
(como nuestra intuicién geométrica lo indica) que d(q, L) = d(q,r). Probemos algo
mejor:

(Vzel)z#r=|lq—z]|>|q—r|,
de donde la distancia de q a L se alcanza en un unico punto r.
En efecto, si z € L, como q—r es normal a L, el tridngulo cuyos vértices son z, r y q es
rectangulo en r, y por Pitdgoras (recuerde que usted demostré en el Ejercicio que
es vélido en R") |lq — z|* = ||q —r|* + ||r — z|*. Como z # r, entonces ||r — z||* > 0,
y eso prueba la desigualdad.
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Veremos ahora que tal r € L efectivamente existe.

Sea X = mx (vector unitario en la direccién de x: claramente [|X|| = 1). Seay = q—p

el vector que conecta p con q, y sea w = (y,X)X. Notar que w apunta en la misma
linea que x, y que

Iwll = [{y, ) Il = Iy [l IX]]* |cos(6)] = [ly | cos(6),

donde 6 es el dngulo entre x e y (que lo supondremos en [0, g] para no preocuparnos
del signo de cos(f). Si este no es el caso, podemos usar —x en lugar de x como vector
director de L.)

Este vector w es lo que llamaremos proyeccion del vector y sobre la direccién definida
por el vector x. Notar que si en vez de x usamos otro vector director Ax de L, resulta
exactamente el mismo vector w.

Y=4-P q

Seau=y—w =1y — (y,X)X. Nuestra intuicién nos haria esperar que u L x. Verifi-
quemos que eso es correcto:

X)X, x) = (y,x) — {y,X) (X,x) = {y,X) — LX x| =
(03) =y = (R Rox) = (3230 — (3, %) (Rox) = v3) = (3. ) ] =0

de donde u L x.
Basta tomar ahora r = p +w =p + (y,X) X, es decir
r=p+(a-p,x)Xx,

que tiene la propiedad deseada pues q —r =q—p—-—w =y —w = u L x, luego
q—r L L.

DEFINICION (PROYECCION ORTOGONAL SOBRE UNA RECTA) Llamamos proyec-
cion ortogonal del punto q € R™ sobre la recta L C R”, al punto r € L tal que
q-—r L L.

Acabamos de probar que dicha proyeccién r existe y es el inico punto de L que minimiza
la distancia a q, y dimos ademas una férmula para calcular esta proyeccion en términos
de q, la posicién p de L y su vector director x.

Como segundo ejemplo, vamos a estudiar ahora en detalle el caso en que n =3 y A es
un plano IT C R3.
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Ejercicio 2.8: Desarrollar de manera similar, en paralelo, el caso en quen =2y A
es una recta en R2. Notar que ese problema es un caso particular del que se resolvié
antes, pero la solucién va por otro camino, usando ecuaciones normales en vez de
vectores directores.

Sea L la recta que pasa por q y que es perpendicular a IT (es decir, que tiene por vector
director un vector normal a IT). Veremos en un momento que la interseccién entre IT'y L
consiste en un solo punto r. Nuestra intuicién geométrica indica que d(q,IT) = d(q, r),
y la demostracion de este hecho sigue exactamente las mismas lineas de lo que hicimos
al estudiar la proyeccién de un punto sobre una recta en R™. (Se prueba la desigualdad
(Vaell) 241 = |a—2] > |q-r], ctc.)

DEFINICION (PROYECCION ORTOGONAL SOBRE UN PLANO) Llamamos proyec-
cion ortogonal del punto q € R? sobre el plano II C R?, al punto r € II tal que
q—r LIL

Sabemos que dicho r es el inico punto de II que minimiza la distancia a q. Lo que no
hemos probado atin es que tal punto r realmente existe, y a eso nos dedicaremos ahora.

Sea n un vector normal a II (por ejemplo, si II = I, 4, 4,, D se puede tomar como
d; x dj, o si tenemos una ecuacién Cartesiana Az + Bry + Cx3 + D = 0 para II, n

se puede tomar como (%)) La recta L que pasa por q y es perpendicular a II tiene

entonces por ecuacién vectorial:
v =q+tn, teR. (2.6)

Sea p un punto (fijo) cualquiera de II. Podemos entonces escribir la ecuacién normal
de 1I:
(v—p,n) =0. (2.7)

Buscamos L NI, es decir, los v € R? que satisfacen simultaneamente (2.6) y (2.7).
Pero esto es facil de resolver. En efecto, (2.7]) equivale a (v,n) = (p,n), y usando (2.6)),
obtenemos

(q+tn,n) = (p,n) & (q,n) +¢|nf’ = (p,n) &t =
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Una vez que tenemos la incégnita real ¢t despejada, en ([2.6|) resulta

r:V:q—l—%n (2.8)
n

como unica solucién de (2.6) y (2.7).

Hemos de paso encontrado una férmula ([2.8)) para la calcular la proyeccién de q sobre
IT en términos de un punto p de Il y un vector normal n a II. Podemos también calcular
la distancia de q a II: d(q,IT) = d(q,r) = [r — q|| = KITM. De aqui sale una famosa

[n|
férmula para la distancia de un punto a un plano en R3. Supongamos que II est4 descrito

por la ecuaciéon Cartesiana Ax; + Bxo + Cax3+ D =0,y q = (% ) Entonces

_ [Aq + Bga + Cg3 + D)
A2+ B2+ C?

A .
En efecto, podemos usar n = (g) como vector normal para II. Con ello la ecuacién nor-

d(q, I1)

mal de I serd (v — p,n) = 0, donde v = <§§ > es un punto que recorre I1. Manipulando

esta ecuacién normal se obtiene (v,n) — (p,n) =0, 6 Az; + Bxy+ Czs— (p,n) =0,y
por comparacién con la ecuacién cartesiana de II, debera tenerse que — (p,n) = D.

Como (q,n) = Aq + Bgs + Cqgs, entonces
[(p—qm)| = [{q,n) = (p,n)| = |Agq1 + Bgz + Cgs + D]
El resultado se sigue del célculo de ||nl|.

Cabe notar que hay otra manera, tal vez un poco menos eficiente, de calcular la pro-
yeccién de q sobre II, usando una ecuacién vectorial para Il en vez de la normal:
v = p+ Ad; + pude A\, € R . Esto, junto a v.= p + td; x dy que es la ecua-
cion vectorial de L, entrega el sistema lineal p + Ad; + uds = q + td; x dsy, o mejor

A
[ d; ‘ d, ‘ d; xd, } [;;] = q — p.- Como d; y ds son no nulos y no paralelos, d;, ds
y d; X dy no son coplanares con el origen, y entonces esta ecuacion tiene una soluciéon
Unica para A\, u v t, lo que entrega la proyeccion r = v.

Una tercera manera de proceder, también algo mas larga que la primera, es utilizar
la férmula r = p + Ad; + pds (que no dice més que el hecho de que la proyeccién r
satisface la ecuacion vectorial de II pues es un elemento de este plano) y recordar que
r—q L Il es decir, r —q L di A r—q L ds. Se obtiene el sistema de ecuaciones
{ (di,p—q+2Ad; +pdy) =
(do,p—q+Ad; +pudy) = 07

aa et () - (855
(di,d1) (di,dz)
<d2,d1> <d2,d2) }

invertible, luego el sistema anterior tiene una soluciéon tnica para A y i, lo que entrega
la proyeccion r.

o0, en su forma matricial:

Se puede probar que d; no es paralelo a d, ssi la matriz [
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Observacion:

1. Notemos que la féormula 1) era facil de adivinar, pues sin = ”—rllun es el vector
unitario en la direccién de n, (2.8)) se puede escribir comor = q+ (p — q,n) n

y recordando que (p — q,n) n es la proyeccién (como vector) de p — q en la
direccién de n, el punto q + (p — q,n) n deberia ser el lugar donde la recta
que parte de q y va en la direccién de n encuentra al plano II.

2. En muchos problemas se puede argumentar de manera similar a la observacion
1) (es decir, proyectando sobre una recta vectores que conectan un par de
puntos dados, etc.) para llegar rdpidamente a una respuesta.

72




Guia de Ejercicios

1. Demuestre las siguientes propiedades relacionadas con el produto cruz:

(a) (VX = < > € R3) X = xll + xgj + fE3k, y esta escritura es Unica, es decir, si
i+ 20j + w3k = y11 + 92.] + y3k entonces r1 = Y1 A\ g = Yo A\ T3 = ys.
(b) (Vx,yeR}) xxy L x Axxy Ly.

(c) (Vx,y,z€R®}) xx (y+2z)=xxy+xxz A (x+y)xz=xxz2+yxz (X
distribuye sobre +).

(d) (VvxeR?)x xx=0.
(e) (Vx,y,z€R?) (xxy)xz=(x,2)y — (y,2) X

2. El objetivo de este ejercicio es probar:

Sean x,y € R?\ {0} vectores no paralelos, y sea z € R3. Entonces

a)zlxANzly = (INeER)z= X xxy.
b) z Lxxy = (3Is,t € R) z=sx+1ty.

Para ello:

(a) Sean x,y,z € R3 tres vectores no coplanares con el origen, es decir, que no
existe un plano que pasa por el origen y que contiene a los tres vectores x, y y
z. Pruebe que esto equivale a:

(Vs,t e R) x 0+ sy +tz
ANy 7& 0+ sx+tz
ANz # 0+sx+ty

(b) Pruebe que la condicién anterior es equivalente a
(Va, B,y €R) ax+ By +72=0=—>a == =0, (2.9)

(c) Sea A € Ms3(R) la matriz descrita por columnas como A= [x | y | z].

| =0

(d) Concluya que tres vectores x,y,z € R? no son coplanares con el origen ssi la
matriz A=[x | y | z ] esinvertible.

Pruebe que la propiedad equivale a que el sistema homogéneo A [

2R

(0%
tiene como solucién tnica g } = 0, es decir, A es invertible.

(e) Considere ahora x e y no nulos y no paralelos. Pruebe que los vectores X,y y
x X y # 0 son no coplanares con el origen.
Indicacion: Verifique la condicién 2.9
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(f) Use la conclusién de la parte [2¢ para probar que
(Vz € R?) (3s,t,A €R) z = sx + ty + Ax X y. (2.10)

(g) Pruebe, usando la propiedad [2.10} la proposicién original.

3. Estudiar la proyeccién ortogonal de un punto q € R? sobre una recta L C R?, usando
ecuaciones normales.

Guia de Problemas

P1. Se definen las rectas

—1 1 3 0
Lq: 2 1+t 2 ),teR y Ly: 1 | +s| 1], seR.
1 -2 -1 -2

(a) Verifique que L; y Ly no se intersectan.

(b) Encuentre laecuacién normal del plano II que contiene a la recta L; y es
paralelo a L.

3
(c) El punto P = 1 | pertenece a L,. Encuentre la proyeccion ortogonal de
-1
P sobre el plano II de la parte (b).
(d) Dé la ecuacién del plano paralelo a IT que estd a la misma distancia de L; y

Ly (I es el plano de la parte (b)).

P2. (a) Sean Py  puntos distintos en R3. Demuestre que el conjunto A = {z € R? :
||z — P|| = ||z — Q||} es un plano. Encuentre un punto que pertenezca a Ay
encuentre un vector normal al plano A.

(b) En R? considere las rectas

0 —1 1 2
Li: |5 +t|-3],teR y Ly: |2]+s|4]|, seR.
1 2 3 1

(1) Demuestre que L; y Lo se intersectan y encuentre la interseccion.

(2) Encuentre el sistema de ecuaciones cartesianas que representan a la recta
1
L que pasa por P = | 1| y que es perpendicular al plano que contiene
1
a L1 y LQ.
(3) Determine las ecuaciones de los planos que son paralelos al plano que
contiene a L1 y Lo, y que se encuentra a distancia 1 del punto en que L,
y Lo se intersectan.
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1
P3. (a) Sean L; C R? el eje de las z y Ly C R? larecta que pasa por los puntos | 2
0
-1
v | 3 |. Encuentre una tercera recta L3 C R? que sea perpendicular a L; y
-1
a Lo, v que ademas intersecte estas dos rectas.
(b) Sea IT el plano de R? de ecuacién cartesiana x + z +y = 1 y sea P el origen
en R3. Calcular el punto @ € R? simétrico de P, con respecto a II.
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— SEMANA 6:

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Espacios vectoriales

3.1 Definiciones basicas

Las estructuras que hasta ahora se han estudiado estan dotadas de operaciones que
actuan internamente sobre el conjunto donde estan definidas. Es decir, a un par de
elementos del conjunto, se le asocia otro elemento del mismo conjunto. Veremos ahora
un tipo diferente de estructura algebraica, donde la “multiplicacion” actua sobre un par
de elementos de conjuntos distintos. Esta estructura que estudiaremos esta inspirada
en la estructura lineal de R™. Consideremos (V,+) un grupo Abeliano, es decir

+ es ley de composicion interna

+ es asociativa y conmutativa.

Existe un neutro, 0 € V, tal que: Ve e V,xa +0=0+z = z.

Vx € V, existe un inverso aditivo, —x € V, tal que

z+ (—z)=(—x)+z=0.

Sea K un cuerpo y definamos una ley de composiciéon denominada externa:

KxV =V
(N v) = v eV

DEFINICION (ESPACIO VECTORIAL) Dado un grupo abeliano (V,+) y un cuerpo
(K, +, ), con una ley de composicién externa. Diremos que V' es un espacio vecto-
rial sobre K si y sélo si la ley de composicién externa satisface VA, 5 € K, z,y € V:

(EV1) (A +fB)x = Az + fz.
(EV2) Az +y) = Az + Ay.
(EV3) A(5z) = (A

(EV4) 1 2 = x, donde 1 es el neutro multiplicativo del cuerpo K.

En tal caso, los elementos de V' se denominan vectores y los de K, escalares.
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Observacién: Senalemos que en la definicién anterior participan dos estructuras
algebraicas diferentes; un grupo Abeliano, (V,+), y un cuerpo, K. En tal sentido,
dos espacios vectoriales son iguales si y solo si ambos estan definidos sobre los
mismos grupos y cuerpos y, ademés con una ley de composicion externa idéntica.

Ejemplos:

1. Es directo de la definicién anterior que K™ es un espacio vectorial sobre K.

2. Sea (M (K),+) el grupo Abeliano de las matrices de m filas y n columnas
con elementos en K. Definamos la ley de composicién externa:

K X My (K) = M, (K)
(A, A) = A = (Aayy)

Es fécil verificar que se cumplen las propiedades (EV]l)) a (EVH). Por ejemplo:

( ail...01p bll--'bln
MA+B) =\ : -
L Am1 - - - Amn bmlbmn
air +bir ... ain + bipn AMair +b11) ... Aan + biyp)
=X : : = z :
Gm1 + bml oo QT+ bmn )\(aml + bml) s A(amn + bmn)
/\CLH ce )\(11n )\bll Ce >\b1n
_ : o — M + AB.
A - o AN, Ab - Ay

Concluimos entonces que M,,,,(IK) es un espacio vectorial sobre K.

3. Sea P,(R) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a n, con la
suma de funciones reales y la multiplicacion por escalar definida por:

Vp,q € Pu(R), (p+9)(x) =p(x) + ¢(v)
YA eR, (Ap)(z) = A\p(z)
o bien, si p(x) = i}aixi, q(z) = i)bix"

n

(p+@)@) =D (ai+b)a’, ()(@) =Y (Aa)e’

i=0 i=0
Es directo verificar que P,(R) es espacio vectorial sobre R. Ademsés,
P,(R) C F(R,R),

lo cual, nos llevara mas adelante, a definir la nocién de subespacio vectorial.
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4. Tomemos ahora un cuerpo (K, +, ) arbitrario. Claramente (K, +) es un grupo
Abeliano. Ademas, definamos la ley de composicion:

KxK—=K
(A v) = A

donde 7 -7 es la multiplicacion en el cuerpo K. Como K es cuerpo, se verifican
las propiedades . Concluimos entonces que todo cuerpo, K, es espacio vectorial
sobre si mismo. Dos ejemplos importantes son R y C.

5. Sea el grupo Abeliano (€, +) con la ley de composicién externa:

RxC—=C
(A, a4+ bi) = Aa+ bi) = Xa+ \bi

Es claro que € es un espacio vectorial sobre R pero no es el mismo espacio
vectorial definido sobre €. Es decir, el espacio vectorial C sobre C es distinto
al espacio vectorial € sobre R, pues los cuerpos sobre los cuales estan definidos
son diferentes.

Ejercicio 3.1: Sea V un e.v. sobre K. Probar que:

1. Oov =00 =0, Yv € V,0 € K, elemento neutro aditivo de K.
2. A0 =0A=0,VA € K,0 € V, elemento neutro aditivo de V.
3. d=0=>A=0vVev=0,AeK,veV.

3.2 Subespacios vectoriales

DEFINICION (SUBESPACIO VECTORIAL) Sea un espacio vectorial V' sobre un cuer-
po K. Diremos que U # ¢, es un subespacio vectorial (s.e.v) de V si y sélo si:

1. Vu,oe U, u+velU
2.V e K, VYueU, \uel.

Es decir, ambas operaciones, la interna y la externa, son cerradas en U.

La siguiente proposicion nos entrega una forma mas compacta de caracterizar a un s.e.v.
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Proposicién 3.1. Sea un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K. U # ¢, es subespacio
vectorial (s.e.v) de V' si y sdlo si:

\V/)\l,)\g < IK, Vul,uQ € U, AUy + Aqug € UL

DEMOSTRACION. En efecto, si se verifica la primera definicién entonces, de la propiedad
2, Miup € U y Aqug € U. De la propiedad 1 se concluye A\ju; + Aug € U.

En el otro sentido, basta tomar A\; = Ay = 1 para verificar la primera propiedad y
Ay = 0 para verificar la segunda. 0

Observacién: Si U es un s.e.v. de V entonces 0 € U (basta tomar A = 0). Luego
el subespacio vectorial més pequeno de V' es {0}. El més grande es, obviamente, V.

Ejemplos:

1. El conjunto de los polinomios de grado menor o igual a n, P,(R), es subespacio
de F(R,R).

2. U = {(z,y) | ax + by = 0} es un subespacio vectorial de R%. En efecto, sean
(21,91), (T2, 92) € U, A, Aa € R:

A1, 1) + Aa(2, y2) = (M1 + Ao, Miyr + Aayo)

Ademads, a(A1x1 + Aaxa) + b(Ay1 + Aayo) = M(azy + byr) + Aa(axs + bys) =
A0+ X0 = 0. Es decir, Ay (21,y1) + Aao(22,y2) € U.

El subespacio vectorial U estd compuesto de todos los vectores de R? contenidos
en la recta axr + by = 0. Es claro que, dado un vector (z,y) de dicha recta,
A(z,y), estd en la misma recta asi como la suma de dos vectores sobre ella. De
esto concluimos que cualquiera recta que pasa por el origen es un s.e.v. de R2,

3. Sea la matriz M € M,,,(R), el conjunto U = {x € R" | Mx = 0} es un s.e.v.
de R™. En efecto:
Dados A1, A2 € Rz, y € R™. MMz + Ay) = MiMax + MMy = A0+ A0 =0,
luego, \ix + Aoy € U.

Supongamos ahora que, dado un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K, se tienen U, W
s.e.v. de V. Es directo que

UNW es también s.e.v de V.

En efecto, six,y € UNW, A, Ay € K, entonces como U, W son s.e.v.de V', \jx+ Xy € U
y x4+ Ay e W.

Sin embargo, la unién no es necesariamente un s.e.v de V.
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Ejemplo 3.1.

Tomemos U = {(z,y) € R*/z —y = 0}, W = {(z,y) € R*/y — 2z = 0}. Es claro
que ambos son s.e.v de R2. Sin embargo, (1,1) € U, (1,2) € W pero (1,1) + (1,2) =
(2,3) ¢ UU W, luego no es s.e.v. (grafique para cerciorarse).

Esta constatacion nos llevara, mas adelante, a definir una operacion entre espacios vec-
toriales (la “suma”) tal que podamos hablar de “uniones” compatibles con la estructura
de espacio vectorial.

3.3 Combinaciones lineales

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y una coleccién de vectores vy, vg, ..., v, €
V', v de escalares Ay, ..., \,, € K. Denominamos combinacién lineal a la suma ponde-
rada de estos vectores:

Z )\ivi = )\11)1 + ...+ )\nvn
=1

Claramente, por induccién sobre n, se prueba que > \v; € V.
i=1

Dado un conjunto fijo, vy,...,v, € V de vectores, definimos el conjunto de todas sus
combinaciones lineales como sigue:

({vy,..,on}) ={veV|v= Z)\ﬂ}i,)\i € K}.

i=1

Proposicién 3.2. Sean V e.v. yvy,...,v, € V. Entonces ({v1,...,v,}) es un subespa-
cio vectorial de V. Ademdas es el s.e.v. mds pequeno que contiene los vectores vy, . .., U,.
Es decir, si otro s.e.v U los contiene, entonces ({vi,...,v,}) CU.

Por ende, ({vy,...,v,}) es llamado subespacio vectorial generado por {v;}7 ;.

DEMOSTRACION. Para probar que es un subespacio vectorial de V', sean u,v € ({vy,...,v,}),a, 8 €

K. Tenemos que u = Y vy, v =Y Nw;, luego
; i=1

=1

n

au + fu = Z(Oé)\i + BX)v; € ({v1, ..oy vn})

=1

Para probar que es el mas peque no, basta notar que como U es s.e.v. de V y contiene
el conjunto {v;}! ,, entonces contiene todas sus combinaciones lineales. 0J
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Ejemplo 3.2.

Tomemos v = (1,1) € R?, el subespacio ({v}) = {A(1,1)/A € R} corresponde a
la recta que pasa por el origen con direcciéon dada por el vector (1,1). Sean v; =
(1,0),v2 = (0,1),

({vr, 1) = {A(0,1) + B(1,0) | A, B € R} = R2.

En efecto, dado un vector arbitrario (a,b) € R?, este puede escribirse como
(a,b) = a(1,0) 4+ 6(0,1).

3.4 Dependencia e independencia lineal

DEFINICION Sea {v;}?_; C V, diremos que estos vectores son linealmente depen-
dientes (£.d.) siy solo si: existen escalares {A\1, ..., A\n}, no todos nulos, tales que
Z Aiv; = 0. En caso contrario, es decir Z Aivi =0=\; =0Vi=1,..,n, diremos

1=1
que el conjunto de vectores {v;}, es llnealmente independiente (/.i.).

Ejemplos:

= {(1,1),(2,2)} es un conjunto linealmente dependiente:

—2(1,1) + (2,2) = (0,0).

» Dado un espacio vectorial arbitrario V' sobre K, {0} es linealmente dependiente
pues: VA A0 = 0.

» En general, cualquier conjunto de vectores, {v;}", que contenga 0 €V es
linealmente dependiente. Basta tomar la combmamon Ovi +0vg +.---+0v, +
1-0 =0, con escalares no todos nulos.

De manera similar a lo anterior es facil verificar que un conjunto dependiente sigue
manteniendo esta propiedad al agregarle vectores. Ademas, un conjunto independiente,
mantiene la independencia al extraerle vectores.

En efecto, sea {v;}¥_; C V un conjunto de vectores £.d, entonces existe una combinacién
lineal nula con escalares no todos nulos:

=1
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Luego Vv € V, {v} U{v;}¥_; es £.d., ya que basta tomar la combinacién lineal:
Ov + Z )\ﬂ)i = 0.
i=1

Supongamos, ahora que el conjunto {v;}!_, es £.i., es directo de la de la definicién que
al sacar un vector, vy, el conjunto {v;}2_; \ {vx} es €.i.

Ejemplos:

1. El conjunto {(1,1,1),(0,1,1),(1,0,0)} € R3 es f.d. En efecto, (1,1,1) =
(0,1,1) 4+ (1,0,0), es decir (1,1,1) — (0,1,1) — (1,0,0) = (0,0,0) donde
)\1 - 1,)\2 — —1,)\3 =—1.

2. En el espacio vectorial P4(R), los polinomios 1,z son .7 En efecto, tomemos
una combinacién lineal nula A1+ Sx = 0, pero si § # 0 se tendra que A+ Sz es
un polinomio de grado 1, luego tiene a lo mas una raiz y el polinomio 0 tiene
infinitas raices, luego A = 8 = 0.

3. Los vectores en R* {(1,1,0,1),(1,0,1,0),(0,0,1,1),(0,1,1,0)}, son £.i. En
efecto:

A1(1,1,0,1) + A2(1,0,1,0) + A3(0,0,1,1) + Ay(0,1,1,0) = (0,0,0,0)

es equivalente al sistema de 4 x 4:

/\1+/\2:0
)\1"‘)\4:0
)\2+)\3+)\4:0
/\1+/\3:0
en términos matriciales
1100 A 0
1 001 Xl |0
011 1||x]" 1o
1 010 A4 0
Aplicando Gauss a la matriz aumentada:
110 00 11000 11000
10010_}0—1010_}0—1010
01 110 01 110 0 01 20
101 00 0—-1 1 0 0 00 1-10
1 1.0 00
0—-1 0 1 0
oo 120 T MTRTATM=0
00 0-3 0




En general en K", dado un conjunto de m vectores {vy, ..., vy, }, donde v; = (vy;, ..., Un;),
1 = 1,...,m, podemos estudiar su dependencia o independencia lineal a través de un
sistema de n ecuaciones y m incognitas. En efecto:

)\1’01 + ...+ )\mUm =0

V11 V12 Vim 0
V21 V22 Vom
— X\ + Ao + ..+ A =
Un1 Un2 Unm 0
V11 V12 -+ VUim A1 0
V21 U2 -+ U2m A2 : m
<~ ) ) ) ) = e K™,
Un1t Un2 - Unm )\m 0

Definiendo M = (v;;) € My (IK) (es decir poniendo los vectores originales como colum-
nas) y A € K™ como el vector de incdgnitas, se tiene que para analizar la dependencia
o independencia lineal basta estudiar las soluciones del sistema M\ = 0.

Si existe A # 0 que satisface el sistema, entonces el conjunto de vectores {v;}I", es (.d.,
en caso contrario es £.i.. Mas aun, sabemos que si m > n el sistema tiene mas de una
solucién, en particular una no nula luego {v;}1, es (.d..

Asi se ha probado:

Teorema 3.1. En R™, m > n vectores son siempre linealmente dependientes.

Observacién: Conviene senalar que en K" siempre es posible determinar n vec-
tores independientes. Basta tomar el conjunto {e;}" ;,e; = (0,...,1,...,0), donde la
componente no nula es la i-ésima.
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Guia de Ejercicios

1. Sea V un e.v. sobre K. Probar que:

(a) 0v =00 =0, Yv € V,0 € K, elemento neutro aditivo de K.
(b) A0 =0\ =0,VX € K,0 € V, elemento neutro aditivo de V.
(c) w=0=A=0vVuo=0, eK,veV.

2. Determinar cuéles de las siguientes estructuras son espacios vectoriales:

(a) R? con la suma usual y la siguiente ponderacién: a € R, a(a,b) = (aa,b).
(b) R? con la suma usual y la siguiente ponderacién: o € R, a(a,b) = (aa,0).
(c) R" con la “suma”™ = @y = z X y y la ponderacién: ax = z“.

(d) El conjunto de las funciones de [a,b] en R acotadas, con la suma y poderacién
(por escalares en R) usuales.

(e) El conjunto de las funciones f: R — R tales que f(—1) = f(1), con la suma y
ponderacion usuales.

3. Sea P,(R) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a n, con la suma de
funciones reales y la multiplicacién por escalar definida por:

Vp,q € Pu(R), (p+q)(x) = p(x) + q(x)
YA ER, (Ap)(z) = A\p(z).

Pruebe que P,(R) es espacio vectorial sobre R.

4. Indique cuédles de los siguientes conjuntos son s.e.v. de P»(R) (considerado como en
la parte anterior) y cudles no lo son. Pruebe su respuesta.

(a) U={p(x)=a(z*+x+1)|aecR}

(b) U ={p(z) =ax®+bx+b)|abeR}

(c) U={p(x)=2*+ax+b]|abeR}

(d) U={p(z)=az®>+b|a,beR}.

(e) U= {p(x)=ar’>+b*r+x+c|abceR\{0}}

5. Determine la dependencia o independencia lineal de cada uno de los siguientes con-
juntos de vectores:

@ {(1)-() (e
(b) {2+ 1,22 — 1,2 + 2 + 1} C P(R).
(¢) {(66),(50),(106),(11)} € Mxn(R)

6. (a) Sean a,b,c tres vectores de un espacio vectorial V. Determine si el conjunto
{a+b,b+ c,c+ a} es un conjunto Li.
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(b) Sea {uy,us,...,ur} un subconjunto Li. de un espacio vectorial V. Pruebe que
Va escalar, el conjunto:

{U1 + Qug, us, . . . ,uk} es Li.

Guia de Problemas

P1. Sea P3(R) el conjunto de polinomios de grado menor o igual a 3 con coeficientes
reales. Sean py, po, p3 € P3(R) tales que

pi(x) =14+62% po(z) =42, ps(z)=1+3+ 527
Demuestre que P2(R) = ({p1, p2. ps}).
P2. Sean E, F e.v. sobre un cuerpo K. Sea T" una funcién T : E — F', que satisface:

(1) T(0g) = 0p. En donde Og y Op son los neutros aditivos en cada e.v.
(2) Vz € E, Va € K: T(ax) = oT(x).
(3) Ve,ye E, T(z+y) =T(x) + T(y).

Considere
T(E)={yeF|y=T(z), z € E}.

(a) Muestre que T'(FE) es un s.e.v. de F.

(b) Suponga ademés que T' satisface que:
Vee B, T(z) =0 = z=0.

Muestre que si {uq,...,u,} C E es Li., entonces {T(u1),...,T(u,)} C F es
Li.

P3. Sean E y F espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K.

(a) Pruebe que dotando al conjunto £ x F' de las leyes
V(z,y), (u,v) € EXF, (2,y) + (u,0) = (z 4 u,y +0)

Va e K,V(z,y) € EXF, a(z,y) = (az,ay),
éste resulta ser un e.v. sobre K.

(b) Pruebe que E x {0} y {Og} x F son subespacios vectoriales de E x F.
Determine Ogyr y pruebe que (E X {0g}) N ({0} X F) = {0pxr}-

(c) Sea {ej,es,...,e,} € E un conjunto Li. en E'y {f1,fo,..., fm} € F un
conjunto Li. en F'. Determine un conjunto L.i. en F x F', de tamano n + m.

P4. Sea E el espacio vectorial sobre R de las funciones definidas sobre Z a valores
reales:
E={f|f:Z — R es funcién}.
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(a) Sean aj,as € R con ay # 0y Fy el conjunto de las funciones f € E que
verifican la condicion:

VneZ, f(n)+a f(n—1)+ayf(n—2)=0.

Pruebe que Fj es un s.e.v. de F.

(b) Sea ahora F; el conjunto de las funciones f € E que verifican la condicién:
VneZ, f(n)+arf(n—1)+ayf(n—2)=1.

Pruebe que F; no es un s.e.v. de F.
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— SEMANA 7:

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

3.5 Generadores de un espacio vectorial

Espacios vectoriales

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Diremos que los vectores {vy, ...,v,} C V|
generan V siy sélo si:

{v1, ..., }) =V

o de manera equivalente:

VoeV, NI, CK, talque v=>Y M\u.
=1

Ejemplo 3.3.

Tomemos el conjunto {(1,0),(0,1),(1,1)}. Este genera R?. En efecto, (z,y) =
z(1,0) +y(0,1) +0(1,1). Es decir ({(1,0),(0,1),(1,1)}) = R2. Pero, en este caso, la
forma de escribir (z,y) no es tnica:

(z,y) = (x —y)(1,0) +y(1,1) + 0(0, 1).

En ambas combinaciones lineales “sobra” un vector. Mas aun, constatamos que los
tres vectores son 1.d.:

(1,1) — (1,0) — (0,1) = (0,0)

Esto nos lleva a la nocién de conjunto generador de R? con un nimero minimo de
vectores linealmente independientes. En nuestro ejemplo anterior

{(1,0),(0, 1)} 6 {(1,1),(1,0)}.

Hay alguno mas?.

DEFINICION (BAsE) Dado un espacio vectorial V sobre K, diremos que el conjunto
de vectores {v;}!" ; es una base de V si y sélo si:

(1) {v;}", es un conjunto l.i.

(2) V = {vr, ..., }).
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Ejemplos:

1. En K", el conjunto {e;},, donde ¢; = (0,...,1,0..,0) es base. En efecto, ya
probamos que son li., ademds, dado x = (z1,...,2,) € K", x = > x;¢;. Esta

i=1
base de K" se denomina base candnica.

2. Estudiemos, en R?, si el conjunto de vectores, B = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)},
es base. Veamos primero si B es generador. Sea b = (by, by, b3) € R3 y deter-

minemos si existen escalares, {1, A2, A3}, tales que: (by,b,b3) = Ai(1,1,0) +
A2(1,0,1) + A3(0,1,1). Esto es equivalente a estudiar el sistema de 3 x 3:

1 10 A\ by
1 01 X | = | by
01 1 A3 b3

Para resolverlo tomemos la matriz aumentada y escalaremos:

110 b 1 10 by 1 10 by
1 01 bg —10-1 1 bg—bl —10-1 1 bg—bl R
0 1 1 b 01 1 b 0 0 2 b3+by—0b

de donde: A3 = W,)\Q = W,)\l = % Es decir, dado b € R3,b

es combinacion lineal de B:

by + by — b3
2

by + b3 — by
2

by + b3 — by

(blab27b3) = (17170)+ (17071)+ (07171)

Luego R? = (B). Para determinar que el conjunto B es Li. (y por lo tanto base)

basta resolver el sistema anterior para b = (0,0,0). En este caso se concluye
A1 = A3 = A3 =0, y por lo tanto son 1.i.

3. En el espacio vectorial P,(R), el conjunto B = {1,z,z? ...,2"} es base. En
efecto. Es claro que cualquier polinomio, ¢ de grado < n se escribe como com-
binacion lineal de los vectores en B:

n

q(z) = Z a;x’.

=0

para verificar que estos son £.i tomemos la combinacion lineal

i=0

Se tiene que, si el polinomio de la izquierda tiene algin coeficiente no nulo,
entonces es un polinomio de grado entre 0 y n luego posee, a lo mas, n raices.
Pero el polinomio de la derecha (polinomio nulo) tiene infinitas raices. De esto
se desprende que \; =0, i =0,...,n.
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Otra manera de verificar la independencia lineal es mediante derivacion:

di( E Nz') = A+ 2007 + .+ " =0
x
i=0

d? & ,
@(Z >\le) = 2 o+ ...+ n(n _ 1)>\nxn72 0
=0

a
dxm

(Z)\iwi):n!)\n:()
i=0
=2=A=0= \_1=0 = ... = A\ =0 = A\=0.

4. Existen espacios vectoriales en los cuales ningtin conjunto finito de vectores es
base, por ejemplo, sea S el conjunto de las sucesiones, es decir:

S ={(un)/u, € R,¥n € N}.
Claramente, con la suma (u,) + (v,) = (u, + v,) y la multiplicacién A(u,) =
(Auy), A € R, S es un espacio vectorial sobre R.

Vemos que el conjunto finito de sucesiones B,, = {x(l), cee x(”)}, donde xg.i) =1
siy sblo si i = 7 (0 en otro caso), es linealmente independiente. En efecto:

> Xr® = (A, Ay A 0,0.) = (0,.,0,.) = A =0 Vi=1,.n
=0

Pero, siempre es posible agrandar este conjunto. Basta tomar B, = B, U
{z(+D1 Ademds Vn € N, B, no es generador pues dado n fijo, el vector z
es linealmente independiente de los vectores de B,,. Es decir, extendiendo ade-
cuadamente las definiciones de 1.i. y generador a conjuntos infinitos (lo cual se
puede hacer, pero no lo haremos aqui), la “base” serfa B = |J,~; Bn, que es un
conjunto infinito. Sin embargo, es posible probar que B tampoco puede generar
a todas las sucesiones de S, es s6lo un conjunto 1.i.

5. Observemos que el conjunto de las progresiones aritméticas, PA es un s.e.v.
de S, y este tiene una base finita. En efecto 1 = (1,...,1,...),e =
(1,2,3,...,n,...) € PAy ademés son l.i.:

M +8e=A+B8,A+28,A+383,...,x+up,...) =(0,...,0,...)
= A+=00AA+28=0) = A=5=0.

Ademas son generadores: Sea (z,), una progresiéon de diferencia d entonces se
tiene x,, = xo + nd y por lo tanto:

(2,) = 201 + de.
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Una caracterizacion de base, que nos serd ttil més adelante, es la siguiente:

Proposicién 3.3. Dado un espacio vectorial V, B = {v;}I.; CV es una base si y sdlo
si Vv € V v se escribe de manera tinica como combinacion lineal de los vectores del
conjunto B.

DEMOSTRACION. Demostremos esta propiedad:

=) Como B es base, (B) =V, luego v se escribe como combinacion lineal de los vectores
en B. Supongamos que esto puede hacerse de dos maneras:

n n
v = g v, V= E Biv;.
i=1 =1

n

Se tiene entonces Y (a; — ;)v; = 0. Como B es un conjunto l.i., concluimos que «; = ;
i=1

para todo i.

<) Por hipétesis, cualquier vector v € V' es combinacién lineal del conjunto B, luego

n
B es generador. Supongamos que B es l.d., entonces » | A;v; = 0 con escalares no todos

i=1
nulos. Ademas Ov; + 0v + ... + Ov, = 0 luego el vector 0 se escribe de dos maneras
distintas, lo cual es una contradiccién. Concluimos entonces que B es base. 0

Observacion: Por convencién el conjunto vacio ¢ es la base del espacio vectorial
{0}. Esto pues por definicién diremos que ¢ es lLi. y ademds el subespacio més
pequenio que lo contiene es {0}.

Otra propiedad importante es la siguiente:

Teorema 3.2. Si X = {vy,...,v,} CV es un conjunto generador, entonces es posible
extraer un subconjunto B = {v;,, ..., v, } que es base de V.

DEMOSTRACION. Procederemos de manera recursiva

1. Elijamos v;, € B, el primer vector no nulo que encontremos (;, Qué pasa si todos
son cero?). Hagamos By = {v;, }. Claramente B; es linealmente independiente.

2. Preguntamos ;X \ By C (By)?
Si es cierto: Entonces By es base. En efecto, X\ By C (By) = Vj # i1,v; = \ju;,.
Como V =(X) =WYweV o= Xn: RV = Z QpARVi, + v, = Ay, € (By),
con A € K lo que implica que ng (By). Eskfilécir V = (By), luego By es li. y
generador.
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Si no es cierto: Entonces v, € X \ By, v;, ¢ (By). Hacemos By = By U{v;,} y
repetimos el procedimiento anterior.

En el k-ésimo paso se habra generado, a partir de By_; = {v;,, ..., v;,_, }, (que es
linealmente independiente), el nuevo conjunto:

By = Br1 U{vi, }, vy, & (Br-1).

By, es linealmente independiente: En efecto, sea:
k
Z )\jvij =0.
j=1

k—1
Si A # 0 entonces v;, = —i > Ajvi; € (Br_1) que es una contradiccién. Luego
j=1

A = 0y, como Bj_; es linealmente independiente, \; =0 Vj = 1...k — 1.

Finalmente, como el conjunto de vectores X es finito, en un numero finito de pasos
determinamos un conjunto linealmente independiente By = {v;,, ..., v; }, tal que X \
Bs C (Bs) y de manera andloga a lo ya hecho se prueba que es generador y por lo tanto
base de V. O

En la demostracion anterior, elegimos el “préximo” vector, v;, , para “entrar” al conjunto
By_1, exigiendo solamente: v;, ¢ (By_1). Obviamente pueden existir varios vectores con
tal propiedad. Esto permite afirmar que, en general, a partir de B podemos determinar
varias bases (a menos claro que B mismo sea una base).

Ejemplo 3.4.
S B = {(1,0),(0,1).(L1)}, los subconjuntos {(1.0), (0, 1)}, {(10), (1.1} ¥
{(0,1),(1,1)} son todos bases de R2.

Daremos ahora una generalizacién del Teorema |3.1]

Teorema 3.3. Supongamos que tenemos B = {v;}I,, base de V' y un conjunto arbi-
trario X = {w;}*, C V. Sim > n, entonces el conjunto X es l.d.

DEMOSTRACION. En efecto, como B es base: w; = A\jyv1 + -+ + A\, 1 < i < m.
Tomemos una combinacion lineal de los vectores de X:

610&)1 + ...+ 6mwm = O, (31)

reemplazando cada w; como combinacién lineal de B, [3.1] equivale a:

iﬁip\um + ..+ A, =0
i=1
— ZﬁiZ)\ji’l}j =0
=1 j=1
= > v Br) =0
j=1 i=1
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y como B = {v;}7_, es Li., lo anterior es equivalente a
Z)\jiﬁizo I1<j<n
i=1

0, de manera matricial AS = 0, donde

)\11 )\12 e )\1m Bl
A A e dom _

I e I e
)\nl )\n2 T )\nm ﬁm

Del capitulo anterior sabemos que para m > n el sistema anterior tiene méas de una
solucién (infinitas), luego al menos una no nula. Es decir existen escalares /31, ..., B, no
todos nulos, solucién de la ecuacién De donde concluimos que X es L.d. O

De este resultado se desprende directamente el corolario siguiente que es suma impor-
tancia:

Corolario 3.1. Si {v;}?,, y {w;}™, son bases de V, entonces n =m.

DEMOSTRACION. En efecto, si n > m, de la propiedad anterior concluimos {v;}?; es
l.d., lo cual es una contradiccion. O

Asi, si existe una base finita, de cardinal n, entonces cualquier otra base contiene
exactamente n vectores.

Esto nos lleva a definir la dimensién de un espacio vectorial.

DEFINICION (DIMENSION) Diremos que un espacio vectorial V' sobre K es de di-
mensién n (finita) si admite una base de cardinalidad n. En caso que no exista una
base finita, hablaremos de espacio vectorial de dimensién infinita.

Notaremos dim V' al cardinal de una base (dimV = oo, si V' no posee una base
finita). En particular dim{0}=0.

Ejemplos:
1. dimR" = n.
2. dim S = co.
3. dim PA = 2.

4. dim M,,, = m - n.
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Verifiquemos esta ltima. Tomemos el conjunto de matrices de 0 y 1:

B={Ela,f] = (), ef =14 (a,8) = (i,5) @ € {1,....m}, B € {1,...,n}}.

Este conjunto corresponde a la base candnica del espacio de las matrices. Por ejemplo,
param =2y n = 3, el conjunto B estd formado por las matrices:

100 010 0 01 000 000 000 (3.2)
00 0/7\0 0 0/"\0 O0O0/"\1 0 0/’\1 0 O0/7\0 0 1)° ’
Volvamos al caso general, claramente B es 1.i.

n >\11~~)\1n 0..0

a=1 g=1 At - Amn 0..0

— A =0 VYa,B.
Ademas, dada A = (a;;) € My (K):

m n

A= ZZ@GBE[Q,B].

a=1 =1

Luego, el conjunto {E[a, 5]}a s es base. Es decir dim M,,, () = mn.

Algunas propiedades de los espacios de dimension finita son las siguientes:
Teorema 3.4.

1. Sea dimV =n. Si {v;}, es li. entonces {v;}'_, es base.

2. Sea U un s.e.v de 'V, luego dimU < dim V' mdas aun se tiene que

dimU =dimV =U=V.

DEMOSTRACION.

1. Basta probar que V = ({vy, ..., v, }). Supongamos Ju ¢ ({vy,..,v,}), luego
B = {u,vq,...,v,} es Li. y |B| = n+ 1 > n. Lo que es una contradiccién, pues
todo conjunto de cardinal mayor que la dimension debe ser 1.d.

2. Supongamos m = dimU > n = dim V/, entonces existe {u;}", base de U, pero
{u;}1, C V es li., de cardinal mayor que la dimensién, lo cual contradice el hecho
que el maximo conjunto de vectores l.i. es de cardinalidad n.

Para probar la tltima parte supongamos U # V. Sea {u;}!; una base de U.
Como U #V'y {uy,....u,}) =U,

e V\U = B ={viU{w}l,eslienVy|Bl >dimV, que al igual que
antes da una contradiccion. O
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Un resultado importante es la posibilidad de que, en un espacio vectorial V,
dim V = n, un conjunto de vectores linealmente independiente, pueda completarse
hasta formar una base de V.

Teorema 3.5 (Completacién de base). Dado V espacio vectorial sobre K con dimV =
n, y un conjunto de vectores lLi.; X = {vy,...,v.}, r < n, entonces existen vectores
Upi1, - - -, Up, tales que el conjunto {vy,...,v,} es base de V.

DEMOSTRACION. Sea U = ({vy,...,v,}), claramente U # V (justifique). Luego Jv €
V' \ U. Definiendo v,,; = v, el conjunto {vy, ..., v, v,51} es Li. En efecto

r+1

Z )\ﬂ)l' =0
i=1

L 21 A\iv; € ({v1, ..., 0. }) lo cudl es una

Si A\11 # 0 entonces, se concluye que v, = — v
1=

contradiccién ya que v, € U. Si A\, 1 =0=X\; =0 Vi=1,...,r pues los vectores de
X son Li. Si ({vy, ..., v,41}) = V hemos terminado, sino repetimos el procedimiento.

Ejemplo 3.5.
Consideremos, en R* el conjunto

X ={(1,1,0,0), (0,1,0,0)}.
Claramente este conjunto es Li. y ademas (0,0, 1,0) ¢ ({(1,1,0,0),(0,1,0,0)}). Lue-
g0 {(1,1,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0)} es Li.

Andlogamente, el vector (0,0,0,1) ¢ ({(1,1,0,0), (0,1,0,0),(0,0,1,0)}) luego el con-
junto B = {(1,1,0,0)(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} es Li. y como contiene tantos
vectores como dim R* = 4, es base.

3.6 Suma de espacios vectoriales

Recordemos que la unién de subespacios de un espacio vectorial V', no es necesariamen-
te un espacio vectorial. Definamos una operacién entre subespacios que nos permita
determinar uno nuevo, que contenga a ambos. Sean U, W subespacios de V', definimos
la suma de subespacios vectoriales como sigue:

U+W={veV]jv=utwuelUweW}

Es directo que U + W es un s.e.v de V. En efecto, sean z,y € U + W, \, 8 € K, luego
T =u; +wy,y = Uy + we. Ademads, A\x + Sy = (Auy + Bug) + (Awy + pws) € U + W ya
que U y W son s.e.v.
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Ejemplo 3.6.
Tomemos en R?, los subespacios U = ({(1,1)}), W = ({(1,0)})

U+W ={v=A11)+5(1,0) |\ R} =R

En efecto, (z,y) = y(1,1) + (x — y)(1,0)
Sean, en R?, los subespacios U = ({(1,0,0)}),W = ({(0,1,0)})

U+W ={(z,9,0) | 2,y € R} #R°.

En general, es directo que U C U+ W y W C U + W. Basta tomar los elementos de la
forma u + 0 y 0 + w, respectivamente.

Dado V = U + W, un vector no necesariamente admite una escritura tinica en términos

de Uy W.

Ejemplo 3.7.
Si
U=({(10),0,1}, W=D}

luego R? = U 4+ W. Pero el vector (1,1) se escribe de dos maneras:
(1,1)=(1,1)+0

donde (1,1) € U y 0 € W, pero ademés
(1,1) =0+(1,1)

donde esta vez 0 € U y (1,1) € W.

En el caso particular, en que la descomposicion de un vector de V' sea tinica en términos
de los subespacios, diremos que V' es suma directa de U y W,

DEFINICION (SUMA DIRECTA) Sea un espacio vectorial V' y dos subespacios vec-
toriales U, W de V. Diremos que el subespacio Z = U + W es suma directa de U
y W, notado U @& W = Z, si Vv € Z, v se escribe de manera tnica como

v=u+w, uwelU weW

En el caso en que V sea suma directa de U y W, diremos que estos ltimos son suple-
mentarios.
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Ejemplo 3.8.
Sean, por ejemplo, los subespacios de R?, V = ({(1,0)}),W = ({(0,1)})

R*=U & W, pues (z,y) = 2(1,0) + y(0,1) es tnica.

Una caracterizacion til de la suma directa es la siguiente:

Proposicién 3.4. Dado V ev. y U W, Z s.e.v. de V, entonces
Z=UsW < (Z=U+W)AUnNW ={0})

DEMOSTRACION. En efecto:

=) Como Z es suma directade Uy W, Vv € Z, Ju € Uyw € W tal que v = u+w =
veU+W,luego Z=U+W.

Supongamos ahora v € U N W, entonces v = v+ 0 = 0 4+ v. Es decir, v admite
dos escrituras en U + W, luego necesariamente v = 0.

<) Como Z =U+ WY € Z, v=u+w, ue€ Uw € W. Veamos que esta
descomposicién es tinica. Supongamos v = u+w y v = v’ +w', entonces u — v’ =
w —w,dondeu—u' eUyw —weW,luegou—v eUNW=>u—u=0=
u=u = w=w. O

Una propiedad interesante de la suma directa es:

Teorema 3.6. StV =U&W yV es de dimension finita, entonces dim V = dimU +
dim W.

DEMOSTRACION. En efecto, si U o W corresponde al subespacio nulo, {0}, el resultado
es directo.

Supongamos entonces U # {0} # W. Sea {u;}F_, base de U, {w;}™, base de W.

Afirmamos que el conjunto B = {uy, ..., U, Wy, ..., Wy, } es base de V:

1. B es linealmente independiente:
k m
i=1 i=1

k m
Como Y Nu; € U, Y fyw; € Wy el vector 0 se escribe de manera tnica en U+ W
i=1 i=1
como 0 = 0 + 0, obtenemos:

k m
Z)\iui = Zﬁiwi =0
i—1 i—1

y por independencia lineal de {u;}*_,, {w;}™, concluimos \; = ... = A\, = 3 =
=B = 0.
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2. B es generador del e.v. V:
Como V = U@WVUGVv—u+wu€Uw€WPerouEUwGW

se escriben como combinacién lineal de sus bases: u = Z U, W Z Aiw;, de
i=1 =1
donde,

k m
v= > quw; + Y Nw;, luego (B) = V.

=1 i=1

De (1) y (2) es directo que dim V' =k +m = dim U+ dim W. O

Una pregunta importante es la siguiente: dado un s.e.v U de V | j existe un suplemen-
tario de U7, es decir ;, un s.e.v W tal que V. =U & W?

La respuesta es afirmativa, si U = V, basta tomar como suplementario W = {0}. Si
dimU < dim V, tomemos una base de U : X = {u;}*_,. Por el teorema de completacién
de base, existen vectores {ug1, ..., u,} tales que B = X U {ugy1,...,u,} es base de V.
Sea ahora

W = ({uk41, ..., up }). Afirmamos que V = U & W. En efecto, como {uy, ..., u,} es base
de V, todo v € V puede escribirse, de manera tnica, como combinacion lineal de esta

base:
n
V= Z%‘Ui + Z QU
i=1 i=k—+1
k
Como u =Y oyu; € Uyw = 2 a;u; € W, tenemos que un vector v € V' se escribe de

i=1 i=k+1
manera unica como v = u + w.

Ejemplos: Tomemos V' = R? y los subespacios

U= <{(1a0’ 0)7 (07 170)}) ) W= <{(07 170)7 (0’07 1)}>

UnWw = {{(0, ,O)}). En efecto, si v € UNW,v = «(1,0,0) + 5(0,1,0) =

~(0,1,0) 4+ 6(0,0,1). De donde, « = 6 = 0, 5 = ~y. Luego v = (0, 1,0). Es decir
UNW = ({(0,1,0)}), De esto concluimos que U +W no es suma directa, sin embargo
RE=U+W

({(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1)}).

En R?, cualquier par de rectas no colineales, que pasen por el origen, estdn asociados
a subespacios suplementarios. Luego el suplementario de un s.e.v. U no es unico.

El siguiente resultado, propuesto como ejercicio, extiende el Teorema al caso en que
la suma no es necesariamente directa.

Teorema 3.7. Supongamos que V. = U + W, entonces dimV = dimU + dim W —
dimUNW.

DEMOSTRACION. Propuesta como ejercicio. Ver la guia para indicaciones. 0
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Guia de Ejercicios

. Averigue si el conjunto de polinomios {1 + 2% 1 — a3,z — 23, x + 23} constituye una
base de F' = {p € P(R) | gr(p) < 4}. Donde P(R) el es espacio de los polinomios a
coeficientes reales.

. Sea W es subespacio vectorial de R* generado por el conjunto

1 1 2
1 -1 3
1111112
1 -1 3

(a) Determine una base de W y su dimensién.

(b) Extienda la base encontrada antes a una base de R*.

. Se desea probar el siguiente resultado:

Supongamos que V = U 4+ W entonces dimV = dim U + dimW —dimU NW.

Para ello:

Considere U NW como subespacio de U y W. Si se toma {z1, ..., 2} base de UNW,
se puede extender a

By ={z, ..., 2k, u1, ...,y } base de Uy

Bw ={z1, ..., 2k, w1, ...,w, } base de W.
Se probard que B = {21, ..., 2k, U1, ..., U, W1, ..., Wy } €s base de V.

(a) Pruebe que B genera a V. Es decir, tome v € V' y pruebe que es combinacién
lineal de los vectores de B. Use que V =U + W.

(b) Para probar que B es Li., tome una combinacién lineal de B igual a cero:

0=a121 + ... + oz + g + ... + i + frws + ...+ Brw,

de donde
— (Brwy + ... + Bpwy) = @121 + oo + gz + N1ur + .+ Y. (3.3)
Pruebe que existen A, ..., \; € K tales que
—(Brwy + ... + Bpw,) = Az + o+ Az
(c) Demuestre que 1 =--- =, =X\ =---= A\, = 0.

(d) Reemplace lo anterior en y use que By es base para probar que o = --- =
(e) Concluya que B es Li. y por ende base de V.
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(f) Concluya el resultado buscado.

Guia de Problemas

P1. Considere los conjuntos W y U definidos por:

P2.

P3.

a b 0
W={MeMyuR) | M=[b e c| Na+e+i=0, a,b,c,e,i € R}
0 ¢ 1
0 r s
U={MeMzpuR)|M=|r 0 0], rseR}
s 00

(a) Demuestre que W y U son subespacios vectoriales de M33(R).

(b) Encuentre bases y dimensiones para los subespacios U, W,UNW y U+ W,y
decida (justificando) si la suma U + W es directa.

. Cudntos vectores es preciso agregar a una base de U + W para obtener una
base de S = {M € Mas3(R) | M simétrica}? Justifique encontrando una base
de S.

Sea m = 2n con n > 0y considere el conjunto P,,(R) de los polinomios reales de
grado menor o igual a m. Si cada p € P,,,(R) se escribe p(x) = ap+a1x+- - - +a,z™,
se define el conjunto

V={pePnR)|Viec{0,...,m} a=am_}
(a) Probar que V' es subespacio vectorial de P,,(R) sobre los reales.
(b) Encontrar una base de V' y deducir que su dimensién es n + 1.

(c) Probar que P,,(R) =V & P,_1(R).
(d) Se define

V' ={p(z) = Zaizi € Pn(R) | Vie{0,...,m}, aj=—am_i}.
i=0
Probar que P, (R) = V @& V' (asuma que V' es un subespacio vectorial de
P (R)).
Si A € M,,,(R) y V es un subespacio vectorial de R", se define:
AV)={Az |z € V}.

(a) (1) Pruebe que si A € M,,,(R) y V es s.e.v. de R” entonces A(V') también
es s.e.v. de R".

(2) Sean V,W s.e.v. de R™ tales que V@ W = R". Pruebe que si A € M,,,,(R)
es invertible entonces A(V) @ A(W) = R".
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(3) Sean V,W s.e.v. de R™ tales que V & W = R™. Pruebe que si A(V) &
A(W) = R", entonces A es invertible.
Indicacion: Pruebe que para todo z € R™ el sistema Az = z tiene solucién.

(b) (1) Sea W un s.e.v. de R" y definamos £ = {A € M,,(R) | AR") C W}.
Muestre que F es un s.e.v. de M,,,(R).

(2) SeaW = {(t,t) | t € R}. Calcule ladimensién de £ = {A € Mo (R) | A(R?) C
wh.
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— SEMANA 8:

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Transformaciones lineales

4.1 Introduccién

Sea la matriz A = (9}) y multipliquemos los vectores de R? por esta matriz. Sea
v = (72), se tiene entonces Av = (32), es decir el vector que se obtiene de intercambiar
las coordenadas de v.

Si tomamos A = (_01 _01), al multiplicar por el vector v obtenemos Av = — (1), que
es el vector simétrico con respecto al origen.

Estos dos ejemplos nos dan funciones completamente distintas pero ellas comparten
propiedades que son fundamentales: la imagen de la suma de dos vectores es la suma
de las imagenes y la imagen de un vector ponderado por un real es la imagen del vector
ponderada por el mismo escalar. Funciones que verifican estas propiedades son llamadas
lineales y son el objeto de este capitulo. Veamos un caso més general.

En R” consideremos 1" como la funcién:

T:R*" - R™
v — Av

donde A € M,,,,,(R).

Este tipo de transformaciones tiene dos propiedades fundamentales:
L. T(u+v) =T(u) +T(v) Yu,v € R"
2. T(M) = AT'(v) VAeR,veR”

En efecto, T'(u+v) = A(u+wv). Como la multiplicacién matricial distribuye con respecto
a la suma:

T(u+v)=Au+ Av =T (u) + T(v)
Por otra parte, T'(\v) = A(Av) = AAv = \T'(v)
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4.2 Tranformaciones lineales

DEFINICION (TANSFORMACION LINEAL) Sean U,V dos espacios vectoriales sobre
el mismo cuerpo K. Diremos que una funciéon 7' : U — V' es una transformacién (o
funcién) lineal si y sélo si satisface:

1. ‘v’ul, Ug € U, T(Ul + U,Q) = T(Ul) + T(Ug) (41)
2. YueUMNe K, T(\) = AT (u) (4.2)

Senalemos que la propiedad establece un homomorfismo entre los grupos (U, +)
y (V.+).

Ejemplos:

1. Cualquier funcién T : R* — R™, X — AX, es lineal.

2. El caso particular, f : R - R,z — ax,a € R es lineal. En efecto, f(x +y) =
a(z +vy) = ar +ay = f(z) + f(y). Ademds, f(A\x) = a(A\x) = dax = \f(2).
Esta transformacién corresponde a una recta (linea) que pasa por el origen con
pendiente a.

3. f:R— R,z — 2% no es lineal. En efecto: f(z+y) = (z+y)? = 2*+22y+1y°* =
f(z)+ f(y) +2xy, luego no es lineal. En general cualquier funcién real de grado
superior a uno , trigonométrica, etcétera, no es lineal.

4. f: P(R) = R, p(x) = ag + a1z + a2® + asz® — f(p) = (ao, a1, az, a3), es
lineal. En efecto; si q(z) = by + b1 + byx?® + b33, obtenemos

fp+q) = f((ao + bo) + (a1 4 by)x + (az + by)a® + (az + bs)z”) =

= (ag + bo, ar + b1, as + by, ag + bs) = (ag, ar, az, as) + (b, by, by, by)

= f(p) + f(a)
fOp) = f(Aag + Aarx + Aagz? + Aazz®) = (Aag, Aay, Aag, Aas)

= )\(0,0, ai, az, a3) = )\f(p)

5. Sea Fy(R,R) el conjunto de las funciones reales derivables. Es directo verificar
que este conjunto es un s.e.v. de F(R,R). Consideremos la transformacion:

T: Fy(R,R) - F(R,R)
f=T(f)

donde T'(f)(x) = %(z) es la funcién derivada. Es directo, de las propiedades
de derivacién que T es lineal.
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6. Sea V e.vsobre K, V =V, @V, y sean:
PV =V, PV =V,

v=1v +uvy—= P(v) = v v =101+ vy = Pa(v) = vy

Ambas funciones (;porqué son funciones?) son lineales. Verifiquemos para P;:
sean A\, € Kv=uv; +vy,u =uy + uo,v;,u; € V;,1 =1,2.

Pi(Av + Bu) = Pr(Avr + Bug) + (Avg + Buy)) =
= vy + fuy = AP (v) + BPi(u)

La funcién, P;, se denomina la proyeccién de V' sobre V;.

4.3 Propiedades de transformaciones lineales

Proposicion 4.1. Sea T : U — V una transformacion lineal. Se tiene entonces:

1. T(0)=0€V.

3. T es lineal si y solo si VA1, Ao € K,Yuy,us € U

T()\lul + )\2@62) = )\1T(U1) + )\QT(UQ)

DEMOSTRACION. Demostremos estas propiedades:

1. T(u) =T(u+0) =T(u) + T(0)
como V' es espacio vectorial (V,+) es un grupo Abeliano, luego podemos cancelar

T'(u); de donde 0 = T°(0).
2. T(—u) =T(—1u) = =17 (u) = =T (u).
3. :>) T(/\1u1 -+ )\QUQ) = T(/\lul) + T()\QUQ) = )\1T(U1) + )\QT(UQ)

<) Tomando A; = Ay = 1 se verifica la propiedad (1) de linealidad. Considerando
Ay = 0, se obtiene la propiedad (2).

Observacién: Note que las demostraciones de las propiedades 1 y 2 podrian haber
sido omitidas, ya que dichas propiedades son consecuencias de que T sea morfismo
entre los grupos (U, +) y (V,+).
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n

Dada una combinacién lineal de vectores > \;jz; € U y la transformacién lineal, T :
i=1

U — V. Se tiene, por induccién, que:

T(Z \iz;) = Z AT ()

SidimU =ny f = {w;}!", es una base de U, sabemos que u € U se escribe, de manera
n

tnica, como u = Y ayu;, donde los escalares & = (ay,...,q,) corresponden a las
i=1

coordenadas de u con respecto a la base 3. Aplicando a este vector u la transformacion

lineal T

n n

T(u)=T Z au; | = Z ;T (u;) (4.3)

De este céalculo se desprende que: basta definir la transformacién T sobre una base de
U, es decir calcular sélo {T'(v;)},. Para determinar el efecto de T sobre un vector
u € V arbitrario, basta aplicar la ecuacién [£.3]

Ejercicio 4.1: Pruebe que entonces dada una base = {u;}!, de U y n vectores
X = {v;}I"; no necesariamente £.i. de V' existe una unica transformacion lineal T’

T:U—=V
u— T(u)

tal que T'(w;) =v; i =1,...,n.

Consideremos ahora la transformacién:
f:U—K"
ur flu) =a=(ag,...,a)
que a cada vector u le asocia las coordenadas con respecto a una base fija 8 = {u; }1 ;.
Es claro que f es funcién (representacion tnica de un vector con respecto a una base).

Ademéds, es lineal. Mas atn f es biyectiva (verifiquelo). Esto nos lleva a la siguiente
definicion.

DEFINICION (ISOMORFISMO) Sea T': U — V una transformacién lineal, diremos
que es un isomorfismo si T es biyectiva.

Ademas diremos que U y V son isomorfos si existe un isomorfismo entre U y V', en
cuyo caso lo denotaremos como U = V.

En nuestro ejemplo anterior f es un isomorfismo y U = K". Esto quiere decir que si U
tiene dimensién finita n se “comporta” como si fuera K". Esta isomorfia no es unica,
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depende de la base elegida. Por el momento esto no debe preocuparnos. Calculemos

ademds la imagen, a través del isomorfismo f, de la base {u;}!, del espacio vectorial

U.
0

flu;)=fOus +---+1u;+---+0u,) = 1| =¢ € K"

0

Luego, la base asociada a {u;}"_; es la base canénica de K.

4.4 Composicion de funciones lineales

Consideremos U, V, W espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo. Sean 7" : U — V
y L :V — W dos transformaciones lineales, la composiciéon Lo T : U — W es facil
ver que es una funcién lineal. Si ademds L y T son biyectivas (isomorfismos) entonces
también lo es Lo T

Otra propiedad importante es que si 7' : U — V' es un isomorfismo tendremos que la
funcion inversa, que existe pues T' es biyectiva, también es un isomorfismo. En efecto
s6lo resta probar que 7! es lineal, pues es claro que es biyectiva (jpor qué?). Tomemos
vi,v2 €V, N, B € K. Sean T~ (vy) = uy, T (v9) = uy por lo tanto

T(Auy + Bug)) = NT'(uq) + BT (uz) = Avy + By,
esto quiere decir que
T~ vy + Bug) = Aug + Bug = AT Hvy) + BT (vy),
entonces T~ ! es lineal.

Una transformacion lineal importante es idy : U — U que es la transformacién identi-
dad. Como sabemos que es biyectiva se tiene que i¢dy es un isomorfismo.

Con todos estos ingredientes se puede concluir que la relacién entre espacios vectoriales
de ser isomorfos es una relacién de equivalencia.

4.5 Subespacios Asociados a una transformacién lineal

DEFINICION (NUCLEO) Sea una transformacién lineal 7' : U — V. Definimos el
nucleo de T' como el conjunto:

KerT={z €U | T(z)=0}.
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Claramente, Ker T # ¢ ya que como 7'(0) = 0 tenemos que siempre 0 € KerT. Mas
atin, KerT es un s.e.v. de U. En efecto, sean x,y € KerT, A\, § € K;

T(\x + By) = \T(z) + BT(y) = A0+ 50 =0
luego, Az + By € KerT.

Otro conjunto importante en el estudio de transformaciones lineales es la imagen:

DEFINICION (IMAGEN) Sea una transformacién lineal T : U — V. Definimos la
imagen de T' como el conjunto:

ImT=TU)={veV|FuelU: v=f(u)}

ImT es un s.e.v de V. En efecto, sean vy, vy € Im T, existen entonces uq,us € U tales
que v; = T'(u;),7 = 1,2. Dados A, 8 € K se tiene:

vy + fug = AT (uq) + BT (uz) = T'(Auy + Bus)

de donde concluimos Av; + Svy € Im T

DEFINICION (RANGO Y NULIDAD) La dimensién de Im 7" se denomina el rango de
la transformacion T' y se nota r. La dimensién del Ker T se llama nulidad y se suele
denotar por la letra griega v.

Ejemplo 4.1.
Desarrollemos un ejemplo. Sea la transformacion lineal:
T:R* - R?
x
T+ X9
X2
= | To — T3
3 v+
4 1 3
o en términos matriciales:
11 0 0 ;1
T(z)=[0 1 -1 0 ;
10 1 0 5
Ty

Determinemos los subespacios Ker 7'y Im 7. Tenemos que = € KerT' < T'(z) = 0,

lo que es equivalente a determinar la solucién general del sistema homogéneo:

1 1 0 0 - 0

01 -1 0 2l = 1|o

10 1 0o/ | 0
Xy
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Escalonando:

11 0 0 1 1 0 O 11 0 0
01 -1 0]—10 1 1 0]—-101 -1 0 (4.4)
10 1 0 0O -1 1 0 00 0 0
De donde:
ry = —X2
r1+x9 = 0 — To = I3
To — T3 = 0 T3 = T3
Ty = T4

Lo cual permite escribir la solucién general en funcién de dos parametros:

T, = —I3 Ty 1 0

Ty = I3 T 1 0
— =X +z

T3 = X3 T3 3 1 4 0

Ty = Xy Ty 0 1

-1 0
Luego, KerT' = <{ ( 1 ) , (8) }> es un s.e.v de R* de dimensién dos. Determine-
0 1

mos ahora Im7T'. Sea <§§> € ImT, es decir:

n 11 0 0 il
wl|l=(01 -1 0 ;
3
y3 1 O 1 0 T4
1 1 0
=T 0 + T 1 +Z[‘3 —1
1 0 1

e 7 = ({(1)-(1). (4)))

Pero del resultado de escalonar la matriz que tiene como columnas a los

1 0

vectores <(1)) , (é) , (—11> y <§> en podemos extraer una base de

()0 (- (01 = (L) (1-(2))): romanis st vt

res asociados a columnas con pivotes de la matrlz escalonada (Importante: ver
1
1

1
1

Concluimos entonces que Im7T = <{ ((1)) , <é) }> es un s.e.v. de R? de dimensién

dos.

S
guia de ejercicios y problemas). Es decir, {

Observemos en este ejemplo que 4 = dimR* = dim Ker T’ + dimIm 7. Ademés 7" no
es inyectiva ya que Ker 7' contiene mas de un vector, es decir el vector <§> tiene mas

de una pre-imagen. Tampoco es epiyectiva ya que dimIm7 < 3 = dim R3.
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Teorema 4.1. Sea T : U — V una transformacion lineal entonces

T es inyectiva <= KerT = {0}

DEMOSTRACION.
— ) Dado uw € Ker T, T'(u) = 0 =T(0). Como T es inyectiva, se tiene u = 0.

<= ) Sea T'(u1) = T(uz), por linealidad T'(u; —ug) = 0. Luego u; —us € Ker T' = {0},
de donde u; = us. O

De este resultado obtenemos el siguiente Corolario

Corolario 4.1. Una transformacion lineal T : U — V', es un isomorfismo si y solo si
KerT = {0} y ImT =V, o equivalentemente dimIm7T = dim V' y dim Ker T" = 0.

DEMOSTRACION. Para probar la biyectividad de T, basta notar que KerT = {0}
(inyectividad) y ImT = V (epiyectividad). La otra equivalencia sale de que Im7T =
VedimImT =dimV y KerT = {0} < dim Ker T = 0. O

La inyectividad de aplicaciones lineales (KerT" = {0}) tiene una consecuencia muy

importante sobre los conjuntos linealmente independientes.

Teorema 4.2. Si T :U — V es inyectiva, entonces {u;}*_, es Ci. en U = {T(u;)}r_,
esl.i. enV.

DEMOSTRACION. Sea la combinacion lineal nula:
i=1 =1

— i)\iuieKerT:{O} — zn:)\iui:()

=1 i=1

Como {u;}  es li, iy =0,i=1,...,n. O

Se puede probar que en efcto esta propiedad caracteriza las aplicaciones lineales inyec-
tivas (hacerlo!).

Finalizamos est4 seccién mencionando un ejemplo interesante: R"™! 2 P, (R). En efecto,
sea
T:R"™ — P,(R) tal que:

Qo
aq n .
> Zaixl € P,(R)
i=0
a?’l

Es facil verificar que T es lineal.
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Guia de Ejercicios

1. El objetivo de este ejercicio es formalizar la técnica mencionada en la tutoria para

extraer, de un conjunto generador de un cierto subespacio vectorial, una base. Esto
en el contexto de R".

Considere vy, ..., v, € R" yU = ({vy,...,v,}). Sea ademés la matriz A, escrita por
columnas como A = (vy,...,0,) € My, (R). Denotamos por v;; a la coordenada ¢
del vector j y, por ende, a la componente (i, j) de A.

Escalonando la matriz A, se obtiene:

U1 | V12
0 0
0[] e
A= 0 0 0 | Ok+1)jiss
0 0

Los coeficientes encerrados en un rectangulo ( Vkj, ) son los pivotes de la matriz

escalonada. Notamos por 7; a la columna j de la matriz A.

(a) Demuestre que el conjunto de vectores {v1,vj,,...,v;}, es decir las columnas

correspondientes a los pivotes, es un conjunto l.i.

Indicacion: Estudie qué sucede si en la matriz original A sélo hubiese puesto

los vectores vy, vj,, ..., ;.

(b) Pruebe que las columnas de A que no contienen pivotes, que estan entre la del
pivote k y la del k£ +1 (es decir 0,11, ..., 7j,,,-1), son combinacién lineal de los
vectores U1, Vjy, . .

Indicacion: Use induccion en k.

-y Ujp, -

(c) Dado un conjunto de vectores {ui,...,u,} € R™ y una matriz invertible

E € M,,(R), demuestre que:

<= Fu € R" es combinacién lineal de
Euq, ..., Eu,

u € R™ es combinacién lineal de
Uty .o oy Um

(d) Use el resultado anterior para probar que, las columnas de A que no estan
asociadas a pivotes, entre la columna del pivote k y la del k£ + 1 (es decir
-, Vjy,,—1), son combinacion lineal de los vectores vy, vj,, ..., v;

., v, } es base de U.

Vjp+1, - - k&

(e) Concluya que {vy,v,,, ..

. Sea un conjunto de vectores vy,..., v, € R" con U = ({v1,...,v,}) y dim(U) < n.
Muestre que, construyendo la matriz A del Ejercicio 1, “aumentandola” con la iden-
tidad en M,,,,(R) (es decir (A|I)) y aplicando el mismo procedimiento, se consigue:
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» Extraer una base de U, desde {v,...,v,}.

s Extender dicha base a una base de R".

3. Sea U el subespacio vetorial de R? generado por el conjunto {((1)) , (—11> , (%) }

Extraiga una base de U y extiéndala a una base de R3.

Guia de Problemas

P1. Sea P3(R) el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 3 con coeficientes
reales. Se define la transformaciéon T': P3(R) — P3(R) por:
T(ao + a17 + asx’asr®) = ag + (2a1 + az)x + (2as + az)r® + 2azz°.
(a) Probar que T es una transformacion lineal.
(b) Probar que T' es una transformacién biyectiva.

(c) Siid es la transformacion identidad del espacio vectorial P3(R) pruebe que
T —2id, (T — 2id)?, (T — 2id)® y T — id son transformaciones lineales.
Indicacion: Recuerde que dada una funcién f, f* = fo fo---o f.

—_—

k veces
(d) Encontrar bases y dimensién de Ker(T — 2id), Ker(T — 2id)? y Ker(T — 2id)?.
(e) Probar que P3(R) = Ker(T — 2id)? ¢ Ker(T — id).

P2. (a) Considere la funcién T : R* — My (R) definida por

T ( v ) . x y+w
) \2r+2ytztw zHy+z)
(1) Demuestre que T" es funcion lineal.
(2) Determine bases y dimensiones para Ker(T) e Im(T).

(b) Dada la transformacién lineal L : R?* — R? se sabe que:

1 1 1 1
Ker(L) = < 0],(1 > y L|1] = (_1) .
0 0 1
Encuentre en términos de xq,x9 y x3, los valores de y; y y» que satisfacen
L(%) =)

P3. Sean V', W e. v.’s sobre R. En V' x W se definen la suma y ponderacién por escalar
asi:

(v,w) + (VW) = (v+d,w+w), Y(v,w), (W, w)eV xW,
AMv,w) = (A, \w), V(v,w)eV xW VAXeR.

Con estas operaciones V' x W es un espacio vectorial sobre R (no lo pruebe).

Dada una funcién f : V' — W se define su gréafico por

Gy = {(v,w)eVxW:w=f(v)}.
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(a) Pruebe que f es lineal si y sélo si G es subespacio vectorial de V' x W.

(b) Pruebe que {0y} x W es sub—espacio vectorial de V' x W.
Nota: 0y denota el neutro aditivo de V.

(c) Sea f:V — W lineal. Pruebe que Gy & ({Ov} x W) =V x W.
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4.6 Teorema del Nicleo-Imagen (TNI)

Transformaciones lineales

El propdsito de esta seccion es probar el siguiente teorema.

Teorema 4.3 (Nicleo-Imagen). Sean U,V espacios vectoriales sobre un cuerpo K,
T :U — V una transformacion lineal, dim U < oco. Entonces:

dimU =dimKerT +dimImT.

DEMOSTRACION. Daremos una demostracién constructiva de este teorema. Sea {u1, ..., u, }
una base de KerT'. Completemos esta base a una base de U

Bu = {ur, ooy Uy, Upi1, ooy U -

Probaremos que 8 = {T(u,1),...,T(u,)} es base de ImT. Sea v € Im T es decir v € V
y existe u € U T'(u) = v. Como [y es base de U se tendra que

U=0qU1 + ... + Uy, + Qpp1Upy1 + ... + QpUp,

de donde
v=T(u) =, 11T (uys1) + ... + o, T (),

pues T'(uy) = ... = T'(u,) = 0. Es decir v es combinacién de los elementos de [’
Probemos ahora que son Li., para ello consideremos

a1 T (uysq) + oo + @ T(uy,) = 0.

Como T(ayy1tyi1 + oo + @puy) = a1 T(upyr) + oo + @uu, T(uy,) = 0 se deduce que
el vector a1 1Uy11 + .... + o, € Ker T pero entonces existen escalares Ay, ..., A, tal que

Qpi1Uyi1 F e + QU = AU + oo + AUy,
o equivalentemente
AU F e+ AUy — QU] — o — QU =0
Como los vectores uq, ..., u, son £.i. se deduce en particular que

Qi1 = ... =, =0,
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y por lo tanto ' = {T(uy+1), ..., T'(u,)} es base de ImT'. Pero entonces tenemos
dimU=n=v+ (n—v)=dimKer7 + dimIm7.
0

Es directo del TNI que: si dimU = n, y el rango de T es n se tiene dim KerT' = 0, es
decir T" es inyectiva. Otra aplicacion directa es

Teorema 4.4. Sea T : U — V aplicacion lineal.

1. S1dimU =dimV entonces

T inyectiva <= T epiyectiva <= T biyectiva.

2. SidimU > dimV T no puede ser inyectiva.
3. SidimU < dimV T no puede ser epiyectiva.

4. Como conclusion de (2) y (3)

U isomorfo a V<= dimU = dimV.

DEMOSTRACION. Probemos sélo (2), el resto queda de ejercicio. Del TNT se tiene que
dimU =dimKerT +dimIm7 < dim V,
como dim Ker 7" > 0 se concluye que
dimIm7T < dimV,

y por lo tanto Im T es un s.e.v. estrictamente mas pequeno que V', es decir T' no puede
ser epiyectiva.

Es importante sefialar que en (Id), la implicancia = es consecuencia de (2) y (3),
mientras que < se obtiene del hecho de que todo espacio de dimensién finita n es
isomorfo a K™ (ver ejemplo anterior a la Definicién [4.2]). O

Ejercicio 4.2: Probar que si 7' : U — V es lineal y W es un subespacio de U
entonces

1. T(W) es subespacio de V.
2. dim 7T (W) < dimU.

3. Si T es inyectiva dim 7' (W) = dim W.
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4.7 Matriz Representante de una Transformacién Lineal

Vimos anteriormente que, dado un e.v V' sobre K, dimV = n, se tenia V = K". Esto
nos permite “llevar” el trabajo de cualquier espacio de dimension finita a un espacio
de n-tuplas. Trataremos de extender esto para transformaciones lineales, reemplazando
estas (en un sentido que precisaremos) por matrices.

Sean U,V espacios vectoriales sobre un cuerpo K,dimU = p,dimV = ¢q. Sean [y =
{uy,...;up}, By = {v1,...,v,} bases de U y V respectivamente. Consideremos finalmente
una transformacién lineal T : U — V.

Sabemos que T queda completamente determinada por su accion sobre la base [y

o bien,

T(Ul) = a11V1 + A21V2 + ... + Qg1 V4

T(ug) = a12v1 + a2 + ... + agvy,

T(up) = a1pvr + agpva + ... + agpvy

Es claro que la informacién importante que define T esta contenida en las coordenadas,
(@1, agj, ..., aq;) de cada vector T'(u;), con respecto a la base By, en el espacio de llegada.
Esta informacién la guardamos en una matriz de ¢ filas y p columnas, denominada
matriz representante de 7', con respecto a las bases Gy v fy:

a1 aig ... Gyp
Mg, 5, (T) = GZT a22:'" ?21) € Myp(K)
Gt gz . Ggp
donde, ¢ =dim U, p=dimV.

En la columna j-ésima de esta matriz, aparecen las coordenadas del vector T'(u;) con
respecto a la base [y :

alj
a92; d
J
A.j = : —— T(U]) = E Q;5;
: =1
Qqj
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Observacién: Una pregunta interesante es: ; Qué sucede con esta matriz si cam-
biamos las bases?. Esto lo responderemos en breve.

Ejemplo 4.2.
Sea T : R* — R3, definida por
110 0\ ("
Tx)=(0 11 0] |™
001 1/{"™
Ly

Consideremos 3 = By = {e1, €2, €3, €4}, base canénica de R,

7= ={(1)-(1)-(1)}

base de R®. Se tiene entonces:

T(e;) = T(

~—
I
N | —

[ele) g

N———
I
—_
/N
O
N———
_I_
@]
VRS
=
N—
+
(@]
/N
O
N———

O

[slel e elelely
N—
I I

T(ey) =T (

=7 (1) = (1) -0 () +o(8) +1(3)
ren=7(f)= (1) =-z()+z()+2(})
de donde: L1 o .
2 3
Mgg(T)=| 2 0 0 L |eMuR)
-3 01 3

1 0

Tomemos ahora, en R?, la base candnica, 3/ = {(0) , <1) , (g)} :

0 0
= <é) = 1le} + 0e}, + Oej
= 1le| + ley + Oej

0¢| + 1e), + leg

N

— —~ — —
D
W

— a2 ~ ~—
Il

—HOO RO ORF—
N——— N
I

0e} + 0e), + 1ej

Luego,

=

@

Y

~

SN—

|
O O =
O~ =
)
— o O
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jSorpresal, esta matriz representante no solo es distinta de la anterior, sino que co-
rresponde a la matriz que define T" en forma natural. Concluimos entonces que: la
matriz representante depende de las bases elegidas y que la matriz representante con
respecto a las bases canodnicas es la matriz asociada a 7. Esto tultimo lo podemos
verificar en el caso general:

Consideremos Ty : KPP — K
x> Az, A e My, (K)

Sea 3 = {e1, ..., ¢} la base canénica de K? y 3" = {e}, ..., e/ } la base canénica de K¢,

Se tiene entonces:

0
Q1;
a11... Qapj... Qip : a
. . . 2j
Ta(ej) = Aej = : : : Il = :
Ag1... Qgj... Qgp : s
q)
0

o bien:

— . / . ! — .. !
Ta(ej) = arj€| + ... + agj€), = E a;i€;

de donde concluimos Mpgg (T4) = A.

Veamos ahora como interactuan T"y M = Mpgg (T'). Sea u € U, entonces
U = Uy + ... + QpUp,
y por lo tanto T'(u) = 3 _7_, a;T(u;) pero T'(u;) = > i, mijv; y por lo tanto

q

T(u) = Z a; Z mijv; = Z(Z a;m; )v;.

j=1 =1 i=1 j=1

Asi las coordenadas de T'(u) con respecto a 3’ son

P p
E QGMM1G, o v ey E Mg,
J=1 J=1

y por lo tanto si a = (ay, ..., ;) son las coordenadas de u entonces M« son las de T'(u).
Esto permite trabajar con M en vez de T'.

Ya tenemos una matriz que representa 1, ahora deseamos “olvidarnos” de T y trabajar
s6lo con un representante matricial. Para hacer esto, en algebra acostumbramos esta-
blecer una isomorfia, en este caso, entre el espacio vectorial de todas estas matrices,
M, (K), vy aquél de todas las transformaciones lineales. Para ello definamos primero
este ultimo espacio.
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DEFINICION Sea U,V espacios vectoriales sobre K, de dimensiones dimU = p y
dim V' = g respectivamente.
Definimos

LU, V)={T:U — V |T es transformacién lineal }

Es directo que Lk (U, V), dotado de las operaciones:

(AT)(2) = AT(x), YA € K,VT € L (U, V)
(T+TY(x)=T(x)+ T (x), VI, T" € Lk (U,V)

es un espacio vectorial sobre el cuerpo K.

Tenemos entonces la propiedad buscada:

L (U, V) = Myy(K)

En efecto, sean Sy, By bases de U y V respectivamente y definamos la funcion.

@ . ,C]K(U, V) — qu(]K)
T— 90<T) = MﬁUﬂv (T)

Es decir, a una transformacion lineal arbitraria le asociamos su matriz representante
con respecto a las bases Oy v By.

1. ¢ es una transformacién lineal. Sean By = {uy, ..., u, }, By = {v1, ..., v},
T,L e £K<U> V)v A= Mpg,p, (T>7 B = Mg,p, (L)

Calculemos p(T' + L) = Mg, 5, (T + L).

(T + L)(u;) = T(uy) + L(u;) =

q q q
= Z aijvi + Z bij’l}i = Z(aij —+ bij)vi
i=1 i=1 i=1
Luego, la j-ésima columna de Mg, g, es el vector:
ayj + blj
: = Aoj + Bo;

agj + byj
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Se concluye entonces:

ain+bu oo ay by oo ap +by
agr +bg1 -+ agi+bg o Ggptbgy
= A+ B = Mg, (T) + Mgy, (L) = o(T) + ¢(L)

De manera analoga se prueba que

QO(AT) = MﬁUﬁV (AT) :

2. ¢ es biyeccién. Sean T' € Ker(yp) <= ¢(T) = Mp,,(T) =0 € M,,(K)

< T'(uj) =0v; + ... + 0y, = 0.

p
Por otra parte, Yu € U,u = ) a;u;, de donde
j=1

p p
VueU, T(u) = ZajT(uj) = Zaj() =0,
=1 j=1

concluyendo 7' = 0, la transformacion nula. Luego, ¢ es inyectiva.

Veamos la epiyectividad. Dada una matriz A = (a;;) € M,,(K), le asociamos la
q

transformacion lineal T', que a la base de U asocia: T'(u;) = > a;;v;. Es directo
i=1

que p(T') = M,,(T) = A, luego ¢ es epiyectiva. De (1) y (2) concluimos que ¢ es
un isomorfismo.

Directamente, de este resultado se tiene: dim Lk (U, V) = dim M,,(K) = pg = dim U dim V.
Es decir, la dimensién del espacio de transformaciones lineales es finita y corresponde

al producto de las dimensiones de U y V.

En el contexto del resultado anterior ;que relacion existe entre la multiplicacion de
matrices y la composicién de funciones lineales?.

Veamos que sucede al componer dos transformaciones lineales. Sean T': U — V, y L :
V' — W transformaciones lineales, luego Lo T : U — W es también lineal. Ahora bien,

sean dimU = p,dimV = ¢,dim W = r con bases Sy = {u;}i_i, Bv = {vi}i_i, bw =
{w;}i_,, respectivamente. Supongamos ademds que Mg, 3, (1) = B € M,,(K),
Mg, 5, (L) = A € M, (K). La pregunta es jcual es la expresién de Mg, 4, (L oT)? Los
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“datos” del problema son:

Calculemos ahora:

=1
q q r
=3 buL(vy) = > b(d_ aiw;)
j=1 j=1 i=1
T q
= Z(Z aijbjk)wl I<k<p
i=1 j=1
obteniendo
q q
Yo aibj o Y anbyy
j=1 j=1
M,@Uﬁw (L o T) = :
q q
D bt e Y arbyp
= =1

=A-B= MBVﬁW (L) : MﬁUﬁV (T)

Hemos probado que la matriz representante de la composicién de dos funciones lineales
Lo T, es el producto de las matrices representantes.

Una aplicacién inmediata de este resultado es

Ejercicio 4.3: T: U — V es una transformacion lineal y 3, ' son bases de U y V'
respectivamente entonces

1. T es invertible ssi Mgg (T") es una matriz invertible.

2. Si T es invertible,
(M (T) ™" = Myp(T™).

Esto nos permite, cuando se estudian transformaciones lineales sobre espacios vectoria-
les de dimensién finita, trabajar directamente en la estructura matricial correspondiente,
sumando o multiplicando matrices.

En base a lo anterior se tiene el resultado siguiente:
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Teorema 4.5. Para toda matriz A € M,,(K), las propiedades siguientes son equiva-
lentes

1. A es invertible.
2. Ty : K" — K" v— Ty(v) = Av es un isomorfismo.

8. El conjunto {As;}7_, es base de K"

DEMOSTRACION. Demostremos primero (2)<(3). Para ello recordemos que A es la
matriz representante de T4 con respecto a las bases candnicas: T4 (e;) = Ae; = Aej.

2 = 3) Como T4 es isomorfismo, es en particular inyectiva, luego {Ta(e;)}7_; es (i <
{As;}j=) es £.d en K. Como dim K™ = n, este conjunto es base.

3 = 2) Sabemos A,; = Ts(e;) para 1 < j < n, luego {A,;}7_, base, es decir {T'4(e;)}7—,
es base de K", luego Im Ty = ({T'a(e;)}) = K". Del TNI se tiene:

dimK" =n =dimIm Ty + dim Ker Ty, luego n = n + dim Ker Ty,

entonces dim Ker 7y = 0 y por lo tanto Ker Ty = {0}.

Ademas las dimensiones de los espacios de partida y llegada son iguales, luego T4 es
isomorfirmo.

(1)<(2) es consecuencia del Ejercicio [£.3] usando el hecho de que T4 tiene a A como
matriz representante con respecto a las bases canodnicas. O

4.8 Matriz de Pasaje o de Cambio de Base

Cuando definimos la matriz representante vimos que esta dependia de las bases elegidas.
De esto surge el problema de la no unicidad de la representacion: una misma transfor-
macién lineal tiene asociada mas de una matriz, dependiendo de las bases escogidas.

Sea entonces V un espacio vectorial sobre K, dim V' = n, sean 5 = {v; };,=1 y ' = {vi};
dos bases de V. Claramente, los vectores de 8’ tienen una representaciéon unica en la
base :

v = P11 + Parve + ... + Ppity
U = p1jU1 + P2V + oo+ Pujln

U, = P1nU1 + Pan¥2 + ... + Punln
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Denominamos matriz de pasaje o de cambio de base de 8 a ' a la matriz:

pPin - P15 - Pin
P = Pay = (pyy) = | : : :
Pn1 " Pnj ' Pnn

cuya columna j-ésima corresponde a las coordenadas del vector v}, de la “nueva” base
[, con respecto a la “antigua” base 3. Es facil ver que estd matriz es exactamente

Mg (idy),

es decir la matriz representante de la identidad de V, colocando como base de partida
By de llegada f3.

Por otra parte, sabemos que a un vector v € V podemos asociarle de manera biunivoca
un vector o = (aq, ..., ) € K", correspondiente a sus coordenadas con respecto a la
base 3. De manera analoga le podemos asociar o = (o, ..., a},) € K", sus coordenadas
con respecto a la base .

Se tiene entonces:
n n

n n n
_ § : 1o § : / § : _ § : /
v = ajvj = Oéj DijVi | = pijaj (4
j=1 j=1 =1 1

=1 \j=
n

Pero, ademas, v = ) o,v;.
i=1

Como la representacion es unica, concluimos:
n
ai:E Pij 1<i<n
Jj=1

matricialmente: o = Po/.

Esta ecuacién establece la relacion entre las coordenadas de un mismo vector v € V
con respecto a ambas bases. ;| Es posible “despejar” o'?. Si lo es, y esto es equivalente a
probar que P es invertible. Pero por ser la matriz representante de un isomorfismo es
entonces invertible. Ademés P! es la matriz de cambio de base de 5" a 8: Mgg (idy ).

Observacién: Cabe hacer notar que la notacién no es muy afortunada, pues la
matriz de cambio de base de 8 a [ es Mgp(idy) es decir hay que expresar los
vectores de (8" en funcién de los de .

Estudiaremos ahora la relacion que existe entre las distintas matrices representantes de
una misma transformacion lineal. Esto lo deduciremos de la regla que tenemos para la
matriz representante de una composicién de aplicaciones lineales. Sea T : U — V lineal
y consideremos cuatro bases:

bases de U

B, B
B, B bases de V.
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La pregunta es jcémo se relacionan Mgg: (1) y Mzz/(T)?.

Todo sale de la observacién
idVOTOidU :T,

y por lo tanto

Es decir la nueva matriz representante de 7' es la antigua multiplicada por matrices de
cambio de base. La mejor forma de recordar esto es con un diagrama Recorremos este

_ T _
UB—V,5

d‘
T

Ua6—>‘/7/3,

idy

diagrama de dos maneras distintas. para obtener la férmula [{.5] Notemos que cuando
hacemos el recorrido por “abajo” el orden que aparecen las matrices es reverso: la matriz
mas a la derecha en es la que actua primero y asi sucesivamente.

Las matrices A = Mg (T) y B = Mpp(T) estén relacionadas por un par de matrices
invertibles que denotaremos por P, ():

C = PAQ.

Diremos que entonces A y C son semejantes. Como ejercicio, probar que esta es una
relacién de equivalencia. Un caso importante es cuando Q = P71, es decir

C = PAP.

En este caso especial diremos que A y C' son similares. Esta también es una relacién
de equivalencia.

Se tiene que a diferencia de la semejanza no es facil saber cuando dos matrices son
similares. Parte de este problema la estudiaremos en el proxima seccion.
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Guia de Ejercicios

1. Sea T': U — V una transformacién lineal. Pruebe que

(a) SidimU = dimV entonces

T inyectiva <= T epiyectiva <= T biyectiva.
(b) SidimU < dimV T no puede ser epiyectiva.
(c) U isomorfo a V <= dimU =dimV.

2. Probar que si T: U — V es lineal y W es un subespacio de U entonces

(a) T (W) es subespacio de V.
(b) dimT(W) < dimU.
(c) SiT es inyectiva dim T'(W) = dim W.

3. T: U — V es una transformacién lineal y 3, ' son bases de U y V respectivamente
entonces

(a) T es invertible ssi Mgz (T') es una matriz invertible.

(b) SiT es invertible,
(Mpgpr(T)) ™ = Mprp(T7).

Guia de Problemas

P1. Sean My (R) el espacio vectorial de las matrices de 2 x 2 a coeficientes reales sobre
el cuerpo R. Sea Py(R) el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o
igual a 2 a coeficientes reales sobre el cuerpo R. Sea

T: MQQ(R) — Pg(R)
(25) —T(¢5) =(at+d)+(b+c)z+ (a+b+2c+d)a

(a) Demuestre que 7" es una transformacién lineal.

(b) Sean la bases de My2(R) y P2(R) siguientes:

ﬁM:{(%)8>7<8(1))7((1)8)7(8(1))}7 ﬂp:{1,$,$2}.

Encuentre la matriz representante de T' con respecto a las bases £y, y [p.

(c) Sean la bases de Ma(R) v P2(R) siguientes:

Bu=1069),(5'1).(28), (%)}, Bp={l+za+a® 142"}

Encuentre la matriz representante de 7" con respecto a las bases 3}, v Op.

(d) Calule la dimensién del Nicleo y la dimensién de la Imagen de T'.
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P2.

P3.

P4.

Considere las funciones lineales f y ¢ tales que

- ‘R3 — R?
: My (R) = R3 g STy
f 22( ) Y xz I—)g(f): ( 2J921+5633)'
y las bases
1 2 1 0 0 3 2 5
o= {6 5) (496 2) 6 2 s
2 0 1
By = T J,11],( -2 de R?
-1 3 1
Sea A = <é2 é (1) i) la matriz representante de la funcién f con respecto a las

bases By en Mg (R) v By en R3.

(a) Encuentre la matriz representante de B de la funcién g con respecto a las
bases candnicas de R? y R? respectivamente.

(b) Obtenga la matriz representante de go f con respecto a la base By en Mas(R)
y a la base canénica de R2.

Sea T': V' — V una aplicacién lineal con V' espacio vectorial de dimensién finita.
Demuestre que

V =FKer(T) & Im(T) <= Ker(T?) = Ker(T).

Sea 3 = {1, z,2?} la base candnica del espacio Py(R). Considere

Q=

— —_ O
o O =
— O W

(a) Encuentre la base 5’ de P2(R) tal que @ sea representante de la identidad de
P2(R) con " en Py(R)con 5. Si le sirve, si denotamos por [pls el vector de
coordenadas de p con respecto a la base 3,

[pls = Qlplp  Vp € P2(R).

(b) Sea T': Po(R) — R3 la transformacién lineal cuya matriz representante con
respecto a las bases  en Py(R) y candnica en R? es la matriz

A:

o O O
o O =
[eoll \V N s

Calcule la matriz representante de T con respecto a las bases ' en Py(R) y
canénica en R3, donde /3’ es la base encontrada en (a).
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5.1 Rango de una matriz y forma de Hermitte

Transformaciones lineales
Valores y Vectores Propios

Dada una matriz A € M, (K) definimos el rango de A, como el rango de la transfor-
macion lineal T'(x) = Az. Denotaremos por r(A) el rango de A. Asi r(A) es la dimensién
de la imagen de A.

Como Az = x1Ae1 + ... + 2pA,, si ¢ = (21, ..., ), entonces la imagen de A es generada
por las columnas de A esto es:

ImA = ({Ae, ..., Aep})

por lo tanto el rango de una matriz es el nimero méaximo de columnas 1.i.

Ejercicio 5.1: Supongamos que A, B son semejantes es decir existen matrices in-
vertibles P, Q) tal que A = PB(Q. Probar que entonces que A y B tienen el mismo
rango:

Nuestro propésito es probar la reciproca de lo anterior, esto es si dos matrices de igual
dimensién tienen el mismo rango entonces son semejantes. Para ello necesitaremos lo
que se llama la forma normal de Hermitte.

Consideremos A € M,,(IK), ella induce de forma natural una aplicacién lineal 7" me-
diante: T'(x) = Az. Es claro que A = Mpp (T') donde f3, 5’ son las bases canénicas de
KP? y K9 respectivamente. Construiremos ahora dos nuevas bases. Comencemos por una
base de Ker A: {uy,...,u,}, y extenddmosla a una base de K?

B = {wy, .., wp ug, o uy,}

Notemos dos cosas: primero que hemos dado un orden especial a esta base donde los
vectores que agregamos van al principio; y segundo que del teorema del niicleo imagen
p =dimK? = dimIm A 4+ dim Ker A y por lo tanto necesitamos agregar tanto vectores
como rango de A es decir r = r(A). Tomemos ahora X = {vy,...,v.} donde v; =
Aw;, 1 =1,...,r. Probaremos que X es un conjunto l.i.. En efecto si

/\1U1+...+/\7~’UT:O,
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se tendra que
0=MAw; + ...+ MAw, = A(Mw; + ... + \w,),

es decir el vector A\jw; + ... + A\w, esta en el Ker A. Como lo hemos hecho ya varias
veces de aqui se deduce que los coeficientes deben ser cero. En efecto, por estar en el
Ker A se debe tener que

AMwy + .+ ANw, = aqug ..+,
lo que implica que
AMwy + .o+ Nw, —aqug — ..o — apu, =0,

y como los vectores son L.i. se tiene que A\ = --- =\, = 0.

Extendamos ahora X a una base de K¢
!
B ={v1,. U Vg, Vg )
y calculemos la matriz representante de 1" con respecto a estas nuevas bases:

Awy = vy =1y + 0ve + ... + 0v, + 0vpyq + ... + Oy
Awy = v9 = 0vy + 1vg + ... + 00, + Ovpyq + ... + Ovy

Aw, = v, =00 + 0va + ... + 1v, + 00,41 + ... 4+ Oy,
Aup =0 =0v; +0va + ... + 00, + 00,41 + ... + Ovy

Au, = 0= 0v; + 0vg + ... + 0v, + Ovpq + ... + Ovy,

por lo tanto la matriz representante es:

I, 0O
donde I, es una identidad de tamano r y el resto son matrices de ceros de las dimensiones
apropiadas. Usualmente esta matriz se denota por H y se le conoce como la forma

normal de Hermitte. Usando el teorema de cambio de base se encuentra que existen

matrices invertibles P, () tal que
A=PHQ.

Por otro lado si A, B € M,,(K) tienen el mismo rango entonces se demuestra que
existen matrices invertibles P, (Q), R, S tal que

A=PHQ, B=RHS, y por lo tanto A= PR™'BS™'Q,

como PR™',S71(Q) son invertibles se deduce que A, B son semejantes.

El rango de una matriz es el nimero méximo de columnas l.i., pero que hay del nimero
méaximo de filas Li., o lo que es lo mismo, el rango de A!. Veremos acontinuacién que

r(A) =r(A").
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Usando la forma normal de Hermite, se deduce que existen matrices invertibles P, () tal
que
A=PHQ — A'=Q'H'P,

que es la forma normal de Hermite para A’. Ademas es claro que r(H) = r(H"), pero
entonces r(A) = r(H) = r(H") = r(A"). En particular se concluye que r(A4) < min(p, q).

Un problema que se nos presenta es saber si hay una forma “facil” de calcular el rango
de una matriz. La respuesta es si, y se obtiene mediante escalonamiento. Notemos que
la matriz escalonada de A que usualmente se denota A, tiene el mismo rango que A
pues estas dos matrices son semejantes. En efecto A se obtiene por premultiplicacién de
A por matrices elementales que son invertibles. Pero el rango de A es facil de calcular,
pues tiene tantas filas l.i. como filas no nulas tenga, y esto debido a la forma triangular
de A. Por lo tanto el rango de A es el nimero de filas no nulas en A.

Tomemos, por ejemplo, el escalonamiento siguiente:

1111100 1111100
-1 1-1 1101 0202201
A=[0 11 1-101|—A=]|0010-20 %[,
0-1-1-1 1 1 0 0000011
1 1-1 110 1 0000000

Ejercicio 5.2: Probar que r(AB) < r(A) y por lo tanto

r(AB) < minimo (r(A),r(B)).

5.2 Valores y vectores propios

En esta seccién abordaremos el problema de saber cuando para una aplicacion lineal
L : R™ — R", es posible encontrar una base B con respecto a la cual la matriz represen-
tante de L sea diagonal. En forma equivalente, ;jcuando una matriz A de n x n puede
descomponerse de la forma

A= PDP™" con D diagonal ? (5.1)

Este problema de naturaleza puramente algebraica, tiene muchas aplicaciones en otras
ramas de la Matematica, por ejemplo en Ecuaciones Diferenciales, Estadistica, etc.

Tal vez el teorema més importante de este capitulo es el que dice que toda matriz
simétrica puede representarse en la forma (5.1)).

Comenzamos con las nociones de valores y vectores propios de una aplicacién lineal
L:V — V donde V es un espacio vectorial sobre K(K =R ¢ C).
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DEFINICION (VECTOR Y VALOR PROPIO) Diremos que z € V es un vector pro-
pio de L si:

(i) x#0

(ii) 3N € K tal que L(z) = Az.

En este caso el valor A € K que satisface (ii) se denomina valor propio asociado a
x.

Diremos que = € V' \ {0} es un vector propio de A € M., si es vector propio de la
aplicacion lineal L dada por L(x) = Az. Es decir

N e K, Az = Az

De la misma manera decimos que A es valor propio de A.

Para la transformacion lineal asociada a una matriz A mencionada anteriormente, se
tiene:

Proposicién 5.1. Dada A € M,,,,(K), son equivalentes:

(i) 3z #0 Az = \z.
(i) Jx solucidn no trivial del sistema (A — X )x = 0.
(iii) Ker(A — \I) # {0}

(iv) A — Al no es invertible.

Necesitamos una forma facil de determinar qué valores de A € K son valores propios.
Para ello seria 1util que la condicién (iv) pudiera expresarse como una ecuacion en .
Veremos que el calculo de los valores propios se reduce a estudiar un polinomio de grado
n cuyos coeficientes dependen de la matriz A.

Con este objetivo introduciremos una aplicaciéon llamada determinante, que a cada
matriz cuadrada A con coeficientes en K le asigna un elemento de K.

Para ello primero definiremos A% la submatriz de A que se obtiene a partir de A
eliminado la fila 7 y la columna j.

Ejemplo 5.1.

co Ut N
O O W

n_ (56
v (39)
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Con esto podemos definir el determinante de una matriz por un procedimiento inductivo
de la siguiente forma.

DEFINICION (DETERMINANTE) Definimos el determinante de A como
(i) SiAesde1x1 |Al =a donde A = a.

(i) Si Aesdenxn [A =3 (=1)+an|Al].

i=1

Asi, si A = (CCL 2), entonces |A| = ay;|A"| — a1|A?| = ad — cb.

Ejercicio 5.3: Obtener la formula para una matriz de 3 x 3.

A continuacion daremos las propiedades méas importantes de la funcién determinante,
sin dar demostraciones, las cuales se presentan (por completitud) en el Apéndice.

Proposicién 5.2. Se tienen las siguiente propiedades:
1. El determinante es una funcion lineal de las filas de A es decir
Al. Alo Alo

Vie K,x,ye K":||te+y || =t x + Y

An. Ano An.

2. Si B se obtiene de A permutando dos filas entonces |A| = —|B).

3. Si A tiene dos filas iguales |A| = 0.
4. |I| =1 donde I es la identidad.Si A es triangular superior entonces |A| = [] as.
i=1

5. St a la fila i de la matriz A le sumamos la fila j ponderada por t entonces el
determinante no cambia. Es decir

Alo Al‘
—— Ai_1e ., | Aise _
Si B = A+ tA,, donde i # j y A= A, entonces |B| = |A|.
Ane Ape

129



6.

Si A = (a;;) es una version escalonada de A y N, el nimero de permutaciones
de filas realizadas para escalonar A. Entonces:

Al = (=D - ]A] = H

7. A es invertible si y solo si |A| # 0.

8.

10.

11.

12.

Una permutacion del conjunto {1,2,...,n} es una funciono: {1,2,...,n} — {1, 2,

biyectiva. Se suele usar la notacion o = (0(11) 0(22) T a(n) )

€o(1)
€o(2)
Dada o una permutacion del conjunto {1,2,...,n}, se define signo(c) = )

eain)
donde ey, ...,e, son las filas de la matriz identidad. De (2) y (4) se obtiene que
signo(o) € {—1,1}. Se tiene ademds |A| = ) signo(o) a151)a20(2)---Uno(n) donde

la suma se extiende sobre todas las n! permutaciones de {1,...,n}.
|AB| = |A]|B|.

Si A es invertible entonces |[A7! = 1/]A|.
|A| = |AY|. Ademds de (4) si A es triangular inferior entonces |A| = ] a;.
i=1

Para cualquiera ig, jo € {1,...,n} fijos, se tiene:

n

|A| = Z( 1) 0q,;|A%|  (Cdleulo de |A|, usando la columna jo)

i=1

|A| = Z(—l)iﬁjaioj]Ain] (Cdlculo de |A|, usando la fila iy)

Jj=1

La propiedad nos dice que A es valor propio de A siy sélo si |[A — M| = 0. Esta
ecuacion es un polinomio de grado n en \.

En efecto, usando la formula se tiene

|A—\| = Z signo (o ﬁ A= A)is0)
o =1

si o es la permutacion identidad tendremos

signo (o) [ J(A = M)y = [ J(ai = A) = (=1)"A" + ()
=1 )

donde ¢()) es un polinomio de grado < n — 1.
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Si o es distinta de la permutacién identidad se tendra que existe un indice i € {1,...,n}
n

tal que ¢ # o(i). De donde ¢(\) = signo(o) [T(A — Al)ipiy = signo (o) [ (aiu —
i=1 t:o(4)=1
A) Il @is) es un polinomio de grado < n — 2 (este tltimo producto debe contener
i:0(i)#1
por lo menos dos términos jpor qué?) y por lo tanto

A= M| = (—=1)"A\" + a1 A"+ ag) + ag,

donde a,,_1, ..., an dependen de A. Por ejemplo evaluando en A = 0 se tiene |A| = ay.

;Cuénto vale el coeficiente de \*~17.

DEFINICION (POLINOMIO CARACTERISTICO) P()) = |A — M| es llamado el poli-
nomio caracteristico de A.

Ejemplo 5.2.

a=(5 23

.,Cudles son los valores propios de A?. Para ello estudiemos A — \I.

4 =5 A0 4— X -5
A_M_(z —3)_(0 A)_( 2 —3—)\)
pero entonces 0 = [A— M| = —(4=AN)(B3+AN)+10 = —(124+ A=) +10 = N2 =\ —2.
Los valores propios son A\; = 2, Ay = —1.

Ejemplo 5.3.

(0 —1 I N e T Y I _
(1) e |( )|

no tiene solucién en R, y por tanto A no tiene valores propios reales. Sin embargo
si el cuerpo donde estamos trabajando es € entonces A tiene dos valores propios.

Ejemplo 5.4.
Sea D(R) = { espacio de funciones infinitamente diferenciables de R — R} se prueba
facilmente que D(R) es un espacio vectorial sobre R.

Counsideremos

L: D(R) — D(R)

d
froorr="
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es decir Lf es la funciéon derivada de f.

Asi por ejemplo si f(t) = t", g(t) = cos(t) se tendrd Lf = nt"™'; Lg = —sen(t).
Estudiemos si L tiene vectores propios:

Lf = Af es decir % = Af. Esta es una ecuacion diferencial y una solucion es:
f(t) = ce.

Luego todo A € R es valor propio y un vector propio es ce, ¢ # 0.

De la definicién v es vector propio si v # 0 y existe A € K tal que Av = \v. Asi, A es
valor propio si y solo si existe una solucién no nula de la ecuacion

(A= X)v=0

Cualquier solucién no nula de esta ecuacion es entonces un vector propio de A con valor
propio A.

Notemos que si v es vector propio también lo es 10v y en general av para cualquier
aceK, a#0.

Ademsds, si v es vector propio, el valor propio asociado es unico. Supongamos que
L(v) = A\v = Av entonces (A} — Ay)v =0 . Como v # 0 se tendrd Ay — Ay = 0 y por lo
tanto A1 = As.

Para cada valor propio A de A, introduciremos el subespacio propio W, que corres-
ponde a W, = Ker(A — \I). Notar que este subespacio debe contener vectores no nulos,
pues A es valor propio.

Si A y B son similares es decir si existe P invertible tal que A = PBP~!, entonces
los valores propios de A y B son los mismos y mas aun, el polinomio caracteristico es
el mismo. En efecto:

A— )X =PBP ' - \PP'=P(B- )P
Entonces

(A= XD =|(P(B - )P
= |P[|(B — A)||P~!| pero |[P7!| = 1/|P|
=|B = |

luego A y B tienen el mismo polinomio caracteristico, por lo tanto tienen los mismos
valores propios.

Ejemplo 5.5. 5
Sea A = 9 _ 3> Sabemos que los valores propios son A\; = 2, A\ = —1. Calculemos
los vectores propios asociados.
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A1 = 2 La ecuacién de vectores propios es

A= ()= 3) () =)

Wy = Ker(A — 21) = {(ﬁ) 71 = gx} B <{(

5
Asi v es vector propio asociado a Ay = 2 si y solo si v = « i) a # 0.

La solucion general es 1 = Sx5 y su espacio propio es:

— nojot
N——
—
\/

Para Ay = —1

2 =2 0
(A+ I)x =0 es: z1 = x9, y su espacio propio es

W\ = Ker(A — (—1)I) = Ker(A + I) = <{ G) }> .

A—(-D)I=A+1= (5 _5> — (5 _05> , luego la solucién general de la ecuacién

133



— SEMANA 10:

Valores y Vectores Propios

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

5.2 Apéndice

Hemos definido el determinante de una matriz A de n X n en forma recursiva de la
siguiente manera | A |[= Y (—1)7"a;; | A7 |, donde A** es la matriz de n—1xn—1, que

j
se obtiene de A eliminandole la fila k y la columna ¢. Probaremos ahora las propiedades
fundamentales de esta funcién. Varias de las propiedades pueden probarse por induccion,
dejaremos al lector la tarea de completar estas demostraciones.

1.

Si
11 T Q1n
A= |ap +ba - apn+bin |,
an1 e Ann
entonces
ai; -+ Qin ai; - Qip
‘A’: p1 *  Qgn + bii -+ bn :|A|+‘B"
(0775 B Ann (07 Ann

Por hipétesis de induccién (sobre el tamano de la matriz) se tiene
| AT =] AT+ | BT
Ademés, | A*' |=| AF! |, luego

| A=Y (=1 an A =D (1) ap{] A |+ | B! [+
j=1 j=1
ik

(=1 N appr + b)) | A |=| A+ | B

Anéalogamente se prueba que si

ay; - Qip
A= |tap - tag, |,
an1 e Apn
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entonces

Q11 - Qi
| A=t ax -
Qp1 -+ Qnn

Asi visto como funcion de las filas de A el determinante tiene la propiedad lineal
siguiente

Al. Al. Al'

AQ. A2o AQO
Ve,ye K" te K : tr+y =t . + y

An. Ano Ano

Es decir el determinante es lineal en cada una de las filas de la matriz. Si estamos
considerando matrices de dimensién n entonces diremos que el determinante es n-
lineal.

Probaremos simultdneamente por induccién las propiedades (2) y (3):

. Si B se obtiene de A permutando dos filas entonces |B| = —|A|. Se dice que el
determinante es una funcion alternada.

. Si A tiene dos filas iguales entonces |A| = 0. Supongamos que A tiene las filas i y j

iguales, es decir:

Alo
X |«
A= : )
X [«

Ane

Cada matriz A" tiene dos filas iguales a menos que k =i 0 k = j de donde | A*! |=0
sik#14 k+#j. Porlotanto = | A |=(=1)"a; | A | +(=1)7" a; | ATH.

Las matrices A" y A’! de dimensién n — 1 x n — 1 son iguales excepto que la fila
X esta en distinta posicién. En A% esta en la fila j — 1. En A7 esta en la fila i. Asf
podemos llegar de la matriz A a la matriz A’! mediante j — 1 — i permutaciones.
Por cada permutacién hay un cambio de signo en el determinante (de dimensién
n—1). Luego | A" |= (=1)7717* | A7 |. Ademds a;; = aj; =
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[ A= an{(=1)" (=1 | A [ (=17 | A}
={(=1 = (=D}an [ A7 |=0

Supongamos que A se obtiene de A permutando las filas i y j:

Alo
i Ajo | i
A= :
Ao | <7
Ane
Tomemos

Alo
Aio + Ajo — 1

A+ A | <

Ane

como B tiene dos filas iguales se deduce que

Al. Al. Alo
Aio Aj' Ai'
0=|B|= : + : = S N
Aio + Ajo Aio + A]o A’io
An. An. ATL.
Alo Alo
Aje Aje
+ |+ [ =0+1Al+ Al +0,
Azo Ajo
ATL. Ano
y por lo tanto
| Al=—]A]




4. Sea I, la identidad de n x n entonces |I,,| = 1. En efecto
|I,| = 1|1,4| = 1.

De manera més general se prueba que si A es triangular superior entonces |A| =
n

[] @i, esto también es cierto para una triangular inferior pero lo probaremos més
i=1
tarde.

5. Si a la fila i le sumamos la fila j(i # j) amplificada por algin factor, entonces el
determinante no cambia. Sea

Alo
B Aje — 7
A = . )
Ane
entonces
Alo
R Ajo [+
| A=Al +t]| = A|
Ajo || < 1
Ape

6. Las filas de A son L.d. <=| A |= 0. Supongamos que las filas de A son l.d. es decir
I\, ..., A, no todos nulos tal que \jAjq + A\oAse + ... + A\ Aje = 0 podemos suponer
sin pérdida de generalidad que A; # 0

AMALe + AoAoe + -+ N Ave

121_ AQ. -
Ane
0
Az 1+1 A1 - i+1~ | A4l
=| [ = DT AT [+ Y (1) an A,
A =

pero para j > 2 la primera fila de A7 es cero luego las filas de A7 son L.d., por tanto

| A1 |=0. Asi | A |= 0. Ademais

AQ. Ak. Ano

AQ. AQ. AQ.
O=M[A[+X | . [+ +X]|]| . T A = MJA|,

An. Ano ATLO
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pero A\; # 0 y por lo tanto | A |= 0.

Si las filas son Li. probaremos que |A| # 0. En efecto, mediante operaciones elemen-
tales sobre las filas de A (suma de filas y permutacién de filas) se llega a

A:

11 Q12 - Q1n
0 agp - QA2n

0

0 0 0 0 ap

pero entonces | A |= & | A |. Dado que | A |= [] @y # 0 (ver (4)), se concluye que
i=1

| A[#0.

Falta probar que |A| = |A!|. Esta proposicién no es facil, para ello necesitamos la
siguiente férmula:

. Al =37 (signo o) ais(1) A20(2) - - Gne(n) donde la suma se extiende sobre todas las

permutaciones de {1,...,n} y signo(c) se define como

€a(1)

signo (o) = : ,

€a(n)

donde {ey, ...e, } es la base canénica de R”

Ejemplo 5.6.

signo(o) =

O = O

o O =

_ o O

(123 - n
7=\2 13 ... n

_ o O O O

€o(1) = €2
€s(2) — €1
eg(i) = €; 1 Z 2

= (=1)*| I,_1 |= —1, luego signo (o) = —1

El término asociado a esta permutacion o en la férmula (7) es:

—1 aypa21a33044...a5y

Notemos que cada término de la férmula (7) es el producto de una elemento por
fila y columna.
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Demostremos la férmula. Dado que A, = aj1e1 + a12€2 + ... + ape, se tendrd

€k
" A?.
| A |: E A1k .
k=1 :
Ape
n
Anélogamente Ase = > ageey, luego
=1
e e
er k k
n €y €¢
AQ. A A
: = E (2¢ e || = E Q2¢ 3e
A. (=1 : £k :
ne
Ae Ae
Por lo tanto
€k
e
€y k1
A, 3 Ok
|A| = g 1,02 je || = A1y A2ky - Oy, .
P, : kldkn :
’ todos €k
Ao distintos "

Esta suma es la suma sobre todas las permutaciones

ekl
(1 2 - n | B
o = kl k2 kn y : = sign

€kn

—~

7),

lo que prueba la férmula deseada. Notemos que lo que se uso en probar esta formula
es que el determinante es n-lineal y alternada. Por esto estudiaremos un poco como
son este tipo de funciones.

Supongamos que tenemos una funcion F' que asigna a cada matriz cuadrada de n xn
un numero de K, de manera que es n-lineal y alternada en las filas de la matriz,
entonces necesariamente:

F(A) = |A|- F(I)

donde F'(I) € K es el valor que toma para la identidad de tamano n. Este resultado
dice que toda funcién n-lineal alternada debe ser un multiplo del determinante. De
igual forma como lo hicimos para el determinante se prueba que

€a(1)

F(A) = Z ala(l)...am(n)F

7 €o(n)
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Pero por ser F' alternada se tendra

el signo depende de si se necesitan un nimero par o impar de permutaciones para
llegar a la identidad pero

€s(1)

€o(n)
es exactamente £1 dependiendo de la paridad del niimero de intercambios necesarios
para llegar a la identidad. Luego, F'(A) = F(I) ) signo (0)ais(1).--Gnom) = F(I)|A].
J
- |AB| = [A]|B]
Sea

F:Ma,(K) = K

A — |AB|
probemos que F' es n-lineal. En efecto
Al. Alo
Cl = X CQ = Y
ATLO Ano
Alo AloB
A=|X+Y AB=|XB+YB|,
ATL. A?’LOB
y por lo tanto
A1.B A1.B
F(A)=|AB|=|| XB [|+|| YB ||=|C.B|+|CyB| = F(C,) + F(C5).
AneB AneB
De igual forma se prueba que

Alo Alo
F tAZ. - tF Aio

ATL. ATL.
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Si intercambiamos las filas i y j de A y definimos

Alo AloB
A i AjeB
i=| ias=| & |
Aio — j AzoB
Ane AneB
se tendrd |AB| = —|AB| por lo tanto F(A) = —F(A). Del resultado anterior

concluimos que F'(A) = |A|F(I) pero F(I) = |IB| = |B| por lo tanto |[AB| = |A||B]

. Si A es invertible entonces

1
A = =
A7 A

en efecto, |[A7TA| = |I| =1 =|A7Y - |A| luego |A~!| = ﬁ'

Proposicién 5.3. Sean o y o’ dos permutaciones entonces signo(coad’) = signo(c)
signo(c’).

DEMOSTRACION. Sean

€o(1) €o7(1)
A= : B =

€o(n) €o'(n)

€o007(1) €o(0’(1))
C = : =

€oo0’(n) €o(o’(n))

Si escribimos A en términos de sus columnas, tendremos que el 1 de la primera
columna se ubica en la posicién k (fila k) que hace que o(k) = 1, pero entonces
k = o~*(1), por lo tanto A descrita por sus columnas es: A = (e,-1(1)€5-1(2)---€o=1(n))-
Como

0 j#k

| ik se tiene que la primera fila de BA tendra la forma:
j =

t —

(BA)U = 62/(1)60—10’) =

Y

{1 o'(1) =o7'(j)

0 sino
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10.

es decir (BA)j, es un vector de la base candnica, lo que debemos averiguar es en
que posicién tiene el 717, pero esto se deduce de la ecuacién o’(1) = o~1(j) pues
entonces j = o(0’(1)) = o 00'(1), luego (B - A)1e = €g00r(1). Asi se obtiene:

€o00’(1)
€00’ (2)

BA =
€qo0/(n)
Por lo tanto C' = B - A, de donde |C| = | B||A| y entonces
signo(o o ¢’)= signo(c) signo(c’). En particular signo(o~!)= signo(c) pues
signo(o o 0™!) = signo(id) = 1 = signo(c) signo(c™!),

donde id es la permutacién identidad. O

Probemos ahora que |A| = |A!|. En efecto:
|At| = Z signo (o) (At>1a(1)(14t)20(2) T (At)na(n)

- Z 81gno (1)1, Gg(2) * " Qo (n)n,

pero [] as@i = [ ais—1(s) lo que se obtiene reordenando el producto de acuerdo a
i=1 i=1
la primera coordenada. Luego

|A = Z(signo(o))amfl(1)a2071(2) S lpe1(n)-

e}

Como signo(c) = signo(c™!) y la aplicacién ¢ — o~! es una biyeccion se tiene:

A =) (signo(v))awq) - - ase) = |A|

174
Férmula para A1

Sea F : M,,(K) - K F(A) = >>(—1)"a;;|AY| que corresponde a desarrollar el
i=1

determinante de A por la columna j.

Se puede probar al igual que hicimos para el determinante que F' es n-lineal y
alternada luego F(A) = |A|- F(I) pero F(I) =1, por tanto F/(A) = |A]. Ademas si
se usa |A| = |A?| se prueba que se puede calcular |A| utilizando las filas de A esto

es: 4] = 22 (~1)"ay, |47

Si |A] # 0 definamos B mediante:
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1

bz‘j:m

(_1)i+j|Aji|.

Calculemos AB:

- (DM
(AB)i; = Zaikbkj = Z ] aix| A7
k=1 1

k=

Analicemos ahora dos casos:

L. j=i (AB)i= g > (=D aylA™| =1

| k=1

2. j#i (AB);j= >, (—1)k+j‘|;+’“||Ajk|, que corresponde al determinante de la siguiente

matriz, calculado usando la fila ¥

11 T Ain
Q41 i, 1
ai1 Gin %]
|A] |A]
Qan1 QAnp,

Como las filas de esta matriz son l.d. se tiene (—1)’“*]%|AJ’“| = 0, y por tanto
k=1

AB = I lo que implica que

Ejemplo 5.7.
Sea

Se tendra que

|A| = ad — be
|A11|:d |A12|:C |A21|:b |A22|:a

gL (d —e\'_1(d b
CAIb e ) Al e a )
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Guia de Ejercicios

1. Suponga que A, B son semejantes, es decir, existen matrices invertibles P, () tal que
A = PBQ. Pruebe que A y B tienen el mismo rango:

2. Probar que r(AB) < r(A) y por lo tanto

r(AB) < minimo (r(A),r(B)).

3. Obtener la formula del determinante de una matriz de 3x3.

4. Demuestre que si A, B € M,,,(R), entonces P(A-B) = P(B-A) si A es invertible,
y donde P(A) denota “el polinomio caracteristico de A”

5. Determinar los valores y los vectores propios correspondientes a las matrices siguien-
tes:

210 g g (1) 8 3 2 2 3 =2 1
0 20 01 3 0 -2 1 -6 2 1 -1
00 3 00 0 3 1 -1 4 2 -6 4

Guia de Problemas

P1. (a) Pruebe que una matriz A € M,,,(K) tiene rango 1 si y sélo si existen u € K™,
v € K", ambos no nulos tales que A = uv’.
(b) Si ag, 1, ...,t5_1 € Ry n > 2, probar por induccién que el polinomio carac-
teristico de la matriz

0 0 . 0 —Q
10 .. 0 -om

N
I
- O
—_
=)

n—1
es igual a: (—1)"( Y apAf + "),
k=0

P2. Sean A, B € M, ,(R) invertiblesy a € R, 0 < aw < 1.

a) Sea P4-15(+) el polinomio caracteristico de A~!B. Pruebe que

(@A + (1— a)B)| = <1—a>"rA\PA-1B( o )

a—1
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b) Demueste que existe 0 < a < 1 tal que (A + (1 — ) B) es invertible.

P3. Sean A, B matrices de n x n con coeficientes reales tales que AB = BA

a) Pruebe que si Bv # 0y v es vector propio de A asociado a A entonces Bv
también lo es.

b) Muestre que si v es vector propio de A perteneciente a un espacio propio de
dimension 1, entonces v es vector propio de B.
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— SEMANA 11:

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

Sea L : K" — K" lineal y sea A la matriz representante de L con respecto a la base
canénica B. Supongamos que existe B’ = {vy,...,v,} base de vectores propios, es decir
B’ es una base de K" y

Valores y Vectores Propios

VZ,ED\l ceK: AUZ' = )\ﬂ)l

. Cuél es la matriz representante de L con respecto a B'?

A’Ul = )\17]1 = >\1’U1 —|—O’02 + -+ O’Un
Avy = A\vg = 0vy + Agvg + -+ - + Ov,,

Av,, = A0, = 0vg + 0vg + -+ - + A0,

A0 0
0 Ao : .
Mpp(L)=| = D que es diagonal.
0 0 An
Ademas se tiene el diagrama
A
B—— B
Pll P
D

Por lo tanto A = PDP!

Algunas ventajas de conocer D:

(1) r(A) = r(D) = numero de valores propios no nulos.
(2) [A| = [PDP7!| = |P||D||P~!] = [D| = [T A

(3) |A| # 0 entonces Vi, \; Z0y A~' = PD~'P~! donde
A 0
Dfl — ..
0 At

n
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En efecto,
Al =(PDP Y l'=(P Y 'D'Pt=pPD P!

L 0
A1
pero D71 =
1
0 s

(4)

A™ = (PDP™Y)™ = (PDP™")(PDP™) ... (PDP™)
AT 0
—ppmpl=p p!
0 A

n

Como hemos visto A = PDP~! donde P = Mp/p(idk=) es decir tenemos que expresar
los vectores propios en términos de la base candnica, y por lo tanto P = (vy,vs, ..., v,),
donde los vectores v; son las columnas de P.

DEFINICION (MATRIZ DIAGONALIZABLE) Diremos que A € M,,,(K) es diagona-
lizable si K™ admite una base de vectores propios de A.

Teorema 5.1. A es diagonalizable si y solo si A es similar a una matriz diagonal.

DEMOSTRACION.

(=) Hemos visto que si A es diagonalizable entonces

A 0
A= PDP~ ! donde D = )
0 An
y P = (v1,...,v,). Luego A es similar a una diagonal.

(<) Supongamos que A es similar a una diagonal, es decir existe P invertible tal que
A = PDP~!. De manera equivalente:

AP = PD.

&0

Si suponemos que P = (vy, ..., v,) (notacién por columnas) y D = ( ‘ ) , entoces
0 dn

la igualdad anterior se escribe:

a0
A(vl,...,vn):(vl,...,vn)( )
0 dn
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Y por propiedades de la multiplcacién de matrices esto equivale a:

(AUl, Ce ,A’Un) = (dlvl, Ce ,dn’l)n).

Finalmente, la igualdad vista por columnas nos dice que Vi € {1,...,n} Av; = d;v;.
Es decir, los vectores vy,...,v, son vectores propios de A (son no nulos pues P es
invertibles), con valores propios respectivos d .. ., d,.

Ademas, son claramente una base de K", pues son las columnas de P que es invertible.
O

Teorema 5.2. Sea A € M,,,(K) si {\;i}iz1. & son valores propios de A distintos y
{vi}iz1. k son wvectores propios de A tal que Av;, = A\v;, entonces {v;}iz1. k €s un
conjunto l.1.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre k. Para k = 1, la propiedad es obviamente cierta.
Supongamos
a1 + -+ o = 0, (5.2)

donde Av; = \jv; v A; i =1,...,k son todos distintos. Entonces
arAv + -+ g o = Ao + - -+ agoy) = A0 = 0.
Multiplicado por A se tiene ay A\pvy + - - - + ap AU = 0. Luego
ar(N = Ao+ ag 1 (A1 — Mok =0

como {vy...,vx_1} son Li. se tiene a;(N\; — Ap) =0i=1,.....k —1. Como \; # A\, se
debe tener que a; =0i=1,...,k— 1y de (5.2) se concluye que ay = 0. O

Antes de seguir, veremos la extensiéon natural del concepto de suma directa de mas
de dos subespacios vectoriales. Definamos primero, dados Uy, Us,...,U; s.e.v. de un
espacio vectorial V', la suma de ellos como:

i k
i=1
i=1

Esto es claramente un s.e.v. de V.

DEFINICION (SUMA DIRECTA MULTIPLE) Sea V espacio vectorial y Uy, ..., Uy

subespacios vectoriales de V. Decimos que el subespacio Z = —I—le U; es suma
directa de Uy,..., U, notado Z = Eszl U =U Uy ® --- @ Uy, si para todo
v € Z, v se escribe de manera tnica como

k
v:Zui, conu; € U;, Vie{l,... k}.

=1

Las siguientes propiedades se tienen de manera analoga al caso de dos subespacios:
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Proposicion 5.4. Sea V' espacio vectorial y Z, Uy, ..., Uy subespacios vectoriales de
V', entonces:

k k .
1. 2=QU; = |z=+U AVjie{l,.. .k}, Un| +U |={0}
=1 i=1
- i#]
k

2. 8iZ=-+U; yZ es de dimensién finita, entonces son equivalentes:
i=1

(a) Z:@Ui.
(b)) Vie{1,....k})(Yu; € U; \ {0}) {uq,...,ur} es Li.

(¢) La yuztaposicion de bases de los subespacios U; es una base (y no sélo un
generador) de Z.

(d) dim(Z) = Zdim(Ui).

DEMOSTRACION. Probaremos (a) <= (b) en la parte 2. El resto de las demostracio-
nes, quedan propuestas como ejercicio.

(b) = (a) Sea v € Z y dos formas distintas de escribirlo:

k k

U:E wizg w;, con w;,w; € U;.

i=1 =1

De aqui, suponiendo sin pérdida de generalidad que Vi € {1,...,k*}, w; —w} # 0, sale

que:
k*

Z(wi - w;) =0,

i=1
lo cual es una combinacién lineal nula, con escalares no nulos (todos 1), de los vectores
u; = w; —w, € U; \ {0}. Pero esto es una contradiccién con el hecho de que dichos
vectores son Li, por hipdtesis.

Asi se tiene que la escritura es unica y por ende la suma es directa

(a) = (b) Supongamos ahora que Z = @le Ui;. Sea {uy,...,ux}, con u; € U;, Vi €
{1,...,k}. Estudiemos
k
Z a;U; = 0.
i=1

Como para cada i € {1,...,k}, U; es un s.e.v., luego a;u; € U;. Asi, hemos encontrado
una forma de escribir al vector nulo como suma de elementos de los subespacios Uj.

Por unicidad de dicha escritura,

Vi € {1,...,]{7}, O./ZUZ:O
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Y esto implica, ya que u; # 0, que o; = 0, Vi € {1,...,k}. Es decir, {uy,...,uz} es Li.
[

Teorema 5.3. Sea A € M,,(K), \i,..., \x los valores propios (distintos) de A y
Wy, =Ker(A—XNI),ie{l,...k}. SiW =Wy, + Wy, +---+W,,, se tiene que

W =W,, @sz@"'@WAk'
En particular, A es diagonalizable si y sélo si

Kr =Wy, @Wy, @--- & Wy,.

DEMOSTRACION. Directa de la Proposicién O

Corolario 5.1. Supongamos que A € M,,(K) y que p(A\) = |A — N|, el polinomio
caracteristico de A, tiene n raices distintas en IK : A\q,..., \,, entonces

1. Wy, = Ker(A — X\I) es de dimension 1.

2. Sea v; € Wy, con v; # 0 entonces {vy,...,v,} es una base de vectores propios.

Este teorema da un criterio simple para que A € M,,,(K) sea diagonizable, éste es que
A tenga n valores propios distintos.

Ejemplo 5.8.

Sea
1-1-1
A=F1 1-1
1-1 1
1-X -1 —1
p(\) =A== X|= -1 1-X -1
—1 -1 1-=X

=1 =-M{A -2 -1} - H{A -2 +1} = {1+ (1 -N)}
=(1-2P=—(1-N-1=-N)—-1-1-(1-2X)
=(1=3XA+3\ =\ —3+3\ -2

=3\ -\ —4

1 —
1—

Ahora A\ = 2 es una rafz de p()\). Por otro lado p(A\) + A —2 = =\ + A + 2

Asi las otras raices de p son A = —1 y A = 2. Por lo tanto p(A) = —(A—2)(A+1)(A—2)
Se puede probar que A tiene una base de vectores propios por lo que no es necesario
que todos los valores propios sean distintos para que A sea diagonalizable.
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Ejemplo 5.9. 1 00
Consideremos A = [ 2 2 0] los valores propios son Ay = 1,Ay = 2, \3 = 2y
0 0 2
1 0
W1:< -2 1], CASTRE = W, @ W, vy A es
0 0
1 0 0
diagonalizable similara D= |0 2 0
0 0 2

DEFINICION (MULTIPLICIDAD GEOMETRICA) Sean A € M,,,(K) y A un valor pro-
pio de A. Definimos la multiplicidad geométrica de A, v4()), como la dimensién
del espacio propio Wy = Ker(A — \I).

Teorema 5.4. Una matriz A € M,,(K) es diagonalizable ssi la suma de las multipli-
cidades geométricas de sus valores propios es n.

DEMOSTRACION. Basta usar el Teorema y el hecho de que si A\q,...,\; son los
v.p.’s de A,

dim(Wy, @ - @ Wy,) = > _va(N).

DEFINICION (MULTIPLICIDAD ALGEBRAICA) Sean A € M,,,,(K) y A un valor pro-
pio de A. Definimos la multiplicidad algebraica de A, a4()\), como la méaxima
potencia de (z — A) que divide al polinomio caracteristico de A, pa(z) = |A — zI|.

Proposicién 5.5. Sean A € M,,(K) y Ao un valor propio de A, entonces:

1 < 74(Ao) < aa(Xo) <n.

Ejercicio 5.4: Demuestre la Proposicién [5.5 Para ello proceda de la siguiente ma-
nera:

1. Pruebe las desigualdades 1 < y4(Xo) y aa(Xo) < n
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2. Seay = 74(\o). Considere una base 8y, = {v1,...,v,} de Wy, = Ker(A—XoI).
3. Extienda dicha base a una base § = {vy,...,vy,0y41,...,0,} de K™

4. Calcule la matriz representante de 7T'(z) = Az, con respecto a la base . Es
decir, Mﬁlg(T)

5. Pruebe que
pa(A) =[A =M= (A= X0)"q(}).

En donde ¢()\) es un polinomio de grado n — +.
Indicacion: Pruebe y use que Ay Mgg(T') son similares.

6. Concluya el resultado.

Corolario 5.2. Sea A € M,,,,(K) y pa(A) su polinomio caracteristico. Se tiene entonces
que A es diagonalizable si y solo si pa(\) se factoriza completamente en K en factores
lineales. Es decir:

pA()\) =cy- (/\ . )\l)aA()\l ()\ A )aA )\2) ()\ A )aA (M) 7
y ademds, para todo valor propio X de A, se tiene que y4(\) = aa(N).

DEMOSTRACION. Supongamos que A es diagonalizable y sean Ai,..., )\, sus valores
propios. Entonces, gracias al Teorema tenemos que K" = @le Wi, .

Sea entonces la fatorizacion en K del polinomio caracteristico de A:
PN = ca (A= AT = 20T (4= A Mg ),
con ¢(A) un polinomio.

Pero, gracias a la Proposicién

VAN
1M
N

k
n = dim(K") = dim( @ Wy,) ZVA()\

De donde 3% aa(\) = n.
Ahora
n=gr(pa(\)) = gr(ca - (A = M)A (X = \)@al2) (= x)2aG0)) Lar(g(N))

N——

n

Asi, gr(g(\)) = 0. Es decir, es una constante y se tiene la fatorizacién buscada.

Ahora, supongamos que pa(\) se factoriza completamente en K de la siguiente manera:

pA(M:CA,(/\_)\)aA(M ()\ /\)aA/\z) (/\ )\)aA/\k

152



De donde Zf aa(N;) =n. Y, supongamos que A no es diagonalizable. Esto implica que

k k k
dim(@Wy,) =D va\) <n=> aa(\).
i=1 i=1 i=1
Lo cual contradice la hipétesis de igualdad de las multiplicidades. O

Corolario 5.3. A € M,,,(C) es diagonalizable si y solo si para todo valor propio A de
A, se tiene que

Ya(A) = aa(N).
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Guia de Ejercicios

1. Demostrar que dados V' espacio vectorial y Z, Uy, ..., Uy subespacios vectoriales de
V', entonces:

k k k
() Z=PU, <= (Z=FU nVje{l,... k}, Un| +U | ={0}
i=1 i=1
i=1 i#]
k
(b) Si Z =+ U; y Z es de dimensién finita, entonces son equivalentes:
i=1

1) z=EpU.
(2) (VZ GlEL ey k})(VUz el \ {0}) {ul, ce ,uk} es Li.

(3) La yuxtaposicién de bases de los subespacios U; es una base (y no sélo un
generador) de Z.

(4) dim(Z) = Z dim(U;).

2. Pruebe que, dados A € M,,,,(IK) y Ao un valor propio de A, entonces:
L <74(o) < aa(Ao) < n.
Para ello

(a) Pruebe las desigualdades 1 < y4(Ag) y aa(Xo) < n.
(b) Seay = 7v4(\o). Considere una base 8y, = {v1,...,v,} de Wy, = Ker(A— o).
(c) Extienda dicha base a una base 8 = {v1,...,vy,Vy41,...,0,} de K™

(d) Calcule la matriz representante de T'(x) = Az, con respecto a la base . Es
decir, Mgs(T).

(e) Pruebe que
pa(A) = A =X = (A= Xo)q(N).
En donde ¢(\) es un polinomio de grado n — .
Indicacion: Pruebe y use que Ay Mgg(T') son similares.

(f) Concluya el resultado.

Guia de Problemas

P1. (a) Sea P2(R) el espacio vectorial de los polinomios a coeficientes reales de grado

menor o igual a 2, y sea T : Py(R) — Pa(R) la transformacién lineal definida
por

T(ag + a17 + asx®) = (ag + 2az) + a1x + (2a¢ + az)z”.
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P2.

P3.

(1) Verifique que la matriz representante de 7" con respecto a la base candénica
{1,z,2*} de P2(R) (en dominio y recorrido) es

A=

N O =
o = O

2
0
1

(2) Calcule A*™ para cada n > 1 natural, diagonalizando A.
(3) Calcule T*"(1 + z + 2?), donde T?*" =T oTo---oT.
—_—

2n
Indicacién: Recuerde que la matriz representante de 72" es A?".

(b) Encuentre los valores reales de a y 8 de modo que la matriz

2 a 00 0
02 a 00
00200
00018
00001

sea diagonalizable.
Sea a € R. Se define una sucesién de nimeros reales (u, ),en de la siguiente manera:
wo =1, uy = a, (Vn > 2) u, = atty,_1 — Up_s.
Sean xo = (), (Vn>1) &, = (w1 ).

(a) Demuestre que para todo n > 0 se tiene que x,, = A"x¢ con A = (¢ ).

(b) Demuestre que si |a| = 2 entonces A no es diagonalizable.

(c) Demuestre que si |a| > 2 entonces A es diagonalizable.

(d) Asuma que |a| > 2 y denote A\, Ay los valores propios de A. Demuestre que
(1) () vy (¥?) son vectores propios asociados a A; y A, respectivamente.

: Aptt_aptt
(2) Para todo n € N se tiene que u, = = 5—2—

Sean R, S € M,,(R), con S invertible. Considere A = RS y B = SR.

(a) Pruebe que v € R™ es vector propio de A asociado al valor propio A € R ssi
Swv es vector propio de B asociado al mismo valor propio A. Concluya que A
y B tienen los mismos valores propios.

(b) Sean W)(A) = Ker(A — AI) el subespacio propio de A asociado al valor
propio A € Ry W, (B) el subespacio propio de B asociado a A. Pruebe que
dim(Wy(A)) = dim(W,(B)).

(c) Pruebe que A es diagonalizable ssi B es diagonalizable.
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6.1 Conjuntos ortogonales y ortonormales

Ortogonalidad

Recordemos que la proyeccién de u sobre v # 0 esta definida por w = %v. Este vector

w es “el que estd mds cerca” de u en el espacio ({v}). Es decir

min [|[u — M| = ||Ju — w||.
AR

Notaremos por u_Llwv si (u,v) = 0, es decir si u y v son ortogonales.

DEFINICION (CONJUNTO ORTOGONAL/ORTONORMAL) Un conjunto {vy,..., v}
=1

D=

de R™ se dice ortogonal si (v;,v;) = 0 para i # j. Si ademas ||v;|| = (v;, v;)
diremos que el conjunto es ortonormal.

)

En el caso en que {vy, ..., v} es ademds base de un subespacio vectorial W, diremos
que se trata de una base ortonormal de V.

Ejemplo 6.1.
La base canodnica de R™ es una base ortonormal.

Veamos una propiedad 1util de los conjuntos ortogonales:

Proposicién 6.1. Sea {vy,...,v} CR"\ {0} ortogonal, entonces {vy,..., v} es Li.

DEMOSTRACION. Sea Zle a;v; una combinacion lineal nula de los elementos de {vy, ..., vy }.
Sea j € {1,...,k}, luego por propiedades del producto interno:

k k
<ZO./Z"UZ‘,UJ'> =0 = ZO!Z‘ <Ui7’l}j> = 0.
i=1 =1

Pero dado que el conjunto es ortogonal, luego (v;,v;) = 0 para i # j, de manera que
2
aj (vj, v;) = aj [|vy]|” = 0.
Y como v; # 0, se deduce que a; = 0.

Como este procedimiento es vélido para todo j € {1,...,k}, se concluye que {vy, ..., v}
es L.i. 0
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Ahora, en el caso de conjuntos ortonormales, hay propiedades importantes que motivan
su busqueda.

Proposicién 6.2. Sea W un subespacio vectorial de R™ y {uy, ..., ux} una base orto-
normal de W, entonces:

1. SixzeW,

k
E xuz Uj .-

=1

2. Six € R" y definimos

k
quz Yu; € W,

entonces (x — z)Lw, Yw € W. Y en particular d(z,z) = min,ew d(z,w), de
hecho Yw € W\ {z}, d(z,2) < d(z,w).

DEMOSTRACION.

1. Como {uq,...,u;} es una base de Wy x € W, luego

k
T = E ;.
i=0

Tomemos j € {1,...,k} y calculemos el producto interno entre = y u;:

(x,u ) <E aul,u]>

k
E (wi,uy)

=0

Como el conjunto {uq,...,u;} es ortogonal, se tiene que (u;,u;) =0, Vi # j, de
donde

(z,u;) = aj {uj,u;) = a; - 1.
Repitiendo este procedimiento para todo j € {1,...,k}, se concluye que a; =
<ZL“, uj)

k
E ZL’Ul ;.

=1

2. Seax €R™, 2=Y"F  (z,u;)u; y w € W, veamos:

(x — z,w) = (x,w) — (z,w) = (r,w) — <Z (x,u;) ui,z (w,uj>uj> :
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la dltima igualdad gracias a que w € W. Asi, usando las propiedades del producto
interno:

kok
(x — z,w) = ZZ z,u;) (w, uj) (u;, uj)
i=1 j5=1
y como {uq,...,u;} es ortonormal, (u;,u;) =0, Vi#jy

(x — z,w) = (x,w) — (@, u) (w, ug) (ug, ug)

(@, u;) (w, uy)

M- 1+

Para probar que d(z, z) = mingew d(z, w), sea w € W distinto de z, luego por el
Teorema de Pitagoras en R”, probado en el Ejercicio 2.4}

lz = 2| + [lw — 2|* = |l — w||*.
Pero como |Jw — z||* > 0, luego
lz = 2[* < flz —w]*.
De esta manera
Vw e W, d(z,2) = [lz — 2| <[l —w| = d(z, w),

de donde se concluye. 0

6.2 Proyecciones Ortogonales

La Proposicion motiva la definicién proyeccion ortogonal sobre un subespacio vec-
torial de R™. Asumiremos por ahora el siguiente resultado, el cual demostraremos en la
Seccién [6.4], que asegura la existencia de una base ortonormal de cualquier subespacio
vectorial de R".

Proposicion 6.3. Todo subespacio vectorial de R™ posee una base ortonormal.

Definimos entonces:
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DEFINICION (PROYECCION ORTOGONAL SOBRE UN S.E.V.) Sea W un subespacio
vectorial R™ y {uq,...,u;} una base ortonormal de W. Definimos la proyeccién
ortogonal sobre W como la funcién

P:R* — W
k
x — P(z) = (r,u;)u; € W.

i=1

Observacién: Notemos que esta definicién es correcta, es decir que P no depende
de la base ortonormal considerada y que es funcion.

Gracias a la Proposicién [6.2)2, sabemos que independiente de la base ortonormal
considerada para definirla, la proyeccién es aquella que minimiza la distancia de x
a W. Asi, si hubiese dos proyecciones z1, 29, asociadas a bases distintas y fuesen
distintas, luego:

d(z, z1) < d(z, 29),
lo cual contradice la propiedad que satisface zs.

De la misma manera se prueba que P es funcién.

Veamos ahora las propiedades de la proyeccién ortogonal:

Proposicién 6.4. Sea W un subespacio vectorial de R™ y P su proyeccion ortogonal
asociada, entonces:

1. P es una transformacion lineal.
2. Vr e R"YweW, (z—P(x))lw.
3. d(z, P(x)) = mingew d(z, w).

DEMOSTRACION. 2y 3 se deducen de la Proposicién La demostracién de 1 queda
de ejercicio .

6.3 Subespacio Ortogonal

DEFINICION (SUBESPACIO ORTOGONAL) Sea W un subespacio de R™ definamos el
ortogonal de W como:

WH={ueR" |VweW (w,u)=0}
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Proposicién 6.5.

(i) W es un subespacio de R™.
(ii) R" =W & W

(iii) dim(W+) =n — dim(W).

DEMOSTRACION.

(i) Sea u,v € Wy X € R, debemos probar que Au+v € W+. Sea w € W:
(w, \u+v) = X {w,u) + (w,v) =0

lo que es vélido para todo w € W. Luego Au +v € W+ por lo tanto W+ es un
subespacio vectorial de R".

(ii) Es claro que W + W+ C R™. Para la otra inclusién, dado x € R", basta notar que
r = P(z) + (x — P(z)).

En donde P es la proyeccién ortogonal sobre W. Asi, P(z) € Wy x— P(z) € W+
(gracias a la Proposicién , de donde z € W + W+,

Nos basta entonces probar que W N W+ = {0}. En efecto si z € W N W+, en
particular es ortogonal a si mismo, es decir (z,x) = 0, de donde = = 0.

Se concluye entonces que R* = W ¢ W+,

(iii) Se deduce directamente de (ii). O

6.4 Método de Gram-Schmidt

El objetivo de esta parte es asociar de forma “candnica” a un conjunto dado de R™,
una base ortonormal del subespacio generado por él. Este método es conocido con el
nombre de Método de Gram-Schmidt.

Probaremos el siguiente teorema:

Teorema 6.1 (Gram-Schmidt). Dado un conjunto {vg,...,v,} C R™, eriste un
conjunto ortonormal {ug, ..., ux} tal que

{vo, ... om}) = {uo, .- - ur}) .
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Algoritmo 1 Método Gram-Schmidt

1: Partamos con u; = IIEII

2: Luego, proyectamos vy sobre el subespacio generado por u;:

2y = (U2, V1) Uy
y restamos esta proyeccion a vs:

W = V2 — 22

perpendicular a ({u;}) y normalizamos, us =

[[wz]|
3: Luego podemos pasar a trabajar con vy

23 = (vs, u1) Uy + (U3, ug) Uz

W3 = U3 — 23,

perpendicular a ({u;,us}) y normalizamos, uz = Tl
4: se sigue del mismo modo: una vez obtenidos {uy, ..., ux}, proyectamos vg 1 sobre

({uy,...,ux}) y definimos

k

Zk+1 = E <Uk+17ui>ui
i=0

Wk+1 = Vk+1 — 2k+1,

perpendicular a ({uy,...,ux}) y normalizamos, uy1 = —IIZ:EII

5: El proceso termina cuando hemos procesado todos los v;.
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DEMOSTRACION. La demostracién de este teorema es precisamente el método Gram-
Schmidt, que entrega un procedimiento algoritmico para construir el conjunto buscado.
Sea entonces {vy, . .., v, } un conjunto de vectores y definimos el conjunto {uy, ..., ux}
mediante el Algoritmo

Probemos que esta definicion del {uy, ..., ux} cumple lo pedido. Lo haremos por induc-
cion en m.

= Caso base. Param = 0, si vy = 0 luego wy = 0y el algoritmo termina sin generar
vectores u;. Esto es consistente con que la tnica base de {0} es el conjunto vacio.

Si vy # 0, por ende wy # 0, se tiene el resultado ya que
Vo
Ug = ——,
[l

que es claramente de norma 1 y ademas, como es ponderacién de vy, se tiene que

{uo}) = ({vo})-

» Paso inductivo. Supongamos que dado el conjunto {vy,...,v,_1}, el conjunto
{ug, ..., up_1} es ortonormal y tal que

{vo, ... vm_1}) = {uo, -, up_1}) .
Con k = dim({{vo, ..., Vm-11}))-

Veamos los dos casos posibles:

k—1
Si wg = 0, se tiene que v, = Y (v, wy) uy, de donde vy € ({ug, ..., up_1}) y por
1=0
ende
{vo, ..., om}) = {uo, .- uk_1}) .
Y la base ortonormal generada es {uq, ..., us_1}.

Ahora si wy, # 0, segtn el algoritmo, uy estara definido por:

k—1
Wy,
Up = Z vm,ul .
eoell ~ Hwkl\ ( )

=

Veamos entonces, para cualquier i € {0,...,k — 1}

o= (= G i) )

1 k—1
=T Ukuuz Z 'Um,UI ul7u1>
[[wgl]

=

Mi

y por hipétesis de induccion, VI # i, (u;,u;) =0y (u;, u;) = 1, luego
1

[l
=0.

(ug, wi) = ({om, ws) = (Vm, ) - 1)
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Es decir, el conjunto {uo, . . ., ux} es ortogonal, y como es claro que Vi € {0, ..., k} ||u;]| =
1, es ademés ortonormal.

Ahora, por construccién de wuy;, se tiene

k—1
Vi = [lwgl| e + Y (0, )
=0

es decir, v,, es combinacién lineal de {uy, . .., ux }, lo que equivale a v, € ({ug, ..., ux}).
Asi, gracias a la hipotesis inductiva, se tiene que

{vo, ..., om}) € {uoy .. uk}) . (6.1)

Por otra parte, u; es combinacién lineal de v,, v ug, ..., ur_1, ya que
k—1
Uma U/l
"o || 1~ 2 Tl
w w
k Py k
Pero gracias a (6.1)), existen aq, ..., a,, € R tales que > <T|m’:”’ U = Z oquy. Asi

=0
up € ({vo, -, vm}) v luego

{ug, ..., ur}y C {vo, -, om}) -

Obteniendo lo buscado.

Luego, por Principio de Induccién, se tiene el teorema. 0

Observacion:

= Notemos que como corolario del Teorema se obtiene la Proposicién [6.3]

s Ademds, el Teorema puede ser aplicado en particular a una base
{vo, ..., Up_1} de R™.

Observacion: Observar que si alguno de los vectores a normalizar, v; o los w;,
vale 0, significa que el v; correspondiente no aportara un nuevo vector a la base, y
simplemente se descarta, pasandose a trabajar con v;.q.

Esto trae como consecuencia que el niimero de vectores u; sea menor que el de los
v; si estos ultimos son 1.d.

En general, esto hara que al procesar el k-ésimo vy, estemos produciendo un u;,
con ¢ < k, pero no hemos introducido esto en la descripcion del algoritmo para no
confundir la notacion.
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Ejemplo 6.2.

Uy = Uo/ <U0>U0>

NI
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6.5 Producto Hermitico

Ahora, extendemos el producto interno de (-,-) : R" xR” = Ra (-,-), : C"xC" — C,
de la siguiente forma.

ul v1
DEFINICION (PrODUCTO HERMITICO) Dados u = ( : ) U= ( : ) c Cn,

Un, Un

n
(u, U>H = Z u;0;.-
j=1

Ejercicio 6.1: Probar que el producto hermitico satisface: VA € C, u,v,w € C"

L (u,v)y = (v,u)y.

2. (Mu+v,w)y = A(u,w)y + (v,w) .

3. (u,u)y € R, més atin (u,u)y; >0y (u,u); =0<= u=0.
De 24 y [2B] se deduce que

(u, o+ w) gy = X, v) y + (u,w) .

Observacién: Los conceptos de ortogonalidad, proyeccién ortogonal, subespacio
ortogonal y el método de Gram-Schmidt, pueden desarrollarse también en C”, como
espacio vectorial sobre C.
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Guia de Ejercicios

1. Dado W un s.e.v. de R y P: R" — W su proyeccién ortogonal asociada. Probar
que P es lineal.

2. Demuestre las siguientes propiedades del producto hermitico:

(a) <u7U>H: <U7U>H'
() Mu+v,w)y = Au,w) 5 + (v, w) .
(c) (u,u)y € R, mas atn (u,u); >0y (u,u)y; =0<= u=0.

Guia de Problemas

P1. Sea W el subespacio vectorial de R* generado por:

1 1 1 2
1 -1 3 3
11711 7|1 2
1 -1 3 3

(a) Encuentre una base ortonormal de W y de W+.

|
(b) Encuentre la descomposicién de v = (%) en W+ W+
1

P2. Sea A € M,,,(R) una matriz invertible y U un s.e.v. de R de dimensién 0 < k < n.
Se define
W={yeR"|VuelU, (Au, Ay) = 0}.

(a) Probar que W es s.e.v. de R" y probar que W NU = {0}.
(b) Sea V ={veR"|3JuelU v= Au}. Pruebe que V es s.e.v. de R™.

(c) Sea {v1,...,vx} una base ortonormal de V. Probar que {uy,...,ux} don-
de u; = A7, i € {1,...,k}, es una base de U que verifica la propiedad:
(Au;, Auj) = 0sii # jy (Au;, Auy) = 1si i =j.

(d) Probar que

weW «— Vie{l,...,k}, (Aw, Au;) = 0.

Donde {u;....,u;} es la base del punto anterior.
k

(e) Probar que si v € R™ entonces z = Y (Av, Au;)u; € U y que v —z € W.
i=1
(f) Deducir que R" = U & W y calcular la dimensién de W.

2
1

AN .
0

P3. (a) Sea W = <

—_ = =
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(a.1) Encuentre una base ortonormal de W+.

(a.2) Sean x1,w5, 73,24 € R. Encuentre (en términos de xq,xs, 3, 14) los

1 Y1
valores y1, y2, U3, Y4 que satisfacen T gg) = (Zg ) ,donde T': R* — R*

T4 Ya
es una transformacion lineal para la cual Ker(T) = W y, para todo

re Wt T(x) =z,
(b) Sean U,V subespacios vectoriales de R". Demuestre que
(b.1) (U+V)t=UrnVv+L
(b.2) (UHt =U.
(b.3) (UNV)t=U++V*E
(b.d) UV =R" — UltoVi=R"
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Ortogonalidad

6.6 Espectro de una matriz simétrica

Sea A € M,,(R) una matriz simétrica entonces

Vu,v € R" : (Au,v) = (u, Av). (6.2)

En efecto, (Au,v) = (Au)lv = u'Alv = u' Av = (u, Av)

Probemos ahora que si A € M,,,(R) satisface[6.2)entonces A es simétrica. Esto se deduce
del siguiente hecho facil de probar: si {ey,...,e,} la base candénica de R” y A es una
matriz de n X n entonces

(Ae;,ej) = aj;. (6.3)

Utlizando esta propiedad y se obtiene que
aij = (Aej, e5) = (e, Aes) = (Aei, e5) = aji,

donde ademaés se usa el hecho que el producto interno en R™ es simétrico.

Dada A € M,,,(C), definimos la matriz adjunta de A, A*, de la siguiente forma:

Vk’,f : (A*)kg = Qyg-

Ejemplo 6.3.
1 « (1 2—1
A_(2+Z' 3) A_<—z' 3 )

Decimos que A es hermitica si A = A*, notar que si A € M,,,(R) entonces A = A* si
y s6lo so A = Al. De forma andloga al caso simétrico se prueba que

Vu,v € C" (Au,v)y = (u, Av)

si y sélo si A es hermitica. Asi, en particular, Vu,v € C" (Au,v), = (u, Av), si
A€ Mu,(R) y A es simétrica.

168



Sea A € M,,,(C) entonces el polinomio caracteristico p(A) = |A — AI| es un polinomio
de grado n con coeficientes complejos y por lo tanto tiene n raices en C (con posibles
repeticiones). Denotaremos por

o(A) =\ e T ||A—\|=0)

al conjunto de las raices del polinomio caracteristico. Este conjunto lo llamaremos el
espectro de A. Como M,,,(R) C M, (C) podemos definir de igual manera el espectro
de A, para A € M,,(R).

En general el espectro de A es un subconjunto de C, atin cuando A € M, (R), como
lo muestra el proximo ejemplo.

Ejemplo 6.4.
0 10
B=|(-100
0 01
A 1 0
B-X=|-1 -\ 0 |IB— M| =(1-\N{\+1}
0 0 1-A\

Las raices son A = 1 A = 4i. Si B es considerada como matriz de coeficientes
reales (es decir estamos trabajando en R™) B tiene un sélo valor propio que es 1. Si
el cuerpo considerado es C entonces B tiene 3 valores propios 1,7, —i. En cualquier
caso el espectro de B es o(B) = {1,1,—i}.

Teorema 6.2. Sea A € M,,(C) hermitica entonces el espectro de A es subconjunto de
R.

DEMOSTRACION. Sea A € o(A) (en general A serd complejo) entonces, |[A — \I| = 0,
es decir A — Al no es invertible, luego debe existir v € C", v # 0 tal que (A — Al )v = 0.
Por lo tanto

<AU7U>H = <Ava>H =A <U7U>Ha

pero
(Av,v) g = (v, Av) y = (V, \v) g = X(v,v)H

como v # 0, (v,v), # 0 entonces A = X es decir A € R. Se tiene que para A hermitica
el polinomio caracteristico p(A) = |A — | tiene todas sus raices reales. O

Corolario 6.1. Si A € M,,,(R) es simétrica entonces o(A) C R.

Teorema 6.3. Si A € M,,,(C) es hermitica y A1 # Ay son valores propios y vy, vy son
vectores propios asociados a A1 y Ao respectivamente entonces (vy,va) y = 0.
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DEMOSTRACION. Consideremos (Avy, v2) ; = (A1, v2) 5 = A1 (U1, Va) 4y, pero
<AU17U2>H = <U1,AU2>H = <U1, )\2U2>H = )\_2<U1,U2>H
pero Ay € Ry por tanto (A — A2) (v1,v2); = 0, como Ay # Ag, (v1,v2) ; = 0. O

Notemos que si u,v € R" C C", entonces (u,v), = (u,v), por lo tanto se obtiene el
siguiente corolario importante.

Corolario 6.2. Vectores propios de A € M,,(R), simétrica, asociados a valores pro-
pios distintos son ortogonales.

DEFINICION (TRANSFORMACION SIMETRICA) Sea W un subespacio vectorial de
R™y L : W — W una aplicacién lineal, diremos que L es simétrica (en W) si

Yu,v € W (L(u),v) = (u, L(v))

Lema 2. L : R" — R" es simétrica si y solo si la matriz representante con respecto a
la base canonica de R™ es simétrica.

DEMOSTRACION. Si A es la matriz representante de L con respecto a la base candénica
entonces L(u) = Au de donde

(L(u),v) = (Au,v) {u, L(v)) = (u, Av) ,

luego L es simétrica si y sélo si A es simétrica. O

Ejercicio 6.2: Sea W subespacio vectorial de R™ y L: W — W lineal, probar que:

1. Si B ={uy,...,u,} es una base ortonormal de T, entonces

L simétrica <= Mpp(L) simétrica.

2. Si B={uy,...,u,} es una base de W'y
o: W — R”
r=y " o — p(x) = ( : )

(075}

Entonces x es vector propio de L asociado al v.p. A si y sélo si ¢(z) es vector
propio de Mpg(L) asociado al v.p. A.

Ahora estamos en posicion de probar uno de los teoremas mas importantes de la seccion.
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Teorema 6.4. Sea W subespacio de R", dimW > 1y L : W — W lineal, simétrica,
entonces existe una base ortonormal de W de vectores propios de L.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre la dimensién de W. Si dimW = 1. Entonces
W = ({v}), con v # 0. Notemos que

Lw) e W = ({v}),

luego existe A € R tal que L(v) = Av. Es decir, A es un valor propio de L y v vector
propio de L.

Definiendo

" 1
V= —2
loll

se tendra Lv = A\v y ademéds {0} es una base ortonormal de W. Esto prueba el caso en
que la dimension sea 1.

Supongamos que la propiedad es cierta para espacios de dimension k — 1, por demostrar
que es cierta para espacios de dimension k. Sea W subespacio de dimensién k y L :
W — W lineal simétrica. Sea B = {wy,...,wy} base ortonormal de W, gracias al
Ejercicio la matriz Mpp(L) € R* es simétrica, por lo que tiene todos sus valores
propios reales.

Sea Ao un valor propio cualquiera, por lo tanto existe un vector z = (z1,...,2)" # 0,
tal que Mpp(L)z = A\oz.

Sea v = zywy + 2wy + - - - + zpwy, € W. Como v # 0 (pues z # 0y {wy, ..., wi} es i),
luego gracias a la parte 2 del Ejercicio es vector propio de L (ya que ¢(v) = z).

Sea W = {u € W | (u,v) = 0} el ortogonal de ({v}) con respecto a W. Se tiene que
k=dim W =1+dimW lo que implica que dim W =k —1

Sea u € W = (L(u),v) = (u, L(v)) = (u,Aov) = Ao (u,v) = 0, luego L(W) C W.
Tomemos la restriccién de L a W, es decir,

L:W—W
uHZu:Lu,

entonces L es lineal y simétrica. Verifiquemos que L es simétrica. Consideremos u, w €

W ~ ~
(Lw),w) = (Lu),w) = (u, L(w)) = (u, L(w))

es decir L es simétrica en W. Como dim W = k — 1 se tiene por hipotesis de induccién

que existe una base ortonormal de W de vectores propios de L: {wi,...,Wx_1}, es
decir L(w;) = L(w;) = \;w; luego wy, ..., w1 son vectores propios de L. Finalmente,
consideremos

v o ~
B/ = {m,wl,....,wkl}

es una base ortonormal de W, de vectores propios de L, y por lo tanto el resultado
queda demostrado. O
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Corolario 6.3. Sea A € M,,,(R), simétrica, entonces A es diagonalizable y mds ain,
A = PDP" donde P = (v1,...,v,) y B" = {v1,...,v,} es una base ortonormal de
vectores propios de A. D es la matriz diagonal de los valores propios correspondientes.

DEMOSTRACION. Sea L(z) = Az, entonces L es simétrica. Por el teorema anterior exis-

te una base ortonormal B’ = {vq,...,v,} de vectores propios. Luego A es diagonizable
A 0

y més atin A = PDP~! donde P = (vy,vy,...,v,) y D = . Resta por
0 An

demostrar que P! = P!. Calculemos

(P'P)y; = viv; = (v;,v;) = Loi=J
ij i) is Uj 0 itj’
por lo tanto PP = 1. O

Una matriz que satisface P~! = P! se denomina ortogonal o unitaria.

Ejercicio 6.3: Verificar que P es ortogonal si y sélo si

Vu,v € R" (Pu, Pv) = (u,v).

Entonces si P es ortogonal || Pul|? = (Pu, Pu) = (u,u) = ||u||?, es decir, P preserva la
norma.

Notemos que no hay unicidad en la base de vectores propios y por lo tanto una matriz
diagonalizable A puede descomponerse de la forma “PDP~!” de muchas maneras. Lo
que probamos para una matriz simétrica es que se puede tomar una base ortonormal
de vectores propios y que para esta base se tiene la descomposicién “PDP?”.

cosf senf

Ejercicio 6.4: Probar que P, = (_ senf cosf

) es unitaria en R?.

Ejemplo 6.5.

2 0
A=10 0
0 01
los valores propios son A =2y A =1 en efecto:

2—\ 0 0
|A—\| = 0 2-X 0 = (2= A1 -)).
0 0 1-2)\
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Calculemos el espacio propio de A = 2.

0 0 O x
0=(A—-2Nu={(0 0 O v,
00 —1 z
x
luego Wy = y | | z=0 p. Determinemos W;:
z
1 00 T
0O=A-DNu=(0 1 0 vy,
0 00 z
x
es decir Wy = y| | z=y=0}. Por lo tanto una base de vectores propios es:
z
1 1 0
B' = 0)l,({1].,10
0 0 1
110
P=[0 10| P'=
0 01

110 2 0
A=10 1 0 0 2
0 01 0 0

Pero A también posee una base ortonormal de vectores propios:

0 0
111,10

0 1

2

0

0

0 1
0 0
1 0

O O =

e

A:

S O =
o = O
(@)
S NN O
o = O

0
0
1

—_

Observacion: Cabe senalar que en el caso de que si no hubiese sido sencillo obtener
a simple vista una base ortonormal del subespacio propio asociado a A = 2, pode-
mos utilizar el método de Gram-Schmidt en dicho subespacio. En general, la base
ortonormal de vectores propios de R (que sabemos existe en el caso de A simétrica)
puede obtenerse utilizando Gram-Schmidt en cada subespacio propio.

El Teorema [6.4] también es cierto para L(x) = Ax, con A hermitica, y la demostracién

es analoga.
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Ejemplo 6.6.
Veamos el caso de las proyecciones ortogonales.

Dado W subespacio de R™ consideremos W+ el ortogonal de W. Entonces R" =
W @ W+, Sea ademés P: R® — R, la proyeccién ortogonal sobre W.

Esta funcion P verifica

1.

P2=P.

En efecto: P(u) = w € W luego w = w + 0 es la unica descomposicién, de
donde

Se tiene ademds P(I — P) = 0.

Im(P) =W y Ker(P) =W+,

En efecto, es claro que Im(P) C W. Por otro lado, si w € W P(w) = w, luego
Im(P) = W. Ahora si v € W+ v = 0+ v es la descomposicién tinica y por
tanto P(v) = 0, asi W+ C Ker(P). Sea v € Ker(P), luego P(v) = 0 y por tanto
v =0+ v es decir v € W+,

P es simétrica.

En efecto sean u; = wy + vy, us = wy + v9, luego

(P(uq),ug) = (wy, we + vo) = (wy, we) + (wy,ve) = (wy, we) =

(wy +v1, wa) = (uy, P(uz))

. Los valores propios de P son 0 6 1.

Sea P(u) = Au, u # 0, entonces como P? = P se tiene P(u) = P*(u) =
P(P(u)) = P(Au) = AP(u) = M\u. De donde (A — A\)u = 0. Como u # 0
A — X =0 entonces A = es 06 1.

Identificaremos P con su matriz representante respecto a la base candnica. Dado que
P es simétrica P = I'DI" con I' ortogonal y D satisface:

1
I, 0
0 0
0
Como P y D son similares tienen el mismo rango, asi r = r(P) = dim(I/m(P)) =
dim(W). I' puede construirse de la siguiente forma: I' = (I'y,...,T",). Escogemos
{T'y,...,T'.} una base ortonormal de W, la cual completamos a una base ortonormal

de R" {Fl7 N ,Fn}

Puede comprobarse directamente que I — P es la proyeccién ortogonal sobre W=,
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Guia de Ejercicios

1. Sea W subespacio vectorial de R” y L: W — W lineal, probar que:

(a) Si B ={uj,...,u,} es una base ortonormal de W, entonces

L simétrica <= Mpp(L) simétrica.

(b) Si B={uy,...,u,} es una base de W'y
p: W — R”

r= g — o) = ().

A

Entonces x es vector propio de L asociado al v.p. A siy sélo si p(z) es vector
propio de Mpp(L) asociado al v.p. A.

2. Verificar que P es ortogonal si y sélo si

Yu,v € R" (Pu, Pv) = (u,v) .

cosf senf

3. Probar que /) = <_ senf cosf

) es ortogonal en R

Guia de Problemas

P1. Considere la matriz A € M33(R) siguiente,

(a) Calcular los valores propios de A.
(b) Calcular una base de vectores propios de A.

(c) Encontrar una matriz P € Ms3(R) y D € Mj3(R), D diagonal, tal que
A= PDPt.

(d) ;Es A una matriz invertible?, justifique su respuesta.

P2. (a) Sea A € Mj33(R). Se sabe que A es simétrica y que (§> es vector propio de

A asociado al valor propio 2, y ademads la dimensién del Ker(T) es igual a 2.

Calcular A.

(b) Sea A = <é g §>’ donde a es un pardmetro real. Calcule los valores de a € R

para los cuales la matriz A es diagonalizable.
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P3. Sean vy,...,v; € R ortogonales y de norma 1, sean «y,...,ar € R\ {0}, v
A=qp vl + -+ ap - opvh € Mo (R).
(a) Pruebe que Im(A) = ({vy,...,v}), que Ker(4) = ({v1,...,v:})", y determi-
ne r(A), es decir el rango de A.

(b) Sea {wy,...w,_x} base ortonormal del Ker(A). Demuestre que {vy, ..., vy, wy,
es una base de R™ de vectores propios de A. Especifique cudl es el valor propio
correspondiente a cada uno de estos vectores propios.

(c) Sea A= (_5?{;14 _5%4). Determine {vy, vo} base ortonormal de R? y oy, € R
tales que
A= ;v + ay - vvh.
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— SEMANA 14:

Ingenieria Matematica
FACULTAD DE CIENCIAS
FISICAS Y MATEMATICAS
UNIVERSIDAD DE CHILE

7.1 Formas cuadraticas y matrices definidas positivas

Formas cuadraticas

En esta seccién estudiaremos las formas cuadraticas inducidas por una matriz simétrica.
Las formas cuadraticas aparecen en varias aplicaciones en matematicas. Una de ellas es
la caracterizacién de minimos o maximos para funciones de varias variables. Nosotros
nos interesaremos en la caracterizacion de matrices definidas positivas. Al final del
capitulo estudiaremos las cénicas en R2.

DEFINICION (FORMA CUADRATICA) Dada A € M, (R) simétrica, definimos:

g:R" =R
T q(r) = 2'Ax.

q es llamada una forma cuadratica en R".

Notemos que una forma cuadratica en R" es homogénea de grado 2, es decir, Vo € R"
q(A\x) = N%q(z). En efecto, q(A\x) = (A\x)!A(\x) = A\et Az = N2atAx = \%q(z).

Ejemplo 7.1. 1 1\ [z
q:R* =R, q(x1,22) = 27 + 21125 + 23 = (21, 73) (1 1) (;)
2

Se tiene ¢(1,—1) = 0, en realidad g(z1, —x;) = 0.

DEFINICION ((SEMI)DEFINIDA POSITIVA/NEGATIVA) Sea A € M, (R), simétrica
diremos que

A es definida positiva si Vo # 0 z'Ax > 0.

A es semidefinida positiva si Vo ztAz > 0.

A es definida negativa Vo # 0 x' Az < 0.

A es semidefinida negativa Vx z' Az < 0.
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Notar que A es definida (semidefinida) positiva ssi —A es definida (semidefinida) nega-

tiva.
Ejemplo 7.2.
q(z) = 223 + 22179 + 225 = (21 + 22)* + 25 + 25
. 2 1 T
() ()
A= 21 definid iti fi i =0 2 =0,22=0
=11 9 es definida positiva, en efecto, si g(z) = 0, entonces x{ = 0,25 = 0,
luego x1 = z9 = 0.

Teorema 7.1. Supongamos que A € M,,(R) es simétrica. Entonces las siguientes

proposiciones son equivalentes.
1.V #0 x'Az >0 (A es definida positiva)

2. Los valores propios de A son positivos.

3. Sea

aix Az - Qip

a a IR a n

A ?1 22 2

ap1 Ap2 - Ann
a a 11 a2 a3
AW = [a11] A® = (an a12) A®) = a1 G2 (23
2 > asi agx Asz

AW = 4
entonces |[AM| =a;; >0 [ |APD|>0,---|AD| > 0,--- [ |A™| = |A| >0

4. El método de Gauss utilizando solo operaciones elementales del tipo E,,(a, 1),
p < q, permite escalonar A y ademds los pivotes son siempre positivos.

DEMOSTRACION. (1) = (2).

Sea A un valor propio de A y v # 0 un vector propio correspondiente al valor propio .

0 < v'Av =v'(\v) = W' = A||p]|? = A >0
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(2) = (1). Sabemos que por ser A simétrica tiene la descomposiciéon A = PDP?, donde
las columnas de P son una base ortonormal de vectores propios y D es la diagonal de
los valores propios respectivos. Asi

' Ar = 2'PDP'x = (P'z)'DP'z,

entonces si definimos z = Pz se tendra que en términos de estas nuevas variables la
forma cuadratica queda

v'Ar = 2'Dz = M2l -+ A22 >0,

pues los valores propios son positivos. Mas atin la tnica forma en que esta suma de
cuadrados sea cero es que z; = --+ = 2z, = 0 es decir z = 0, pero entonces Plx = 0 =
xr = P0 = 0 (recordemos que P~! = P?).

1) = (3). Sea a # 0 v definamos z = [.) entonces
(1) = (3) #0y - ]
0

0< 2'Ax = i 1i(Az); = i x; i Qi
-1 =1

i=1

= CLQCLM,
luego aj; > 0. Sea v = (vq,...,v;)" € R¥, tomemos x = (vy,...,v;,0,...,0)! € R"
n k
2t Ax = Z il 05 = Z VA = vt A®)y
ij=1 ij=1
si v # 0 se tiene z # 0, luego v! A®v = 2t Az > 0 es decir A®) es definida positiva.
De donde AW A®) . A = A son todas definidas positivas. Pero una matriz definida
positiva tiene todos sus valores propios positivos (por lo ya demostrado). Como el
determinante es el producto de los valores propios entonces el determinante es positivo.
Luego
AW >0,...,|AM™| > 0.
(3) = (4).

Por induccién sobre ¢ ay; > 0 es el primer pivote. En la etapa ¢ tendremos

a1x Qa2 s ay; o Al
Ai—1i—1 : By B,
A’L = O a’ll . =
- Bs By
0 Q41
0 0 Qin, Ann,



Donde By : i X 4,By : i xn —14,B3 :n—1x1,By: n—1xn—1i Por hipdtesis de

induccioén, se obtuvo A; mediante el algoritmo de Gauss, sin utilizar permutaciones de
filas pues todos los pivotes a1, ..., a;_1;—1 son positivos. Asi, A; = (][ Ex)A donde Ej
k

son matrices simples del tipo E), ﬂ<a’ 1) que son invertibles y triangulares inferiores con
diagonal 1. Por tanto A = C' - A; donde C' = ([[ Ex)~! es también triangular inferior

k
con unos en la diagonal. Asi si C' = (g; gj) donde Cy : i x 1,Cy 1 i X (n—1),C3 :
(n—1i)xi,Cy: (n—1) X (n—1),se tendrd Cy = 0 y ademds C} es triangular inferior
con diagonal 1, y por lo tanto |C4| = 1. Luego:

Cl 0 Bl B2 ClBl CIB2
A = =
Por lo tanto A" = C, By, de donde 0 < |A®| = |C1B,| = |C4||B1| = |Bi|. Por otro
lado B es triangular superior, luego |B;| = [] @j;j, pero air,ass,...,a;—1,-1 > 0 se
j=1
concluye, a; > 0. Asi el método de Gauss no necesita intercambiar filas y ademas todos
los pivotes son > 0.

(4) = (1).

Como todos los pivotes son positivos y no hay que hacer intercambios de filas se tendra
que A = LDU, con L triangular inferior D diagonal y U triangular superior. U y L
tienen 1 en la diagonal y d;; = ;. Como A es simétrica U = L' entonces

A=LDL'= (LVD) (VDL') = RR', con R = LD

CNLH 0
VD = -
0 Vann

Dado que |A| = |A| = @y1d9,...,dm > 0 entonces 0 < |A| = |RR'| = |R|? luego
|R| # 0, y por lo tanto R es invertible y asi su traspuesta.

7' Ar = 2'(RR"x = (R'z)'R'z = | R'z|]*.

Sixz # 0= R'x # 0 pues R es invertible luego ||R'x||?> > 0 de donde z'Az > 0 si x # 0
es decir A es definida positiva. O

Hemos probado de paso la que toda matriz definida positiva tiene la siguiente descom-
posicién.

DEFINICION (DESCOMPOSICION DE CHOLESKY) Decimos que A € M,,(R) ad-
mite una descomposicion de Cholesky si existe R matriz triangular inferior, con
diagonal estrictamente positiva tal que

A= RR"
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Notemos que A es definida positiva ssi existe R triangular inferior con diagonal no nula
tal que:
A= RR".

Observacién: Hay que hacer una precisién sobre la propiedad 4 del teorema an-
terior. Es facil ver que la matriz
2 1
=0 2)

es definida positiva, pero si al escalonar utilizamos Elg(%, —1) obtenemos la matriz

escalonada
()
3]
0 —3
y los pivotes no son todos positivos!. Sin embargo si utilizamos Elg(—%, 1) obtenemos

~ 2 1
A:(o )

Por lo tanto es importante recordar que para estudiar si una matriz es definida
positiva las operaciones elementales permitidas son E,,(a, 1).

7.2 Formas candnicas

Sea ¢(x) = z'Az una forma cuadratica. Como A es simétrica, entonces A = PDP"

donde P = (vq,--- ,vy,) con {vy,--- ,v,} una base ortonormal de vectores propios de A
y
A 0
A
D= ’ :
0 An
siendo Ay, ..., A, los valores propios de A.

Sea y = Pl'x entonces
n
2" Az = 2'PDP'z = y'Dy = Z \iy?
i=1
Asi haciendo este cambio de variables la forma cuadratica tiene la expresién

G(y) = My + days + -+ Ayl
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Ejemplo 7.3.

1
q(z) = 2% + 222 + V3xy20 = 2 (\/3 ) x.
2

oy

Consideremos A la matriz que define esta forma cuadratica.

Calculemos los valores y vectores propios:

1—) B
A—MN| = 2

2

Luego el polinomio caracteristico es

5
M —3\+-=0
+7=0,

cuyas raices son

A

2 2

_3@/9—5_312_{&:3
- - - =1
2

Calculemos los vectores propios:

A=

las filas son £.d. (j por qué?) luego

5 3 3
(A—il)’l}:(] <~ —évl—i—ng:O <~ U2:\/§’01.

Sea vy = 1, vy = v/3, un vector propio colineal de largo uno es:

w-3(5)

A=l
1 1 V3
A=gl=1x 3
2 2
y por lo tanto
1 1 3
(A—§])U:0 <~ 5?}1—}-\/7_7)2:04:}1}1:—\/31)2.



Un vector propio de largo uno es:
1 /-3
w35
y una base de ortonormal de vectores propios esta formada por {wq,ws}. Se tiene
que
. 1 v L _V8\ /5 V3
a=ror= (g 5= (5 )6 D (G Y)
2 2 2 2 2
Consideremos el cambio de variables:
1 3
Y (yz) Pz (_\/73 %> <x2)

La forma cuadrética en términos de y es G(y) = gyf + %y% El cambio de coordenadas
de z a y corresponde a una rotacién (jen qué dngulo?).

N |
[}
S

Volvamos al caso general. En el sistema y = P'x, la forma cuadratica se escribe como

n 4 T
qly) = Z Nyp = Z Ay + Z Ay
i=1 =1

1=p+1
donde:
AL, pson >0, Appq, ..., A son <0, Ajpg=---=A, =0.
Definamos
Zi:\//\iyi ’L:].,,p
Zi:\/_/\iyi ’i:p—i-l,...,T'
zZi=vy t=r+1...,n
es decir,
VA1 0
VA2
vV Ap \/7
—Apt1
2= L y=Qy.
—\,
1
0 1
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luego tenemos z = QP'z. En las nuevas variables z, es la forma cuadratica:

a 2 2 2 2 2 2
q(z)_Zl+22+”'+Zp_Zp+1_Zp+2”'_Z7"7

donde 7 corresponde al rango de A. El nimero 2p — r = numero de valores propios
positivos menos el nimero de valores propios negativos, es llamada la signatura.

El cambio de coordenadas y = P'x corresponde a una rotacién de sistemas de coordena-
das. El cambio z = Qy corresponde a dilatar y contraer ciertas direcciones (homotecia).

En nuestro ejemplo z; = \/gyl 29 = \/gy2

5 1 5.0 1
7+ 25 = (\/;yl)2 + (\/;yzf = §yf + §y§

Para ubicar el nuevo sistema, con respecto al inicial, consideremos el problema en dos
etapas. En el cambio y = P!z, el eje correspondiente a “y;” estd en la direccién “z” tal
que

Pz=| .| luego 2=P| . | =v,
0 0
la primera columma de P que corresponde al primer vector propio. De igual forma el

«,

i-ésimo eje del sistema de coordenadas “y” es el i-ésimo vector propio v;. De igual forma
el sistema de coordenadas “z” tiene sus ejes en las direcciones vy, ..., v,, solamente que
algunos ejes se han contraido y otros expandido.

Hemos probado el siguiente resultado

Teorema 7.2. Sea x'Ax una forma cuadrdtica, existe L invertible tal que si z = L,
entonces en términos de las variables z la forma cuadrdtica se expresa como §(z) =
2 2 2 2 _ — -

2i+ o+ 25— (25 + -+ 2), donde r=rango A = nimero de valores propios # 0,

p = numero de valores propios > 0.

7.3 Cénicas en R2

Una cénica en R? es el conjunto solucién de una ecuacién del tipo

az? + by +2cxy +dy + fr=e

o en forma matricial

(z,y) (CC‘ Z) (5;) +(d, f) (”y“") —e=v'Av+ gl =e,
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donde

a=(03) =) o= ()

A O

Supongamos que A = PDP!, con D = (0 \
2

) y P = (v1v,). Entonces la ecuacién

de la conica es:
e =v'PDP 4+ g'v = v'PDP"v + gPP".

Sea u = P'v. En este nuevo sistema de coordenadas la ecuacién de la conica es:

e=u"Du+ §'u con §g= Plg= (ili)

La expresién que toma la conica es entonces

e = )\111% + )\ng + f~U1 + JUQ

1. )\1:>\2:0(<:> a:b:c:O)

El conjunto solucién es {(x,y) | dy+ fx = e} que en general es una recta (pudiendo
servaciosid = f =0y e #0).

2. El caso interesante es cuando \; # 0 0 Ay # 0, llamemos
Uy =u —«
uy = uy — 3

MUy + )+ No(uhy+ B)2 + f(u, +a)+duy,+B) =e

A(u))? + Ao (uh)® + ui {200 + f} + ub{28Xo + d} =€
con é = e — (Aja? + X\ 3% + fa + czﬁ)

Si A1 =0 (A2 # 0) tomemos: = —%, a = 0 se llega a la ecuacion

Xo(uh)? + ful = é.

if=0 (uy)?= <. Asi, el conjunto solucién seran dos rectas paralelas: uy =
2 Ao ) 2

w2

% si 3o = 0 (que en realidad es una sola si € = 0) o serd vacio si 1~ < 0. Si

f#0
E—Az(uf)?

uy = 7 que corresponde a una parabola, en las coordenada uf, uj. El caso

43

A1 # 0 Ay = 0 es totalmente anédlogo.

Falta ver el caso A\; # 0 y Ay # 0, tomamos o = —% y (= —%. En el sistema
uy, uhy tenemos la ecuacién

A(u))® + Ao(up)® =€
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3.A > 0,A >0, >0;0A <0,\ < 0,6 <0 la solucién es una elipse (una
circunferencia si A\; = A2) en el sistema uj,u, Si Ay > 0,A > 0, € < 0; 0
A1 < 0, < 0,¢é > 0 no hay solucion.

4. Ay > 0y Ay < 0 podemos suponer que € > 0 de otra manera multiplicamos por
-1

A1 (u))? —|A2|(uh)? = €, que corresponde a una hipérbola con eje de simetria el eje
uy. El caso Ay < 0,A2 >0, € > 0 el conjunto solucién es una hipérbola con eje
de simetria us.

Notemos que en general el sistema (uq,us) corresponde a una rotacién con respecto

al eje (x,y) v sus ejes estan en la direccién de los vectores propio. El sistema (u], u})
corresponde a una traslacién o cambio de origen del sistema (uq, us).
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1.

P1

P2.

Guia de Ejercicios

x1
x2
Escriba en forma 2’ Az las siguientes formas cuadraticas, en donde z = ( : > :

Tn

Senale si las matrices siguientes son definidas positivas/negativas, o ninguna de las
dos:

@ (1) © (3 4)

10 0 00
02 0 00 ~1 21 1
M) |00 1/2 00 @ 2 1
00 0 10 1 10 1
00 0 0 4 1 11 -1

Sea A € M,,,,(R) una matriz simétrica.

(a) Probar que v € R™ es vector propio de A si y sélo si es vector propio de I — A.
Si A € R es el valor propio de A asociado a v, jcudl es el valor propio de I — A
asociado a v?

(b) Probar que la matriz I — A es definida positiva si y sélo si todos los valores
propios de A son menores estrictos que uno.

Guia de Problemas

. Considere la cénica de ecuacién 5z2 + 5y? + 6xy + 162 + 16y = —15. Realice el
cambio de variables que permite escribir la cénica de manera centrada y escriba
la nueva expresion (escribir explicitamente el cambio de variables). Identifique la
conica resultante y dibujela.

Sea A € Ma(R) simétrica definida postiva, b € R? c € Ry f: R? — R tal que
f(x) =2"Az — b'x + .
Se quiere minimizar f.

(a) Sea zg = 3A™'b. Pruebe que f(z) = (z — z0) A(z — ) — z§Azo + c.

(b) Concluya que el tinico minimo de f se alcanza en zy, i.e., que f(z) > f(x¢)
para todo z € R? y que la igualdad se alcanza solamente cuando z = x(-
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P3. Sea a € R y considere la ecuacién
ax? + ay? + 2(a — Day — V2z +V2y = 0.

Determine todos los valores de « tales que la ecuacion corresponde a:

(a) Circunferencia. (d) Parébola. (g) Un punto.
(b) Elipse. (e) Hipérbola.
(c) Recta o rectas. (f) Conjunto vacio.
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Forma de Jordan

8.1 Definicion

Estudiaremos aqui un procedimiento que permite obtener, a partir de una matriz A,
otra similar con gran cantidad de ceros. Obviamente, el ideal es obtener una matriz
diagonal, pero esto no siempre es posible. Nos conformaremos con una forma algo mas
compleja que la matriz diagonal, pero con la ventaja de que ésta puede obtenerse para
matrices arbitarias.

La idea general de reducir una matriz consiste en determinar una base de modo que la
transformacion lineal asociada a la matriz inicial tenga una representacién simple en la
nueva base.

Partamos con un ejemplo. Consideremos la transformacién lineal T : C? — C° dada
por x — Ax, cuya matriz representante .J, con respecto a una base (3; es:

S O N
O N =
o = O

O (2)

(3

(6)

Es claro que o(A) = {2,5,6}, con multiplicidades algebraicas 6,2, 1 respectivamente.

La base 3 la notaremos como sigue:

101 1 1 o1 1 .2 2 3
B = {U117U12>U13»U21av22aU317U117U12»U11}
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De la definicién de matriz representante, obtenemos:

TA(Uh) = 2”%1
Ta(vip) = viy + 201y
TA(U%:%) = U%Q + 2“%3
TA(U%1> = 2”51
Ta(vyy) = vy + 205,
TA(Uél) = 2U§1
TA(U%) = 5”%1
Ta(viy) = vfy + 50i
TA(U?I) = 6”?1

Vemos que vj, es vector propio (cabeza de serie) asociado al valor propio A\; = 2, vi,

es una “cola” asociada a v{; y vi; es “cola” asociada a v{,. Posteriormente obtenemos
otro vector propio asociado a A\; = 2 con una cola y finalmente un tercer vector propio
asociado a A\; = 2. Luego se repite el mismo esquema: un vector propio y una cola
asociados a Ay = 5 y finalmente un vector propio asociado a A3 = 6.

En general la matriz J que nos interesa en este parrafo tiene la forma:

A1

A1

1
A

donde los bloques son de tamano s(1,1),...,s(1,p1),...,s(r,1),...,s(r,p.), y el es-
P1 Pr

pectro es o(A) = {\1,..., A}, con multiplicidades Y s(1,7),..., > s(r, j), respectiva-
j=1

j=1
mente. La base se escribe:

_ 1 1 1 1 1 1 T T
/BJ — {/Ull7 e 7U18(1,1)7U217 .. 71}28(1,2)7 o e ,/Up117 .. 7/01715(17[71)7 ... ’/UpTl’ .. ,’Uprs(,npr)}
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o mediante una tabla de doble entrada:

1 1 1 r r r
U1 Va1 T Upi1 T U1y Vg1 T Up,1
1 1 1 r r r
U1 U2 T Upr2 T V1o Voo T Up,2
(8.1)
1 1 1 r r r
Yis(1,1)  Yas2,1) Up1s(1,p1) Usr1)  V2s(r2) Yprs(r.pr)
vectores de la base vectores de la base
asociados a A\; asociados a A,

las flechas indican el encadenamiento de los vectores de base. Por ejemplo al vector
1 : 1
Vi1 le sigue vy,

El primer elemento de cada columna corresponde a un vector propio. Bajo un vector
propio figuran las colas asociadas.

Adem3s:

AkUy; sij=1 (1°*fila de la tabla)

8.2
v+ v sig > 1 (82)

TA(vfj) = Avfj = {

Una base [, con estas caracteristicas se denomina base de Jordan asociada a la trans-
formacion lineal 7' y su matriz representante es justamente J.

También es claro que los subespacios propios son:
V\, = <{vh,...,vll,11}>, dim V), =p
Vi, = <{v%1,...,v£21}>, dim V), = po

W\, = <{v’1"1,...,v;1}>, dim V) =p,

Los bloques se notan:

Aio 1 O

O SR
Ai

DEFINICION (FORMA DE JORDAN) Una transformacién lineal

Ty : cr —Cn
r — Ta(z) = Az

se reduce a la forma de Jordan si y sélo si es posible determinar una base 3; con

las caracteristicas definidas en (8.1]) y (8.2).
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Veamos otro ejemplo. Sea la matriz:

<
1
o O O O oo
O O O 0 =
o OO OO
OO Rk OO
OO O OO
1
Nn

8 1 0 1
donde Jl = (0 8) ,:]2 = (0 0) ,Jg = (0)

Tenemos o(J) = {\; = 8, A\ = 0} con multiplicidades 2 y 3 respectivamente.

V)\l =Vs = <{61}> ) V>\2 =W= <{637 65}>

donde {e;}2_; es la base canénica de C°. De acuerdo a nuestra notacién, la base de
Jordan, S es:

1 2 2
U1 U11 Va1
1 2
V12 V12
asociados a asociados a
Vi %%

Estudiemos el esquema de similitud entre la matriz A (representante de 1" con respecto
a la base canénica) y §:

A
T ¢ -
o4 I6] £ . base candnica
P T T P By : base de Jordan
C® — ©
Br J By

Luego J = P7YAP o equivalentemente AP = P.J. Pero P es la matriz de pasaje de la
base canénica a 3; = {vi,, vy, v}, v3,,v3, }. Es directo que:

/1 1 .2 2 2
P = (%1&12:“11:”127”21)

192



y se tiene:

8 1
0 8
Aviy=PJa=P|0]| =8v;,, Avly=Plu=P|0| =1} +8uv,,
0 0
0 0
0 0
0 0
Avyy =PJeyy=P| 0| =00}, Avy,=Ply=P|1]|=0] +00],,
0 0
0 0
0
0
Avy, = PJys =P | 0| =003,
0
0
recuperandose la relacion .
Simplifiquemos por un momento la notacién. Si escribimos P = (v!,...,v") tal que
B ={vl,...,v"} es base de Jordan, se verifica:

Vi=1,...,n Av' = \v' o bien Av' = v 4 Mol

En el primer caso v* es un vector propio y en el segundo lo denominaremos vector propio
generalizado (existe una “cola”).

En estas condiciones se tiene el teorema siguiente:

Teorema 8.1. Una transformacion lineal arbitraria, Ty = C* — C", © — Ax, es
reductible a la forma de Jordan, o de manera equivalente:

VA € M, (C), 3J € M,,,,(C)
matriz de Jordan, similar a la matriz A:
A=pPJjpP!

donde las columnas de P son los vectores de la base asociada a ;.

DEMOSTRACION. La demostracién la omitimos aqui y no se cubrird en clases, sin em-
bargo se presenta en el apéndice de la semana, s6lo por completitud. 0
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8.2 Aplicaciones de la forma de Jordan

Potencias de una matriz

Vimos anteriormente que la diagonalizacién de matrices nos entregaba una forma facil
de calcular las potencias de una matriz. Sin embargo, esto sélo es aplicable a matrices
que admitan una diagonalizacién.

A continuacién veremos que la forma de Jordan tiene también utilidad para el calculo de
potencias, con la ventaja que cualquier matriz cuadrada admite una forma de Jordan.
Veamos primero que la forma de Jordan nos da una descomposicién especial, para
cualquier matriz cuadrada.

Si J es la matriz de Jordan de A, cada bloque de J es de la forma:

Aol 0 0 1 0

J; = R = NI + o )
R | o1
0 i 0 0

en donde I; es la identidad de la dimensién correspondiente. Llamemos N; a la segunda
matriz de la suma. Esta matriz tiene la siguiente propiedad, propuesta como ejercicio:

Ejercicio 8.1: Suponga que N; € M (C), pruebe entonces por induccién que Vm €
N, Vp,q € {1,...,s},
1 sig=p+m,
(Ni™)pg =
0 siq#p+m.

Ademés deduzca que N7 = 0. Una matriz con esta propiedad, se dice nilpotente.

Luego, reescribiendola matriz A por bloques:

ML 0 ... 0 Ny 0 ... O
I A I R IS
o o .. AL) \o o . N
[ ¥ T ¥ ]
Notar que los valores propios Aq, ..., A, son los valores propios de A con posible repe-

ticion.

Se tiene que la matriz N es nilpotente, gracias al siguiente ejercicio:
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Ejercicio 8.2: Sea B una matriz diagonal por bloques, es decir

B, 0 ... 0
0 By, ... 0
0O 0 ... B,
en donde By, ..., B, son matrices cuadradas y el resto son matrices cero.
Sea m € N, pruebe que entonces
B 0 ... O
0O By ... 0
B™ = ) . )
o o ... B

Concluya que la matriz N anterior es nilpotente.

Hemos probado entonces la siguiente propiedad:

Proposicién 8.1. Dada A € M,,(C), existen una matriz invertible P, una matriz
diagonal D y una matriz nilpotente N, tales que

A=P(D+N)P".

Usaremos lo anterior para calcular potencias de una matriz. Sea A € M,,,,(C) y m € N.
Queremos calcular A™. Por lo visto en la parte de diagonalizacion:

A™ = P(D+ N)™P".
Debemos entonces estudiar (D + N)™, que gracias al Ejercicio es equivalente a
estudiar (\;; + NV;)™, es decir cada bloque de la forma de Jordan.

Se puede probar que el Teorema del Binomio de Newton es también valido para matrices,
si la multiplicacion de éstas conmuta. Este es precisamente el caso de \;I; y IV,
que conmutan pues \;I; es ponderacion de la identidad. Luego

(ML + Ny)™ = i (7:) (\L)™ FNE,

k=0

Para k € {0,...,m}, (\I;)™ % = X""*I,. Asi, gracias al Ejercicio

0 ... (M)A 0
(oo = (7o - (-
0 0
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En donde los términos (1) A estan ubicados desde la posicién (1, k) hasta la (k,n).

Notar ademds que, si \; + V; € M5(C), la matriz anterior es nula para k > s.

Finalmente, sumando sobre k, se obtiene:

AR A (e
0 A (DA (AT -

0 Ar (DA
0 0 A

Y tenemos entonces que

(M Iy + Ny)™ 0 0
0 Aoy + No)™ .. 0
Am == P . ( 22 . 2) . . Pilu
0 0 o (M + N

con los bloques (A\;1; + NV;)™ como en ({8.3).

Matriz exponencial

Otra aplicacién importante estd relacionada con calcular la exponencial de una matrix,
la generalizacion de la funcién exponencial real para matrices. Dicha matriz exponencial
tiene utilidad en ciertos métodos de resolucién de ecuaciones diferenciales (que verds en
cursos mas adelante).

Veamos primero la definicion de la matriz exponencial.

DEFINICION (MATRIZ EXPONENCIAL) Sea A € M,,,(C). La exponencial de A,
denotada por e, es la matriz en M,,,(C) dada por la serie de potencias

=1
=2 A
k=0

Esta serie siempre converge, por lo que e estd bien definida.

Observacién: El ultimo punto tratado en la definicién, acerca de la convergencia,
lo aceptaremos aqui. Esto sale de los topicos a tratar en el curso.

Veamos primero algunas propiedades de la exponencial, las cuales no probaremos aqui:
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Proposicién 8.2. Dadas matrices B,C € M,,,,(C), se tiene

1. Si C es invertible, e©BC™" = CeBC.
2. Si BC = CB, entonces eBT¢ = eBel = eCeB.
3. Si B es diagonal, B = diag(by,...,b,), entonces
= diag(e™, ..., e"™).

Sea entonces A € M,,,(C), que gracias a la Proposicién se escribe como A =
P(D + N)P~!, con D matriz diagonal con los vectores propios de A y N una matriz
nilpotente.

Calculamos entonces la exponencial de A, utilizando la Proposicién [8.2] y el hecho de
que D y N conmutan (ya se sus bloques conmutan):

A= pelP+N)p=t — p(ePeN)pL,

Veamos eV,

=1
k=0

Gracias al Ejercicio y sumando en k, se tiene que (este paso se puede formalizar,
pero no lo haremos aqui)

eM o0 0
N 0 eZ‘V2 0
0 0 eNr
Ademas, por la Proposicién [8.2]
eM;, 0 ... 0
D _ 0 e%[z ) O |
0 0 eWT
el i-ésimo bloque de e”e! es:
eMiLeNt = ii = zs_liN’f
k=0 t k=0 kU

Ast:

N1 1o\ 1 A
e € o€ =
0 et %@i %e’\i .
0 et %e’\’
0 0 et
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Finalmente

eMeM 0 0
0 er2elV2 0
et =P P,
0 0 errelNr

con cada bloque como en (8.4)).

Teorema de Cayley-Hamilton

El Teorema de Cayley-Hamilton senala que una matriz es siempre raiz de su polinomio
caracteristico. Para comprender a qué nos referimos con esto, notemos que dado un
polinomio

p(z) = ag + a1w + agx® + - - - + a,z" € P,(C),

podemos asociarle naturalmente una funcién de M,,,,(C) a M,,,,(C). Dada X € M,,,,(C):

p(X) = aOI+CL1X+a2X2 4+ .- +aan,
Enunciemos entonces el teorema:

Teorema 8.2 (Cayley-Hamilton). Dada una matriz A € M,,,(C) y pa(x) su poli-
nomio caracteristico, entonces

DEMOSTRACION. Consideremos A = PJP~! la forma de Jordan de A. Sabemos que
dos matrices similares tienen el mismo polinomio caracteristico, luego

pa(x) = py(x).
Ahora, como J es triangular superior, p;(x) puede ser calculado como:
pi(x) =1|J —xl| = (x — ) (x— X)) ... (x — A\)°r,

en donde cada término (x — \;)* corresponde al bloque de Jordan J;.
Calculemos entonces pa(A). Gracias a lo visto en la parte de diagonalizacién, no es
dificil probar que:

pa(A) =ps(A) =P -py(J)- Pt =P(J -\ (J =X D)*2...(J = \I)" Pt

Ahora, mirando el bloque i-ésimo del término i de este producto (de dimensiones s X s),
tenemos que:

(Jz - )\lIZ>S - NZ-S - O,
ya que gracias al Ejercicio [8.1] la matriz N; es nilpotente.

Luego, usando el Ejercicio [8.2] se concluye. 0
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Traza de una matriz

Una tultima utilidad de la forma de Jordan, que veremos, es permitir caracterizar la
traza de una matriz.

DEFINICION (TRAZA) La traza es la funcién tr: M,,,(C) — C, definida por:
VA = (a;j) € Mua(C),  tr(A) =D as.
k=0

Es decir, es la suma de los elementos de la diagonal de la matriz.

Las siguientes propiedades quedan de ejercicio:
Proposicion 8.3. Se tienen las siguientes propiedades:

1. La funcion tr es lineal.

2. YA, B € M,,(C), tr(AB) = tr(BA).

DEMOSTRACION. Propuesta como ejercicio. 0

Asi, podemos probar el siguiente resultado:

Proposicién 8.4. Sea A € M,,,(C), con valores propios distintos A, ..., \.. Enton-
ces

tr(A) = ZQA(Ai) i

En donde recordemos que aca(\;) es la multiplicidad algebraica de ;.

DEMOSTRACION. Sea A = PJP~! la forma de Jordan de A, luego
tr(A) = tr(PJP™) = tr(P~'PJ) = tr(J).

En donde ocupamos la Proposicion , con PJy P71

Ahora, en la diagonal de J estan precisamente los valores propios de A, repetidos tantas
veces como su mutiplicidad algebraica. Asi,

tr(A) =tr(J) = > aa(N) - A
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Teorema 8.3. Una transformacion lineal arbitraria, Ty = C* — C", x — Az, es
reductible a la forma de Jordan, o de manera equivalente:

VA € Mun(C), 3T € Mun(T)

Forma de Jordan

Probaremos el siguiente teorema:

matriz de Jordan, similar a la matriz A:
A=pJjp!

donde las columnas de P son los vectores de la base asociada a ;.

DEMOSTRACION. Por induccién sobre la dimensién, n, del espacio. Es trivialmente
cierto para n = 1 (verifique). Supongamos que el resultado se cumple Vk < n — 1.
Veremos primero:

Caso 1: La matriz A es singular (detA = 0).
En este caso r(A) = r < n, es decir dim Im(Ty) = r(A) = r < n. Sea:
T =T |y ImTy — ImTy

Por hipoétesis, como dim ImT, < n, existe la descomposiciéon de Jordan. Existe en-
tonces una base de I'mT,4 que verifica las hipdtesis. Més explicitamente: Si o(7T") =

{A1,.. ., An} v ademas los subespacios propios:
_ 1 1 _ m m
Vi, = <{vll, .. ,vp11}> B ({vll, . ,vpm1}>
obteniéndose la base 3, de Jordan para T":
vl e vp — vectores propios de Vj,
1 1
5P Upy2
: colas asociadas
1 1 :
Vyg(1,1) Vps(1.p1) a los vectores propios de V),
m m 3
(/R (A — vectores propios deV),
m m
'U12 [ Ume
: colas asociadas
m m
/Uls(m,l) Upms(m,pm)
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donde r = dim ImT4 = > s(i, ) y se verifica:
1,J

(k) = 4 0 siy=1
“ vl 4+ vl sig > 1
Donde:
Jin
O
Ip1
Jia
J =
JP22
O Jlm
mem
y cada bloque:
e 1
Be=| O
O SR
Ak
es de dimensién s(k, i) x s(k, 1), asociado a los vectores de base vk, ... >Ufs(k,z‘)-

Subcaso 1: KerTyNImT4 = {0}.

De acuerdo al Teorema del Nicleo-Imagen (TNI), dim KerTy + dim ImTs = n, luego
C" = KerTy & ImT,, de donde la base de Jordan sera:

By={w',. .. wIu{t,. .. "}
donde {w'}!_; es base de Jordan de ImT4 y {2"}!2]" es una base del nticleo de T.

La matriz asociada es:

Ji
O
J — mem
0 n — r bloques
O de 1 x 1 con
0 el valor propio 0

que verifica claramente:
Taw' = w' 6 Taw' = w™ + \w' 1<i<r
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y ademés, Tyz' = 02" 1<i<n-—r.

Subcaso 2: KerTy N ImT4 = ({u!,...,uP}), subespacio de dimensién p > 1.

Es decir u' € KerTy y u* € ImT,. Estos vectores son propios Tx(u') = Ou’. Ademds,
como u! € ImTy estos son vectores propios de 7" = T |rmT,- Por hipétesis de Jordan
existen, para cada uno de los vectores u’, un bloque (eventualmente de 1 x 1). Sin
pérdida de generalidad, supongamos que en la base de Jordan asociada a T, se tiene
A1 = 0. Luego obtenemos los bloques siguientes:

1 1 1
U1 V21 T Up1
vi vl
12 22 vectores propios asociados a \; =0
1 1 1
Vs Yas2) T Ups(ip)

que verifican la recurrencia:

1 _ 1

TAU%Q — ’U%l + 0 . UiQ
Tavisa1) = Visay-1 + 0 Vi (8.5)

1 1 1
TAUps(Lp) = Ups(1,p)—1 T 0- Ups(1,p)

Para “completar” la base de Jordan asociada a ImT4 a una base de C", elegimos el
conjunto de vectores By = {3’ }i—1 tal que:

Ayt =i
Ay2 = 055(1,2)
Ay" = U;S(l,p)

Es decir, los vectores {3’ }5—1 son soluciones de los sistemas asociados al tiltimo vector
de cada bloque del vector A\; = 0. Estos sistemas tienen solucién ya que, por hipétesis,
v! € ImTy, Vj=1,...,p.

Js(1,9)
p )
Ademas, son vectores linealmente independientes. En efecto, si ) ¢;i7 = 0 entonces
j=1
p ' p ‘ p
ZCJTA?JJ = ZCjA?/] = Z ijjl's(l,j) =0
j=1 j=1 j=1
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como, por hipétesis el conjunto {v! P

() Fi=1 €S linealmente independiente, concluimos
quec; =0, Vj=1,...,n.

Més atin, los vectores {3’ }_, satisfacen:
Taly’) = Ay’ = vjsa gy +0y  1<j<p.

luego podemos redefinir el orden de los vectores en el conjunto (B U [3; para obtener

una descomposicién en bloques de Jordan. Por ejemplo, veamos la inclusiéon del vector

y'.

Tenfamos (ver Ecuacién (8.5))):

1 _ 1

TAU%S(LI) = U%s(l,l)—l + Ovis(l,l)

definiendo v%s( = y!, se tiene que

1,1)+1
TAU%S(I,l)Jrl = Uis(l,l) + OU%S(1,1)+1

y redefinimos el primer bloque:

Uh’ e :U%s(l,l)a U%s(1,1)+1 =y

que satisface la recurrencia de Jordan.

En general, para cada bloque asociado a A, agregamos el vector U;S(L D1 = y?, lo cual

satisface la recurrencia de Jordan. Los nuevos bloques tienen la forma:

0 1 0
10
01
0 0

Debemos verificar que el conjunto (8, U [ es £.i.: Consideremos ¢ una combinacion
lineal nula, escrita por bloques:

@ = [ag oy, + ajgupp + - + O&s(l,l)v%s(l,l)] +.

+oeee [04;1;17};1)1 + 0411927’;172 +oee Tt 041173(1,1,)7}%3(1@)] o
ko k

+ [efyvgy e+ O/fs(k,l)vfs(k,l)] +..
k

7pk)vpk5(k7pk)] +.

+ B+ Py e+ By = (8.6)

k k
+ [Oépklvpks(lupk) +o Tt Qppes(k
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Aplicando la transformaciéon T4 a esta ecuacion obtenemos:

Talp) = Ap = [ahAU%l + a%2A2U%2 +oet a%s(l,l)A’U%s(l,l)] +.
+ [ag Avgy + apyAvy + - + Ozll)s(l,p)Av}S(l’p)]—i—
-+ [af Avfy 4+ O/fs k,1 Av’fs(k,l)]+
t [O‘pklAvl’kS(ka) +oeet aka(k‘ pk)AlekS(kvpk)] LERE
..+ﬁ1Ay1+...+ﬁpAy =

Reemplazando segun la recurrencia de Jordan y recordando que A\; = O:

Ap = [04127}11 + O‘l3”12 +ot O&s(l,l)vis(l,l)—l] +..
+ [0y + Qg + -+ Qo1 ) Vls(1 1) + - -
+ [of Awofy + -+ O/fs k1 (Akvf.fts(k i U]fs(k 1-1)]
o [ Ak ) MR T Upestipe)—1)] T+
+ ﬁlvls(l,l) + 52“%5(1,2) +eeet prps(l,p) =0

Reordenando, agregamos cada vector asociado a los escalares 3; a su respectivo bloque:

Ta(p) = [aggvy, + -+ + O&s(l,l)vis(l,l)—l + 510}8(1,1)] +..
ot {(a’f1)\k + CY]fQ)UIﬁ + (O/fQ)‘k + alfg)UIfQ +.
-t (O/fs(k -1k + als(k 1))Ufs(k -1t 0415 k 1))‘kvls(k nrt--=0

como los vectores son £.7 se tiene que

y Yk > 1 (bloques asociados a A):

M\ +ab, =0

Oélfsm )\k+041sk1 =0
k

als(k,l)/\k =0

como N\, # 0, reemplazando desde la ltima a la primera ecuacién, concluimos
a” =0 VEk,Vi,j. Recordemos que, al aplicar Ty, desaparemeron los coeficientes

i al
Qqy, -+ - gy, Pero, como el resto de los coeficientes aw, Bj, es nulo se tiene en
11 1.1
QU+ Uy = 0
1 p . 7 1 _ . 1 . . .
Como {vj; }i_; es £.i, concluimos oy, = -+ = ay; = 0, luego el conjunto £ o B es L.4.
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El conjunto anterior Sy U [3; tiene r + p vectores, donde r = dim ImT}y, es decir |
Bo U By |=p+r < n.Nos falta entonces considerar KerTy \ ImT4 N KerT4. Pero esto
es facil, sea:

KerTy = ({u',...,u"}) ® {z1,...,2})
donde ({u',...,uP}) = ImTanNKerTay ({z,...,2,}) es un suplementario en KerTy.

Afirmamos que la base de Jordan de C" esta dada por:

B =B;UBUPBs, Ps={z},.

Claramente estos n vectores son £.7., pues si

r p q
Y auwi+ Y By + Y 77 =0
j=1 Jj=1 Jj=1

aplicando T4 y recordando que z; € KerTy obtenemos:

T p
Z oijij + Z BjTij =0
j=1 i=1

que corresponde al analisis de la independencia lineal de $2U3; que hicimos previamente,

q
luego o; = B; = 0. Sélo queda entonces Y v;2; = 0 de donde ~; = 0 pués {z;} es (.i.
j=1

La matriz de Jordan, agregando los {z;}{_; al final de la base, es la siguiente:

Ji
jpl O
J12
‘]P22
J =
Jlm
O mem
0
0
donde Jiq, ..., jpl son los bloques asociados a A\; = 0 con la “cola” agregada {y;}. El

ultimo grupo de ¢ bloques de 0’s corresponde a la base del suplementario de
ImTysN KerTy en KerTy.

Con esto hemos demostrado que, si A es regular (no invertible), esta es reductible a la
forma de Jordan.
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Veamos ahora el caso invertible: Como A € M, (C),3\ € € valor propio asociado a
A. Consideremos la matriz singular A’ = A — A\I. Por el procedimiento desarrollado
anteriormente existen matrices J' y P invertible tal que:

J =P 'AP& J =P Y A-\)P
& PIP'=A-)N<e A=PJP '+ =
=PJ P4+ A\PP ' = P(J + \)P!

luego la matriz de Jordan asociada a T4 es J = J'+ A\I, donde \ aparece en la diagonal
principal. O

Ejercicio 8.3: La forma de Jordan es 1inica, salvo permutacion del orden de la base.
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Guia de Ejercicios

. Sea N; € M,(C), definida por

0 1 0
1
0 0

Pruebe por induccién que Vm € N, Vp, q € {1,...,s},

1 siqg=p+m,
(Nz‘m)pq:
0 sig#p+m.

Ademas deduzca que N7 = 0. Una matriz con esta propiedad, se dice nilpotente.

. Sea B una matriz diagonal por bloques, es decir

B, 0 ... O
0 B, ... 0
o 0 ... B,
en donde By, ..., B, son matrices cuadradas y el resto son matrices cero.
Sea m € N, pruebe que entonces
B 0 ... O
0 B ... 0
B™ = ) . )
0O O B

. Pruebe las siguientes propiedades:

(a) La funcién tr: M,,(C) — C es lineal.
(b) VA € M, (C), VB € My (C), tr(AB) = tr(BA).

. A € M,,(C), una matriz no necesariamente diagonalizable tal que o(A) C R.

Pruebe que
|6A| _ etr(A)'

. Calcule e4, A3 y A®, para las siguientes matrices:

(a)(—11> 11 0 00
0 -1) 001 0 00
() |0 0 1/2 0 0

00 0 41

00 0 0 4
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o O O

(c)

S O O
S O N
SN = O

Guia de Problemas

P1. Se define la siguiente recurrencia de ntimeros reales

{an =2T, —Tp_1, Vn>1

1 =1,29 = 0.

(a) Para n € N, defina v, = (,.", ) € R% Encuentre A € My (R) tal que
Uni1 = Avp,.

(b) Pruebe que v, = A™v, Vn € N.

(c) Use lo anterior para resolver la recurrencia, obteniendo un valor explicito para
T
Indicacion: Use la forma de Jordan.

P2. (a) Sea A € R\ {0}. Pruebe por induccién que

A 1\" A" p Al
(0 A) :(o )\") vn 2 1.

(b) Considere

4 -1 =3
0 4 1
0 0 2

Encuentre P invertible y J en forma de Jordan tal que A = PJP~!.

(c) Para la matriz A de la parte anterior y n > 1 cualquiera calcule A" explici-
tamente, encontrando expresiones para los coeficientes de A™ en funcion de
n.
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