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Solución:

1. Consideremos ~r(t) =

r1(t)
r2(t)
r3(t)

 y v =

v1
v2
v3

 donde ri : [a, b]→ R y vi ∈ R, ∀i. Entonces

d~r

dt
(t) · v =

r′
1(t)

r′
2(t)

r′
3(t)

 ·
v1

v2
v3

 = r′
1(t)v1 + r′

2(t)v2 + r′
3(t)v3

Luego, ocupando que ~r(a) = P y ~r(b) = Q.

∫ b

a

d~r

dt
(t) · vdt =

∫ b

a
(r′

1(t)v1 + r′
2(t)v2 + r′

3(t)v3)dt

=
∫ b

a
r′

1(t)v1dt +
∫ b

a
r′

2(t)v2dt +
∫ b

a
r′

3(t)v3dt

= v1

∫ b

a
r′

1(t)dt + v2

∫ b

a
r′

2(t)dt + v3

∫ b

a
r′

3(t)dt

= v1 · (r1(b)− r1(a)) + v2 · (r2(b)− r2(a)) + v3 · (r3(b)− r3(a))
= v1 · v1 + v2 · v2 + v3 · v3
= v2

1 + v2
2 + v2

3
= ‖v‖2

2. Consideremos nuevamente la integral
∫ b

a

d~r

dt
(t) · vdt Usaremos Cauchy-Schwarz sobre d~r

dt
(t) · v.

∫ b

a

d~r

dt
(t) · vdt ≤

∫ b

a

∥∥∥∥d~r

dt
(t)
∥∥∥∥ · ‖v‖dt

= ‖v‖
∫ b

a

∥∥∥∥d~r

dt
(t)
∥∥∥∥ dt

= ‖v‖ · L(Γ)

Ocupando el resultado de a) se tiene que

∫ b

a

d~r

dt
(t) · vdt = ‖v‖2 ≤ ‖v‖ · L(Γ)

Tomando la ultima desigualdad y pasando diviendo ‖v‖, se concluye que

‖v‖ ≤ L(Γ)
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