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Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

P2. [Fibonacci]

Recuerde la sucesién de Fibonacci, dada por a; =as =1y apt1 = Gy + Gp1-
a) Definamos:

o0
flz) = Zanx”—l =1+42+22>+32%+52* + 8% + ...
n=1

Demuestre que la serie anterior converge cuando |z| < 1/2.

Obs: Puede usar sin demostrar que lim ag“ existe.
n

b) Demuestre que si |z| < 1/2:

-1
@)= w1

¢) [Propuesto] Encuentre “otro” desarrollo en series de potencias para f.
Hint: Parta factorizando xz® + x — 1.

d) [Propuesto] Concluya de las partes anteriores una forma cerrada para la sucesién de Fibonacci.
Hint: Use la P1 d).

Solucion 2.

a) Utilicemos el criterio del cuociente:

el a Up + Gy Uy
lim& = |z| lm =2 =z limM = |z|lim ( 1+ == ) < 2/z]
n aglan| an an an
——
existe por Obs. <1

Sabemos, entonces que si |z| < 1/2, entonces el limite anterior es menor a 1 y por tanto converge.

b) Notemos que:

22 f(z) = xzzakxk—l _ Zakxk+1 _ Zak_ka—l

k>1 k>1 k>3
xf(x) = xZakzk_l = Zakmk = Zak_la:k_l =a1x + Z ap_12" =2+ Z ap_qxFt
E>1 E>1 E>2 E>3 k>3
f(x) = Z arpa® ™ = a1 + agx + Zakwk_l =1l4+a+ Zakxk_l
k>1 k>3 k>3

Por tanto:

I2f(l’) +xf(z) - f(z) = -1+ Z(ak_Q +ap_1 — ak)xk_l =1

k>3

=0

Factorizando por f(z) y dividiendo tenemos que:
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¢) Las raices de 22 + 2 — 1 son a = _1;”/5 y = #g Por tanto:
—1
flx) =
R O
-1 1 1

af 1-3) (1-%)
— ——

Geométrica Geométrica

k>0 k>0
(L L)
= — — T
k_
af k>0 \ j=0 o’ B

Il
|
R
7
|
|
Q=
=
1
;.%
=

Esto es “otra” expansién en serie de potencia de f(x).

d) Por la P1 d) sabemos que si tenemos dos expansiones en series de potencias deben ser iguales término a
término, de donde concluimos la siguiente forma cerrada (no recursiva) para Fibonacci:

a":Bl[jfs
1 1
b —«
1 1
:B’n am
-V
AT
V5 \an pn

Ut
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Obs: Trabajando un poco esto se puede llegar a la Formula de Binet:
1 <1+\/5>"’ - (1 - \/5)"]
2 2

anp = —
V5




