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P1. Las siguientes preguntas son independientes.

1. Sea (Zy)n>1 una submartingala con respecto a una filtracién (F,)n>1 y sea f una funcién
convexa, creciente y tal que Vo € R, |f(z)| < Alz|+ B, con A, B € R. Pruebe que (f(Z,))n>1
también es una submartingala.

2. Sean (Xp),>1 variables aleatorias i.i.d. Bernoulli de parametro p € [0, 1]. Demuestre que para
todon >1
E (etX”) =1—p+pe

y concluya la siguiente cota tipo Chernoff, para ¢t > 0.
n
(1 —p+pe)"
i=1

3. Sean X,Y vv.aa. i.i.d. absolutamente continuas. Pruebe que la variable aleatoria definida por
E(X|1xsy) es E(méx{X,Y}) con probabilidad 1/2 y E(min{X,Y}) con probabilidad 1/2.

P2. Sean (X,,),>1 variables aleatorias i.i.d. con E(X) = 0y Var(X) = o2 Sea T un tiempo de
parada tal que E(T") < oo. Como es habitual definimos S,, = Y"1 | X; y So = 0.
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1. Pruebe que Z, := S,% — o°n es una martingala respecto a la filtracién natural de (X, )p>1.

2. Concluya que Var(Sr) = o?E(T).

3. Consideremos T := inf{n > 1: 5, < S,_1}. Pruebe que T es un tiempo de parada con
E(T) < oo.

4. Concluya que Var(Sr) = "7?, donde p = P(X < 0). Interprete este resultado para el caso de
un jugador que enfrenta una ruleta cuyo resultado es rojo o negro con probabilidad 1/2.

P3. Sean (X,,)n>1 variables aleatorias i.i.d. que valen 1 con probabilidad p > 1/2 y —1 con proba-
bilidad 1 — p. En este problema demostraremos que con alta probabilidad S,, := Y ;" | X; es grande
(atin cuando p sea muy cercano a 1/2).

1. Pruebe que Z, := > ;(X; — (2p — 1)) es una martingala, respecto a la filtracién natural de
(Xn)n>1, de media cero.

2. Identifique los pardmetros adecuados para aplicar el Teorema de Hoeffding-Azuma.

3. Concluya que

—n(p - 1/2>2> |

B(S, > n(p—1/2)) > 1 — exp ( .



