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Otras condiciones suficientes para el teorema de tiempo opcional

En clases se ha visto que dada una martingala (Z,,),>1 sobre una filtracién (F,),>1 y T un tiempo de parada,
se tiene que
E(Zr) =E(Z1),

si es que se cumple ALGUNA de las siguientes condiciones:

(a) (Zminn,1)) = (Znar) son uniformemnte acotadas en L;.
(b) T es acotado.
(¢) E(T) < oo y hay una constante M < oo tal que para todo n > 1

E(|Znt1 — Zn||Fn) < M.

En todos los casos, la demostracién sigue del teorema de convergencia dominada, jte acuerdas?

Ahora probaremos que otra condicién suficiente para que la igualdad E(Zr) = E(Z;) sea cierta. Si se cumplen
AMBAS condiciones siguientes:

(a) Zr es integrable, ie: E(|Z7]) < oo.
se tiene la igualdad E(Zr) = E(Z7).

Bonus: ;Puede exponer una martingala que cumple la primera, pero no la segunda condicién?

{Perdemos antes de ganar? (Propuesto)

Imaginese que usted necesita una fortuna 10 millones de pesos para iniciar su emprendimiento, pero no dispone
de ni un solo peso. En el casino, le ofrecen jugar un juego donde puede apostar sélo diez mil pesos a la vez: si
la moneda sale cara, se queda con el dinero, si no, se le descuenta de sus fondos. Mdas aun, le permiten tener
un crédito de hasta un millén de pesos. Y aun hay mas, jjjla moneda esta cargada a su favor con probabilidad
p>1/21

(a) ;Con qué probabilidad usted gana lo que necesita antes de usar todo el crédito?

(b) Ya que el juego estd cargado a su favor, la probabilidad de nunca perder es positiva, jcudnto es?

(c) De tener dinero infinito, jcudntas jugadas le toma, en esperanza, llegar a ganar los 10 millones?

(Puedo estar siempre primero?

Considere el siguiente juego de casino. Se escogen dos nimeros al azar n 'y m en el conjunto {10,...,20} con
reposicion e independientemente y usted no es informado de ellos. Luego, se prepara una urna con n bolas
felices y m bolas tristes. Se contaran luego las bolas una a una, como en una votacién, y usted gana si es que
las bolas felices siempre fueron méas que las tristes en este proceso de conteo. Si es asi, se le pagard un millén
de pesos, jcudnto esta dispuesto a pagar por jugar este juego?
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P4. P2, Control 1

P2. En este problema estudiaremos una version del Teorema del limite central cuando la varianza es descono-
cida. Para ello partiremos por un resultado més bésico.

(i)

(vi)

Consideremos una v.a. U ~ Unif(—1,1) y sea X,, = U y Y;, = (=1)"X,,. Pruebe que ambas sucesiones de
v.a. convergen en distribucién a U, pero que sin embargo la v.a. Z,, = X,,+Y,, no converge en distribucion.

Construya ahora un ejemplo donde X,, =4 X, Y, —»¢ Y pero Z,, = X,,Y,, no converge en distribucién a
XY.

(Bonus) Un caso particular donde si se cumple que la convergencia en distribucién implica la convergencia
en distribucién de la suma y del producto es cuando una de la sucesiones converge a una constante. Esto
se conoce como Teorema de Slutzky: Sea ¢ € R. Si X,, ¢ X y Y, —4 centonces X, +Y, g X +cy
X, Y, —4 cX. Pruebe este resultado.

Considere ahora una sucesién de v.a. iid X,,, n > 1 de media y = 0 y varianza o2 (sin embargo no

conocemos la varianza). Sea S, = > ., X;. Pruebe que Z, = US\% converge en distribucién a una v.a.
normal N(0,1).

Tomemos ahora R, = %Zyzl X2 que es bésicamente una estimacién de la varianza. Use la ley de los
grandes niimeros para probar que (R,,) —p o2

Usando la parte (iii) pruebe finalmente que T,, = \/% converge en distribucién a una v.a. normal
i=1 i

N(0,1).

Indicacidon: en este problema podria ser til usar frecuentemente el teorema de la funcion continua. Si f es
una funcion continua y (X,) =« X entonces (f(X,)) =« f(X).



