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Temas a abordar
= Juegos repetidos infinitas veces.

= Nash Folk Theorems.

Introducciéon

Sea G = {N,(4;), (i)} un juego estratégico y para cada ¢ € N denote u; la funcién de pagos que representa las
preferencias ;. Defina el pago minmax del jugador ¢ en G, el cual denoteremos por v;, como el menor pago que los
otros jugadores pueden forzar al jugador 4.

R B Al W
Clasico Folk Theorem. Para cada vector de pagos factible v con v; > v, para todos los jugadores, existe un § < 1
tal que para todo 0 € (4, 1) existe un equilibrio de Nash del juego G(9) con pagos v.

Folk Theorem by Friedman, 1971. Sea o* un equilibrio estatico con pagos e. Luego, para todo v € V con v; > ¢;
para todos los jugadores i, existe un d tal que para todo § > d existe un equilibrio perfecto en subjuegos de G(¢) con
pagos v.

Preguntas
1. Explique por medio de un ejemplo la principal debilidad del clasico folk theorem, que luego resolveria Friedman
(1971).
Respuesta:
1/2 | C | D
C 33|04
D |40/ 1,1
12| A | D
A 2,315
D |0,1]0,1

Al primer juego lo denotaremos (G; y al segundo G5. En ambos juegos el pago minmax de cada jugador es 1
y jugando D cada jugador logra que su oponente obtenga ese pago. En ambos juegos la estrategia del disparo
implican que cada jugador cambie a D para siempre en respuesta a cualquier desviacion de la trayectoria de
equilibrio. En G la accién D domina la accién C, entonces es un resultado estable para cada jugador escoger
D. Por lo tanto, existe una justificaciéon para un castigador que cree que una desviacién sefala el fin de la orden
estable actual para elegir la accién D en el futuro. Por el contrario, en G2 una repeticién constante de (D, D)
no es un orden estable ya que A domina estrictamente D para el jugador 1. Por lo tanto, el jugador 1 sufre el
castigo que inflige a su oponente, haciendo no creible su amenaza de castigar una desviacién.
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2. jSiempre los pagos obtenidos en equilibrio perfecto en subjuegos del juego repetido infinitamente, son mejores
que el pago del equilibrio de Nash del juego estéatico?

Respuesta:

La respuesta es negativa. Para probar basta un ejemplo. Considere la siguiente matriz de pagos:

/2] A| B | C
Al22]1 21 00
B |12] 1,1 | -1,0
C 10,0|0,-1|-1,-1

)

En juego estatico existe un tnico equilibrio de Nash: (A4, A). De hecho la estrategia A es estrictamente dominante
para ambos jugadores.

vamos a demostrar que si § > % este juego tiene un Equilibrio Perfecto en Subjuegos en el cual (B, B) es jugado
en cada periodo.

Utilizaremos la estrategia “el garrote y la zanahoria!":
l.Jugar B en cada periodo hasta que alguien se desvie, en tal caso aplicar Il.

Il. Jugar C. Si nadie se desvia, regresar a aplicar |. Si alguien se desvia permanecer aplicando Il.

Se deben analizar dos posibles casos:

a) En le periodo t — 1 nadie se desvié. El jugador i tiene dos posibles opciones:

-Seguir la estrategia, esto es jugar B. En tal caso el pago del juego completo para el individuo 7 serfa:?

L+ (1) +6%(1) + ..

(16
(1-8)[(1)——]
1

1-9

-Desviarse de la estrategia, esto es jugar A (notar que este seria el mejor desvio). En tal caso el pago del
juego completo para el individuo ¢ serfa:

=(1-0)2—0"(1)+6%(1) +..]

:(1—5)[2—6+§:5t]

=(1-0)R-6+1+5+» & —1-7
t=2

Note que se usé el truco de agregar los “ceros convenientes’ que sean necesarios para poder completar la
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progresidn aritmética. En este caso se agregaron: +1,—1y ¢, —4.

—(—o2-2+—— 1

1-9
:(1—5)[2(1—5)+$—1]
:(1—5)[2(1—6)+#]

:(1_5)[2(1_5)(1_152;1_(1—5))}
—2(1—06)(1—6)+1—(1-0)

=1+ (1-0)[201-26)—1]

=1+ (1-8)[2—25—1]

=1+ (1—6)(1—26)

En tal caso, el jugador ¢ decidird seguir jugando la estrategia siempre que:

1>1+4(1-6)(1-26)
0> (1-46)(1—26)
0>1—25—08+ 262
0>252—-36+1

Para encontrar las raices de 262 — 35 + 1 aplicamos la funcién cuadrética, entonces:

—(=3) £ V(=3) —4(2)(1)

2(2)
_3Ev9-8
n 4
3441
4
Lo cual tiene dos soluciones: % =1y % = 1% Sin embargo, debido a la restriccién de que ¢ € [0,1)
linicamente es valida la respuesta en la cual § = 5. Por lo tanto, 1 > 1+ (1 —)(1 —20) siempre y cuando

§>1/2.

b) En el periodo ¢t — 1 alguien se ha desviado de la estrategia. El jugador i tiene dos posibles opciones:

-Seguir la estrategia, esto es jugar C. En tal caso el pago del juego completo para el individuo i seria:

=(1-0)[-1+0d"(1) +*(1) +..]
=(1=08)[-1—1+1+6+6>+..]

= (- o220

=—2(1-4)+1
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-Desviarse de la estrategia, esto es jugar A. En tal caso el pago del juego completo para el individuo 7 seria:

= (1-8)[0+6(~1) +62(1) + ...
=1—(1-08)(1+20)

En tal caso, el jugador 7 decidira seguir jugando la estrategia siempre que:

—2(1=0)+1>1—(1-26)(14+20)
—24204+1>1—1—26+ 6+ 26>
~14+25>25%-6
202 -304+1<0

Igual que antes, aplicando la funcién cuadratica resulta que lo anterior se cumple siempre que 6 > 1/2.

3. Considere la siguiente matriz de pagos.

/2| L | R

U |-22[1-2
M | 1,-2|-2.2
D | 0,1 | 0,1

Encuentre el valor minmax de cada jugador.

Respuesta:

Iniciemos con el jugador 1. Primero debemos calcular el pago esperado (PE) de jugar cada una de sus tres
estrategias. Sea ¢ la probabilidad de que el 2 juegue su estrategia L. Tenemos:

PEy =—2¢+ (1 —¢g)1
—3¢+1

PEy =q+ (1 —¢q)(—2)
=3q—2

PEp =0q+ (1 —q)0

=0
Desde que siempre puede garantizar un pago de cero al jugar D, su pago minmax deberd ser al menos esta
cantidad. Ahora la pregunta es qué valores de ¢ puede escoger el agente 2 para asegurar que 1 reciba como
minmax exactamente cero. Para ello minimizamos el maximo de los pagos generados por las estrategias U y M,
lo cual ocurre cuando los dos son iguales. Es decir

—3¢+1=3q—2

Con lo cual,

qg=1/2.
Evaluando en las funciones correspondiente tenemos PEy (1/2) = PEp;(1/2) = —1/2. Note que

max(PEy(q), PEy(q)) <0

Pégina 4 de 5



’ Auxiliar N°8 Universidad de Chile
UNIVERSIDAD DE CHILE Primavera 2018 Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

para todo g € [%, %] Entonces el jugador 2 puede escoger cualquier g en este rango.

Ahora hacemos lo andlogo con el jugador 2. Sea py la probabilidad de que el jugador 1 juegue U, pjps la
probabilidad de que juegue My (1 — py — par) la probabilidad de que juegue D. Los pagos esperados son

PE, =2py —2py + (1 — pu — pumr)

PEr = —2py +2pym + (1 —pu — o)

Igualando
2py = 2pp +1—py —pym = —2Py +2py + 1 —py — pur

con lo cual obtenemos py = pas. Finalmente note que utilizando esta Ultima condicién tenemos que el tnico
valor que minimiza PEy y PER es py = py = 1/2. Por tanto, el valor minmax del jugador 2 serd cero.
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