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Temas a abordar
= Juego tipo Bertrand.
= Juego tipo Stackelberg.
= Una aplicacién del Equilibrio de Nash.

Equilibrio de Nash

Competencia tipo Bertrand. Asuma una situaciéon de competencia oligopdlica en donde existen dos firmas que compiten
via precios ofreciendo un producto homogéneo. Supondremos ademads que el costo de produccion es idéntico e igual
a ¢y que cada una tiene capacidad suficiente como para abastecer por si sola el total de la demanda, la cual estd
representada por la funcién Q = A — P. Asuma que si ambos productores ofrecen un mismo precio, la demanda se
distribuird entre ambos equitativamente.

1. Encuentre el equilibrio de Nash. Especifique cuédles seran los beneficios de las empresas en equilibrio y cudl serd
la demanda global.

Respuesta:

Dado que los producto son sustitutos perfectos para los consumidores, el precio serd la tinica variable relevante
para elegir a quien comprar. Por esta razén, si tenemos dos competidores, el precio final del producto en el
mercado estard determinado por

P= min{Pl,Pg}.
La demanda, dado este precio serd

Q=A-P.

Donde es una constante, y ella serd completamente adjudicada a la firma que cobre un precio menor. Asumimos,
en este punto, que si ambos productores ofrecen un mismo precio, la demanda se distribuird entre ambos equi-
tativamente, es decir, cada uno de ellos abastecerd la mitad de ésta. Luego, la demanda que enfrenta una firma
que compite con otra en precios con producto homogéneo sera:

A— Pl, P1 < Pg
Di(P)=13(A-P1), P=P
0, P> P
Ya que ambas firmas compiten por capturar el total de la demanda, la reaccién éptima de la firma 1 al precio P
sera:
pM = 4fe pM o p,
Pl(PQ): P27€, C<P2§PM
c, P, <c

Dado que, fijando un precio infinitesimalmente menor al del rival, una de las partes puede capturar toda la
demanda, ambas firmas competirdn rebajando el precio hasta que sus beneficios sean nulos, es decir, hasta que el
precio iguale a su costo marginal. La situacién de equilibrio que se logra es aquella en que ambas fijan un precio
igual al c.

Los beneficios de cada firma son m;(p;, p;) = 0. Los consumidores, por su parte, demandaran Q; = %(A —¢)a
cada una de las firmas.
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2. Grafique las funciones de reaccion e identifique el equilibrio de Nash.

Respuesta:

P14

v

3. Explique la paradoja de Bertrand.

Respuesta:

El resultado del modelo de competencia a la Bertrand es equivalente al de la competencia perfecta, en el sentido
que los precios se igualan al costo marginal y las rentas se disipan completamente. A este resultado se le conoce
como la paradoja de Bertrand, pues bastan dos empresas para lograr el éptimo competitivo.

4. Ahora asuma asimetria en los costos. Especificamente suponga que la firma 1 es més eficiente que su rival, es
decir ¢; < co. Encuentre las funciones de reaccién de cada empresa, el equilibrio de Nash y los beneficios de cada
firma en equilibrio. Grafique el equilibrio.

Respuesta:

En reaccién al precio fijado por su rival, cada empresa recortard su precio hasta alcanzar su propio costo marginal.
Como tienen costos diferentes, el punto de quiebre de las funciones de reaccién no seran iguales. Esta funcién
para las firmas ¢ = 1, 2, estard dada por:

A+tci
pM =25, pM<p
_PZ(PJ): Pj—E, Ci<PjSPZ-JV[
Cis Py <g¢

Si graficamos ambas en un mismo espacio de coordenadas obtenemos esta vez la siguiente figura:
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Y
rP1

Cl PIM

El nuevo Equilibrio de Nash serd alcanzado cuando la firma mads ineficiente ya no pueda seguir reduciendo su
precio para competir. La firma 1, fijando P; = ¢o — €, capturard toda la demanda del mercado, obteniendo ella
misma beneficios positivos. Como consecuencia de ello tendremos los siguientes beneficios para cada firma:

II, =0

H1 = ((C2 — E) — Cl)(A — (C2 — 6)) ~ (CQ — Cl)(A - CQ)

Equilibrio Perfecto en Subjuegos

Duopolio a la Stackelberg. Igual que en el duopolio a la Cournot, existen dos firmas que escogen sus niveles de produccién
q1 v q2 para el jugador 1 y jugador 2 respectivamente. La diferencia radica en que ahora la decisién de los niveles de
produccién no se toman de forma simultanea, sino en dos etapas. En la primera etapa elige la firma 1, y en la segunda
etapa la firma 2 observa lo realizado por la firma 1 y en base a ello toma su decisién de produccién. Considere que no
existen costos de produccién y que la funcién de demanda es lineal, con p(q) = 12 — ¢, donde ¢ = ¢1 + ¢o.

1. Escriba la funcién de utilidad de cada jugador.

Respuesta:

La funcién de utilidad de cada jugador viene dada por:

ui(q1,q2) = [12 — (q1 + q2)] @

2. Platee y resuelva el problema de maximizacién de cada agente y encuentre el EPS.

Respuesta:

Sea Q1 y Q2 el espacio de las cantidades g1 y g2 factibles. Como hemos dicho, la estructura del juego es tal que
el jugador 2 observa lo realizado por el jugador 1 y en base a ello toma su decisién de produccién, por tanto,
S92 : Q1 — Q2. El jugador 2 debe entonces resolver el siguiente problema de maximizacién:

max u2(q1, ¢2)
q2

m;\x 12 — (q1 + g2)]q2
2
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resolviendo obtenemos,
8u2 .
02 .
= Q2 = 6 — q1/2

12—q1 —2q2 =0

A lo cual, igual que en Cournot, llamaremos corresponde a la funcién de reacciéon del jugador 2. Es decir,
ro(q1) = g2 = 6 — g1 /2. Por otra parte, el equilibrio de Nash requiere que la estrategia del jugador 1 maximice
sus pagos dado que sy = ro. Entonces la cantidad de equilibrio para la firma , g7, es la solucién de:
max u1(q1,72(q1))
1

max (12— (¢1 + (6 — ¢1/2))]¢a

resolviendo obtenemos,

0
ﬂ: 12—-2¢1: —6+q¢1 =0
oq

:>Q1:12—6

=q =6

Entonces, reemplazando la cantidad éptima de la firma 1, ¢; = 6 en la funcién de reaccién de la firma 2,
r2(q1) = g2 = 6 — ¢q1 /2, obtenemos:

7“2((]1 = 6) = 6—6/2
ro = 3
El nivel de produccién (¢}, r2(q7)) = (6,3), es un equilibrio de Nash y se conoce como resultado Stackelberg. Note

que reemplazando las cantidades de equilibrio ¢ y 72 en las funciones de utilidad de cada jugador, obtenemos
que los pagos subyacentes serdn: u; = 18 y ug = 9.

3. (Existe algun otro Equilibrio de Nash? Explique en qué se diferencia con el encontrado anteriormente.

Respuesta:

A pesar de que el resultado Stackelberg luce como una prediccién natural de este juego, existen muchos otros

equilibrios de Nash. Uno de ellos es de hecho la cantidad de Cournot: ¢1 = ¢f = 4y sa(q1) = ¢5 = 4 para

todo ¢;. Note que este es efectivamente un equilibrio de Nash pues si la produccién del jugador 2 va a ser

s2(q1) = ¢5 = 4 independientemente de lo que produzca la firma 1, entonces el problema de maximizacién de

la firma 1 es: m(;'ax u1(q1,45), cuya solucién es g1 = ¢§ = 4. Por tanto, el pago del jugador 2 serd uz(q§, s2(qf)
1

es cual es maximizado por cualquier por cualquier estrategia so tal que s2(qf) = ¢§, incluyendo la estrategia
constante s2(-) = ¢5. Note sin embargo que esta estrategia no es la mejor respuesta para otro nivel de produccién
que el jugador 1 podria haber escogido pero no lo hizo.

Entonces hemos encontrado dos equilibrios para este juego. Sin embargo, el primero parece ser mds razonable. En
la literatura se suele decir que el segundo tipo de equilibrio que puede aparecer en juegos de este tipo (dindmicos)
es “no creible” . El refinamiento al Equilibrio de Nash que logra eliminar equilibrios no creibles es lo que conocemos
como Equilibrio Perfecto en Subjuegos y es el concepto de solucién para juegos dindmicos.
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Una aplicacion del equilibrio de Nash.

Sabemos que en algunos paises las disputas salariales se resuelven mediante una decisién arbitraria vinculante. Aqui
veremos un ejemplo sencillo (inspirado de Farber, 1980).

Supongamos que las partes en disputa son una empresa y un sindicato, y que la disputa es acerca de salarios. Supon-
gamos que el juego se desarrolla de la siguiente manera: primero, la empresa y el sindicato realizan simultdneamente
ofertas, denominadas w. y ws. En segundo lugar, el arbitro elige una de las dos ofertas. Supongamos que el arbitro
tiene un acuerdo ideal que le gustaria imponer que denominamos x. Supongamos ademas que, tras observar las ofertas
de las partes, we y ws, el arbitro elige simplemente la oferta més cercana a = (asuma que w, < wy), de tal forma que el
arbitro elige we si ¢ < (we +ws)/2, por otra parte el arbitro elige w, si © > (w, +ws)/2, finalmente si x = (we +ws)/2,
el arbitro lanza una moneda.

El valor de x es conocido por el arbitro pero no por las partes. Las partes creen que x se distribuye aleatoriamente
seglin una distribucién de probabilidad F(x), con la correspondiente funcién de densidad f(z).

1. Plantee las condiciones de primer orden del problema de optimizacién de la empresa y el sindicato suponiendo
que la empresa quiere minimizar el salario esperado impuesto por el arbitro y el sindicato quiere maximizarlo.

Respuesta:

Dada la especificacién acerca del comportamiento del arbitro, si las ofertas son w, y ws, las partes creen que las
probabilidades Prob{w, sea elegida} y Prob{w; sea elegida} pueden ser expresadas de las siguiente forma:

Prob{w, sea elegido} = Pro{x < we;we} _ F(UJ";HU@)

Prob{ws sea elegido} =1 — F<we+ws>

2

Asi el acuerdo salarial esperado es

we - Prob{w.elegido} + w; - Prob{w;selegido} = w, - F(W) + wy - {1 — F(zue—;—w&)]

Suponiendo que la empresa quiere minimizar el salario esperado impuesto por el drbitro mientras el sindicato

quiere maximizarlo. Si el par de ofertas (w},w?) ha de constituir un equilibrio de Nash del juego entre la empresa
y el sindicato, w} debe ser una solucién de

min wF(w;UJ) o [14(“’?)}

CPO

8. 1 e * e * 1 e *
() :O:QM(W> +F(w+w) _2w:f<w—;ws) .

Por otra parte, w} debe ser una solucién de

max ] F(w;—w) . {1_F<w-2%wn

CPO
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w4 wg 1 wr 4+ wg w4 ws
e 1_75 € _F € —
g (M) et (M) (M) o
1 w4+ w? wr + w?k
*_ *.7 € S :1_F € S
st i) 5 (M) < [1-r (M)

N |
o %

2. Demuestre que la distancia entre las ofertas debe ser igual a la inversa del valor de la funcién de densidad
evaluada en la mediana del acuerdo preferido por el arbitro.

Respuesta:

Puesto que los términos de la izquierda de ambas ecuaciones de CPO son iguales, los términos de la derecha
deben asimismo ser iguales, es decir

Ja w, + wy _li_F w, + wy
2 2

I wh 4wk _ 1

2 2

esto es, la oferta media debe ser igual a la mediana del acuerdo preferido por el arbitro. Sustituyendo esta ultima
expresién en cualquiera de las CPO (lo haremos en el de la empresa) tenemos:

C L (w1
(ws_we) 2f<2)_2

3. Suponga que z se distribuye normalmente con media m y varianza o2. Encuentre las ofertas de equilibrio de
Nash e interprete. Nota: Tome en cuenta que la funcién de densidad de una distribucién normal con media m y

varianza o es: f(z) = \/ﬁexp{ — gz (z— m)Q}.

Respuesta:

En este caso sabemos que la funcién de densidad es

R

Puesto que una distribucién normal es simétrica con respecto a su media, la mediana de la distribucién es igual
a su media m.

*
w, + w

5 "
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Por lo tanto, del resultado en item (2) tenemos

Con estas dos ultimas ecuaciones tenemos
w; =2m — w,

w; —2m + w; = V2no?
. 2m+ V27102

w, 5
. wo?
wy =m + TN
Andlogamente tenemos
. wo?
we =m—\[——

Siendo estas dltimas dos expresiones las ofertas de equilibrio de Nash.

Asi, en equilibrio, las ofertas de Is partes se centran alrededor de la esperanza del acuerdo preferido por el arbitro
(es decir, m), y la distancia entre las ofertas aumenta con la incertidumbre de las partes acerca del acuerdo
preferido por el arbrito (es decir, 02).
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