IN4402 - Aplicaciones de Probabilidades y Estadistica en Gestion

Profesor: Benjamin Villena ; INGENIERIA INDUSTRIAL
Profesores auxiliares: Ronald Leblebici, Angelo Mufioz %@ UNIVERSIDAD DE CHILE

Clase auxiliar # 10

Regresion discontinua nitida y difusa

1. Regresion discontinua (1 discontinuidad)

El Gerente de Ventas de una famosa firma de juguetes quiere conocer el comportamiento de la demanda
por spinners durante el mes de diciembre, de cara a la navidad. La empresa en cuestion tiene 50 multitiendas
—convenientemente todas iguales— distribuidas a lo largo del pais. Las ventas de cada una de estas empresas
entre los dias 1 y 25 de diciembre se encuentran registradas en la base de datos Auxiliar 10 Regresion
Discontinua BD.dta.

A modo de antecedente, dicho gerente le comenta que el dia 15 de diciembre se llevé a cabo una
espectacular campana de Marketing, y sospecha que esta misma pudo tener un efecto en la cantidad de
compras efectuadas.

a. Obtenga un grafico de dispersion (o scatter) que le permita visualizar cémo se comporté la demanda
entre los dias 1 y 25 de diciembre.

Respuesta: \Ver archivo Auxiliar 10 Cédigo.do.
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b. Proponga un modelo de regresion discontinua para dicha demanda. Explique a través de esperanzas
condicionales la estructura del modelo.

Respuesta: sea Y,, la cantidad de ventas registradas en la observacion n, X, el dia al cual corres-
ponde la observacién n (entre 1y 25) y D,, = [ x, >15.A continuacién se presenta un posible modelo
para explicar el comportamiento de la demanda por spinners y los valores esperados de las ventas
segin el mismo modelo en cada tramo.



Y, = Bo+7Dp+B1(X,—15)(1— D) +B2( X, —15)*(1—D,)+B3(X,,—15) Dy, +B4(X,,—15)2 D, +-U,,

E[Y, | X, < 15] = By + B1(X, — 15) + Bao(X,, — 15)?
E[Y,| X, > 15] = By + B3(X,, — 15) + B4(X,, — 15)?

A través de las esperanzas condicionales se observa que la estructura de este modelo consiste en
2 funciones cuadraticas distintas para cada tramo. Observando el grafico de dispercién de la parte
anterior, se puede intuir que el modelo —una vez estimado— sera creciente y céncavo en el primer
tramo y creciente y convexo en el segundo tramo.

c. Ejecute este modelo de regresién en Stata y estime el efecto de la propaganda sobre la demanda
7. i Es significativo? Luego sobreponga la prediccién al grafico de dispercién (scatter). Nota: puede
ocupar como variable independiente tanto los dias de venta como la diferencia entre estos y el dia
15, en el que se produce la discontinuidad.

Respuesta:

Ocupando dia como variable independiente

Ver archivo Auxiliar 10 Cédigo.do. A partir de los datos del cuadro[3] se puede calcular el efecto
inmediato de la propaganda sobre la demanda (T)E]

(1) ()

Ventas
VARIABLES coef se
Propaganda = 1 1,883***  (163.8)
Ob.propaganda+#c.dia 93.41%**  (3.471)
1.propaganda#c.dia -118.0%%*  (16.63)
Ob.propaganda#tc.dia_2 -3.163*** (0.225)
1.propaganda#c.dia_2  3.951%%* (0.415)
Constant 89.31*%**  (11.32)
Observations 1,250
R-squared 0.950

Standard errors in parentheses
*** p<0.01, ** p<0.05, * p<0.1

#~ (89,31 + 1883 — 118 - 15+ 3,951 - 15%) — (89,31 + 93,41 - 15 — 3,163 - 15%) ~ 312, 4

lim, .+ @[ventas|dia:d] lm, - fE\[ventaS\dia:d]

1Se usé en lugar de = pues se reemplazaron los valores extraidos del cuadro los cuales estan truncados y redondeados
por Stata. Esto implica leves imprecisiones.



Como se puede ver en la imagen [I] la discontinuidad dada por 7 es estadisticamente significativa al
95 % de confianza.

. test cons + l.propaganda + 15 * l.propaganda#dia + 225 * l.propaganda#dia 2 == cons + 15 * 0.propaganda#dia
> + 225 * O.propaganda#dia 2

( 1) 1l.propaganda - 15*0b.propaganda#c.dia + 15*l.propaganda#c.dia - 225*0b.propaganda#c.dia 2 +
225%1 .propaganda#c.dia 2 = 0

F( 1, 1244)
Prob > F

456.65
0.0000

Figura 1: test de restriccién lineal para evaluar si la discontinuidad dada por 7 es estadisticamente signi-
ficativa al 95% de confianza.

Notar que los términos cuadraticos estan acompafiados de un coeficiente negativo (—3, 163) antes
de la discontinuidad y positivo (3,951) después de ella. Esto refleja la forma céncava/convexa en
la que se comporta la muestra antes y después de la discontinuidad (ver figura (1| de la parte a).

La superposicién del modelo de regresiéon discontinua con grafico de dispersién se encuentra en la
figura [3
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Figura 2: superposicién del modelo de regresion discontinua con grafico de dispersiéon. La variable inde-
pendiente es el dia.

Ocupando (dia — 15) como variable independiente

Ver archivo Auxiliar 10 Cédigo.do. Como se puede observar en el cuadro , el efecto inmediato
de la propaganda sobre la demanda (7) se estima en 7 = 312,4 unidades de spinners vendidos y es
estadisticamente significativo con un 95 % de confianza.

Notar que los términos cuadraticos estan acompafiados de un coeficiente negativo (—3,163) antes
de la discontinuidad y positivo (3,951) después de ella. Esto refleja la forma céncava/convexa en

la que se comporta la muestra antes y después de la discontinuidad (ver figura (1 de la parte a).
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(1) (2)

Ventas
VARIABLES coef se
Propaganda =1 312.4%*%*  (14.62)
Ob.propaganda#c.dif_dias -1.495  (3.471)
1.propaganda#c.dif_dias 0.522 (4.306)
Ob.propaganda#c.dif_dias_2 -3.163*** (0.225)
1.propaganda#c.dif_dias_2  3.951*** (0.415)
Constant 778.6%*%*  (11.32)
Observations 1,250
R-squared 0.950

Standard errors in parentheses
*¥** p<0.01, ** p<0.05, * p<0.1

La superposicion del modelo de regresion discontinua con grafico de dispersiéon se encuentra en la
figura [I
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Figura 3: superposicién del modelo de regresion discontinua con gréfico de dispersién. La variable inde-
pendiente es el dia.



d. Ocupando el comando rd, realice esta vez una regresion discontinua local polinémica y estime el
efecto de la propaganda sobre la demanda 7. ;jEs significativo? Luego sobreponga la prediccién al
grafico de dispercién (scatter). Nota: puede ocupar como variable independiente tanto los dias de
venta como la diferencia entre estos y el dia 15, en el que se produce la discontinuidad.

Respuesta: esto se puede hacer de dos formas: ocupando la variable independiente corﬂ y sin
desplazaﬂE. En el primer caso, hay que declarar que el punto de discontinuidad es 0. En el segundo
caso, hay que declarar que el punto de discontinuidad es 15. Los estadisticos y el grafico resultante
son los mismos en ambos casos. Como se puede observar en la figura [4 el efecto estimado de la
propaganda en las ventas es de 7 &~ 309, 14 unidades, el cual es estadisticamente significativo.

Estimating for bandwidth 3.4%5%36275%61054

ventas Coef. Std. Err. z P>|z| [95% Conf. Interwvall]

lwald 309.1395 23.673587 13.06 0.000 262.7354 355.535%¢6

Figura 4: estimacién 7 del efecto de la propaganda (discontinuidad) obtenida a través del comando rd.
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Figura 5: superposicion del modelo de regresién discontinua con grafico de dispersién obtenido con el
comando rd.

2Cédigo: rd ventas dif_dias, gr mbw(100) z0(0)
3Cédigo: rd ventas dia, gr mbw(100) z0(15)



2. Regresion discontinua (2 discontinuidades)

Esta vez estudiaremos la venta de spinners durante todo el mes de diciembre. Para hacer esto, usaremos
la base de datos Auxiliar 10 Regresién Discontinua BD 2.dta, la cual llega hasta el dia 31. Esta
vez supondremos la existencia de 2 discontinuidades: |af del dia 15 (propaganda, la cual como hemos visto
tiene un efecto positivo en las ventas) y la del dia 26 (post-navidad, la cual suponemos que tiene un efecto
negativo en las ventas).

a. Obtenga un grafico de dispersion (o scatter) que le permita visualizar cémo se comporté la demanda
entre los dias 1 y 31 de diciembre.

Respuesta: ver archivo Auxiliar 10 Cédigo.do.
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b. Proponga un modelo de regresién discontinua para dicha demanda. Explique a través de esperanzas
condicionales la estructura del modelo.

Respuesta: definiremos los tres tramos que se definen por las dos discontinuidades mediante varia-
bles binarias. Sean T}, = 1x, <15, 17> = Lx,epis26) Y Ii = lx,>26. Claramente T\, + T + T2 = 1.

A continuacién se presenta un posible modelo para este comportamiento de demanda y sus respec-
tivas esperanzas condicionales.

3 3
Y, =Bo+nTr+ 0T+ BITEX, + > BYTEX2 + U,
k=1 k=1

E[Y,| Xy < 15] = By + 1 X + 83X,
E[Y,| X, € [15,26)] = B0+ m + 82X, + 52X
E[Y,| X, > 26] = fo + 72 + 5} X + 55X,



A través de las esperanzas condicionales se observa que la estructura de este modelo consiste en
3 funciones cuadraticas distintas para cada tramo. Observando el grafico de dispercién de la parte
anterior, se puede intuir que el modelo —una vez estimado— serd creciente y céncavo en el primer
tramo; creciente y convexo en el segundo tramo y decreciente y convexo en el tercer tramo.

c. Ejecute este modelo de regresién en Stata y estime los efectos de la propaganda 7; (dia 15) y
del fendmeno post-navidad sobre la demanda 7, (dia 26). ;Es significativo? Luego sobreponga la
prediccion al grafico de dispercion (scatter).

Respuesta: ver archivo Auxiliar 10 Cdédigo.do. A partir de los datos del cuadro , se pueden
calcular los efectos inmediatos de propaganda (dia 15) y post-navidad (dia 26) sobre la demanda

(T)EI.

(1) (2)
ventas
VARIABLES coef se

propaganda = 2 1,883%*%*  ( )
propaganda = 3 4,704%**  ( )
1b.tramo#c.dia 93.41%**  ( )
2.tramo#c.dia -118.0***  ( )
3.tramo##c.dia -232.4**  (113.6)
1b.tramo#c.dia_2 -3.163*** ( )
2.tramo#c.dia_2  3.951%%* ( )

(1.992)

(11.34)

3.tramo#c.dia_2 2.772 1.992
Constant 89.31%*%*  (11.34
Observations 1,550
R-squared 0.951

Standard errors in parentheses
*¥** p<0.01, ** p<0.05, * p<0.1

La primera discontinuidad correspondiente al efecto de la propaganda 71 en el dia 15 se estima
como:

7~ (89,31 +1882,9 — 118 - 15+ 3,95 - (15)2) — (89,31 + 93,4 - 15 — 3,16 - (15)2) ~ 312, 4

lm, -+ fE\[Uentas\dia:d] limy - fE\[ventas\dia:d]

Como se puede ver en la figura [2] este efecto es estadisticamente significativo.

La segunda discontinuidad correspondiente al efecto post-navidad 75 en el dia 26 se estima como:

4Se usé en lugar de = pues se reemplazaron los valores extraidos del cuadro los cuales estan truncados y redondeados
por Stata y al momento de transcribir el documento. Esto implica leves imprecisiones.



. test cons + 2.tramo + 15 * 2.tramo#dia + 225 * 2.tramo#dia 2 == cons + 15 * l.tramo#dia + 225 * l.tramo#dia
> 2

(1) 2.tramo - 15*1b.tramo#c.dia + 15*%2.tramo#c.dia - 225*%1b.tramo#c.dia 2 + 225%2.tramo#c.dia 2 = 0

F( 1, 1541) = 454.86
Prob > F = 0.0000

Figura 6: test de restriccion lineal para evaluar si la discontinuidad dada por 7; es estadisticamente
significativa al 95 % de confianza.

7y ~ (89,31 4 4704,38 — 232,42 - 26 + 2,77 - (26)%) — (89,31 + 1882,9 — 118 - 26 + 3,95 - (26)?) ~ —950,04

Hm, o6+ ﬁ[ventas|dia:d] lm, o6 ﬁ[ventas\dia:d]

Como se puede ver en la figura[2 este efecto es estadisticamente significativo.

. test cons + 3.tramo + 26 * 3.tramo#dia + 676 * 3.tramo#dia 2 == cons + 2.tramo + 26 * 2.tramo#dia + 676 * 2.
> tramo#dia 2

(1) - 2.tramo + 3.tramo - 26*2.tramo#c.dia + 26*3.tramo#c.dia - 676*2.tramo#c.dia 2 + ©76*3.tramo#c.dia 2 = 0
F( 1, 1541) = 3004.89
Prob > F = 0.0000

Figura 7: test de restriccion lineal para evaluar si la discontinuidad dada por 7, es estadisticamente
significativa al 95 % de confianza.

Finalmente, se muestra la superposicion del modelo de regresién discontinua con grafico de dispersion.
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Figura 8: superposicion del modelo de regresion discontinua con grafico de dispersién. La variable inde-
pendiente es el dia.



3. Regresion discontinua difusa

Una vez mas estudiaremos la venta de spinners durante el mes de diciembre, sin embargo veremos
un caso en el que algunas tiendas se adelantaron con el periodo de propaganda mientras que otras se
atrasaron. Dado que el tratamiento (iniciar la propaganda) no coincide estrictamente con la regla de
asignacién (el hecho de que la propaganda parta supuestamente el dia 15), se dificulta el uso de regresion
discontinua nitida. Esta vez use la base de datos Auxiliar 10 Regresidn Discontinua BD 3.dta.

a. Obtenga un grafico de dispersion (o scatter) que le permita visualizar cémo se comporté la demanda
entre los dias 1 y 25 de diciembre.

Respuesta: el grafico pedido se puede observar en la figura PI Se observa que en esta nueva base
de datos hay tiendas que experimentan el “salto” antes y después de la discontinuidad. Se podria
sospechar que estas observaciones corresponden a tiendas que se atrasaron o adelantaron con el
comienzo de la propaganda.
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Figura 9: grafico de dispersion (o scatter) para la demanda por spinners entre los dias 1y 25 de diciembre

b. Proponga un modelo de regresion discontinua difusa para dicha demanda, especificando las dos
etapas del método.

Respuesta:

= Primera etapa: regresionar la variable de tratamiento D,, en funcién de: (1) un polinomio
g(+) de la variable indice X,, desplazada respecto al corte X,y (2) la variable de asignacion.
De manera genérica esto se escribe como:

D, =~v+g((X, — X.))0 + A\, + &,

En este caso particular D,, es la realizacién de la propaganda, X, es el dia del mesy A, es la
asignacion de la propaganda (A, = 1x,>15). Por simplicidad consideraremos que g(-) es un



polinomio de grado 1. De esta forma, se propone el modelo para la primera etapa en la cual
se usa A,, como instrumento de D,,:

D, =v+6(X,— X))+ A, +¢e,

De aqui se obtiene la estimacién ﬁn a partir de la cual se estimara el efecto del tratamiento
(propaganda) en la segunda etapa.

= Segunda etapa: regresionar la variable dependiente Y, en funcién de: (1) un polinomio g(-)
de la variable indice X,, desplazada respecto al corte X, y (2) la estimacién D,, obtenida en
la etapa 1.

Y, =a+ f(X, — X.))8+ 7D, + U,

En este caso particular Y,, representa las ventas de spinners y el pardametro 7 representa el
impacto del tratamiento (propaganda), siendo el pardmetro de interés. Para lograr un buen
ajuste e identificar 7 de manera precisa, consideraremos que f(-) es un polinomio de grado lﬂ
De este modo, se propone concretamente el siguiente modelo:

Yn =a+ Bl(Xn - Xc) + 62(Xn - Xc)2 + B3<Xn - Xc>3 + T/D\n + Un

De aqui se obtiene el estimador 7, que representa el impacto de la propaganda sobre las ventas
(lo que queriamos medir).

c. Ejecute las regresiones correspondientes en Stata y estime el efecto de la propaganda 7. ;Es signi-
ficativo? Luego sobreponga la prediccién al gréfico de dispercion (scatter).

Respuesta: ver archivo Auxiliar 10 Cédigo.do. De acuerdo a lo observado en el cuadro que se
muestra a continuacion, el efecto estimado de las ventas es de 264,5 unidades. El grafico pedido se
encuentra en la figura [10]

5No tiene por qué hacerse siempre asi. Légicamente, polinomios de mayor grado lograran un mejor ajuste. También
podria suceder que baste usar un polinomio de grado 1 o 2. Esto dependerd de cdmo se comporte la muestra.
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(1) ()

ventas
VARIABLES coef se
dif _dias 20.87***  (1.829)

dif_dias_2  0.521%** (0.0820)
dif_dias_3  0.159%** (0.0115)
Fitted values 264.5***  (16.25)
Constant 800.7***  (10.31)

Observations 1,250
R-squared 0.941

Standard errors in parentheses
*¥** p<0.01, ** p<0.05, * p<0.1

Cuadro 1: resultados de la estimacion mediante regresion discontinua difusa.
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Figura 10: superposicion de la prediccion con el grafico de dispercion para las ventas de spinners mediante
regresion discontinua difusa.
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