
IN4402 - Aplicaciones de Probabilidades y Estadística en Gestión
Profesor: Benjamín Villena
Profesores auxiliares: Ronald Leblebici, Angelo Muñoz

Clase auxiliar # 3

Coeficiente de bondad de ajuste (R2): es el porcentaje de varianza que se explica gracias a los regresores.
No es un criterio recomendable para elegir los regresores a incorporar en el modelo. R2 = 1 −

∑N

i=1(Yi−Ŷi)2∑N

i=1(Yi−Ȳi)2 . Este
coeficiente siempre aumenta a medida que se agregan regresores, por lo que existe una versión “ajustada” que
penaliza la incorporación de estos R2

a = 1− SCR
SCT ·

N−1
N−K .

Sesgo: sea β̂ el estimador del parámetro poblacional β. El sesgo de β̂ es la diferencia entre el valor esperado del
estimador y el valor efectivo del parámetro. Es decir, B(β̂) = E(β̂)− β.

Consistencia: un estimador consistente converge al valor del parámetro poblacional que busca estimar cuando el
número de datos de la muestra tiende a infinito. Es decir, P(|β̂N − β| > ε) = 0.

Linealidad: sea Y un vector de observaciones. Un estimador β̂ es lineal en Y si se puede escribir como una
combinación lineal de sus componentes. Es decir, β̂ = ∑

n ωnYn.

Teorema de Gauss-Markov: si se cumplen los supuestos de MCO, entonces el estimador β̂MCO es el mejor
estimador lineal insesgado (MELI) de los parámetros poblacionales β. (“Mejor” = “de mínima varianza”).

Estimador de varianza de estimadores MCO: V̂(β̂A) = V(Y )(1−R2)
(N−K)V(XA) ·

1
1−R2

A,−A

Descomposición del error cuadrático medio: ECM(β̂k) = B(β̂k)2 + V(β̂k)

1. Teorema de Gauss-Markov

1. [P4, Control 1, 2017] Comente la siguiente afirmación : “Si los supuestos del teorema de Gauss-Markov
no se cumplen, entonces el modelo de regresión múltiple no es una buena aproximacion a la expectativa
condicional de Y dado X, E(Y |X)”.

Respuesta:

Verdadero. Los supuestos del teorema de Gauss-Markov garantizan que β̂MCO es el estimdor lineal inses-
gado de mínima varianza (menor incertidumbre). Por lo tanto, la estimación Ŷ |X = XβMCO representa
la predicción más precisa de E[Y |X]. Si se viola(n) alguno(s) de los supuestos, se pierde esta propiedad,
generando sesgo y/o ineficiencia.

2. [P4, Control 1, 2014] Suponga el modelo de regresión lineal simple Yn = β1 + β2Xn + Un, y considere el
siguiente estimador para el parámetro β2: β̇2 = ∑

n Yn/
∑
nXn.

a. Evalúe si el estimador β̇2 es lineal e insesgado. Explicite cualquier supuesto que deba realizar para
demostrar o refutar esta propiedad.
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Respuesta:
Es lineal pero sesgado. Comprobemos esto último:

E[β̇2|X] = E
[ ∑

n Yn∑
nXn

∣∣∣∣∣X
]

= E
[∑

n(β1 + β2Xn + Un)∑
nXn

∣∣∣∣∣X
]

=
∑
n β1 + β2

∑
nXn∑

nXn

= Nβ1∑
nXn

+β2 6= β2

La única excepción ante la cual el estimador sería insesgado es cuando β1 = 0

b. Dados los supuestos realizados, ¿podría proponer usted un mejor estimador que β̇2?. ¿Qué estimador
sería este? ¿En qué fundamenta esta propuesta?

Respuesta:
A priori no se puede proponer un estimador mejor que β̇2 , ya que este estimador es lineal sesgado y
por teorema visto en clases se sabe que el estimador obtenido por MCO es el mejor de los estimadores
lineales insesgados, ante lo cual no se pueden comparar bajo este criterio. Esto ya que para comparar
si un estimador es mejor que otro se recurre al error cuadrático medio (ECM), el cual aparte del sesgo,
incorpora la varianza de éste, la cual no es conocida a priori para ninguno de los dos.

ECM(β̂k) = B(β̂k)2 + V(β̂k)

c. Estime la varianza del estimador β̇2 y obtenga una expresión numérica para el nivel relativo de ineficiencia
de dicho estimador respecto al MCO, es decir V(β̇2)/V(β̂2) ¿Hay alguna circunstancia en la que β̇2 sea
tan bueno como β̂2?

Respuesta:

V(β̇2|X) = V
[∑

n(β1 + β2Xn + Un)∑
nXn

∣∣∣∣∣X
]

= 1
(∑nXn)2 · V

[∑
n

(β1 + β2Xn + Un)
∣∣∣∣∣X
]

= 1
(∑nXn)2 · V

[∑
n

β1 + β2
∑
n

Xn +
∑
n

Un

∣∣∣∣∣X
]

= 1
(∑nXn)2 · V

[∑
n

Un

∣∣∣∣∣X
]

= Nσ2

(∑nXn)2

La ineficiencia relativa con respecto al estimador MCO es:

V(β̇2)
V(β̂2)

=
Nσ2

(∑n
Xn)2

σ2∑
n
X2

n−NX2

Para que un estimador sea mejor que otro, por lo general se recurre al criterio otorgado por el ECM,
aquel que contenga un menor valor de éste será mejor, ya que lleva a un óptimo entre insesgo y eficiencia
del estimador.
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Luego se calculan los ECM para cada uno:

ECM(β̂k) = B(β̂k)2 + V(β̂k)

ECM(β̇2) =
(
Nβ1∑
nXn

)2

+ Nσ2

(∑nXn)2

ECM(β̂2) = 02 + σ2∑
nX2

n −NX
2

2. Teorema Frisch-Waugh / Multicolinealidad

[P5, Control 1, 2014] Un empresario productor de leche desea estudiar si dos tipos de forraje (alimento) X y Z
logran elevar la producción de leche Y de 250 vacas que tiene en su predio.

1. Suponga que a usted le pidieran diseñar el experimento para estudiar el efecto de los dos tipos de forraje X
y Z sobre la producción de leche. Explique cómo asignaría cantidades de X y Z a las vacas para determinar
los efectos de X y Z sobre la producción de leche con la mayor precisión.

Respuesta:
Se tiene que la varianza del estimador asociado a un coeficiente en una regresión múltiple está dado por:

V̂(β̂A) = V(Y )(1−R2)
(N −K)V(XA) ·

1
1−R2

A,−A

La mejor estimación posible se obtiene al diseñar el experimento de modo tal que la varianza del estimador
se reduzca lo más posible. Esto puede hacerse de dos formas: (1) asignando cantidades de X y Z a las vacas
de forma tal que el factor inflador de varianza sea 1 (o correlación entre X y Z sea 0) y (2) Elevando al
máximo posible la variabilidad de X y Z. (En la práctica esto último puede tener algunos inconvenientes no
estipulados con claridad, ya que una variabilidad demasiado extrema podría dejar sin comer a las vacas o
tener un costo financiero demasiado alto.)

2. El empresario siguió su diseño experimental, pero encarga a un veterinario amigo que genere los resultados.
El veterinario, solo sabe de regresion simple, por lo cual obtiene los siguientes resultados de dos regresiones
donde las desviaciones estandar de los coeficientes están en el paréntisis bajo los respectivos coeficientes
estimados. ¿Qué puede concluir sobre el verdadero impacto de X y Z sobre la producción de leche?

Ŷn = 5, 61
(0,21)

+ 0, 51
(0,03)

Xn, R
2 = 0, 15 Ŷn = 5, 55

(0,18)
+ 0, 22

(0,12)
Zn, R

2 = 0, 08

Respuesta:
Como mediante el diseño experimental anterior se logró que las variables no estuviesen, el resultado que se
hubiese obtenido por regresión múltiple sobre cada una de las variables es el mismo que se obtuvo al hacer
una regresión bivariada. Por lo tanto, los efectos estimados de X y Z por el veterinario en dos regresiones
bivariadas son efectivamente los estimadores MCO del modelo de regresión múltiple. El veterinario obtiene
la respuesta correcta.
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3. Suponga que en lugar de hacerle caso a ud., el empresario sigue el consejo de su amigo veterinario para
diseñar el experimento. El veterinario sugiere que se asignen cantidades de X y Z aleatoriamente a cada
vaca, completando exactamente 20 kilos de forraje en total. (Sugerencia: escriba la matriz de regresores).
¿Sería posible determinar los efectos individuales de X y Z bajo este diseño experimental? ¿Cómo cambia
su respuesta si la cantidad de X más Z suman 20 con error aleatorio?

Respuesta:
Bajo este diseño experimental no es posible determinar los efectos individuales de X y Z, ya que X y Z
tienen una correlación igual a -1, ya que Z = 20 −X , con lo que su correlación es perfecta y la varianza
asociada al coeficiente será infinita de acuerdo a la fórmula ya mostrada, pero más aún el estimador MCO no
está definido. No pudiendo verse así el efecto individual de cada variable. Mientras que si ambas suman 20
con un error aleatorio, será posible determinar los efectos de ambos, ya que habrá parte de la varianza sobre
la producción de leche asociada tan sólo a cada variable (esto se deduce del teorema de Friesch-Waugh). Sin
embargo existirá una correlación negativa entre X y Z, por lo cual el diseño experimental no será el ideal
con R2

−X = 0. Habrá mayor varianza que en el diseño anterior, y no se encontrarán respuestas adecuadas
con regresión bivariada.

3. Bondad de ajuste y varianza de los estimadores

Usaremos la base de datos Auxiliar 03 - BD.xls subida a material docente. Usted está desarrollando
su práctica profesional en una prestigiosa institución dedicada a la investigación económica. Su jefe le solicita
regresionar el gasto en educación de los hogares en función de la edad del jefe de hogar (y su cuadrado). Sin
embargo no está seguro si incluir el ingreso total de los hogares a la regresión debido al efecto que puede tener
esto sobre la eficiencia de los estimadores de los otros regresores.

1. Ejecute ambas regresiones en Stata (con y sin el ingreso total del hogar) y analice el efecto de incluir esta
variable sobre las desviaciones estándar de los estimadores y los coeficientes R2 y R2

a.

Código:
1 // L imp i a r v a r i a b l e s
2 c l e a r a l l
3

4 // Con f i g u r a r d i r e c t o r i o
5 cd "C:\ Use r s \Tosh iba \Desktop\Ronald \ Un i v e r s i d a d \Ramos ( Equipo Docente ) \

A p l i c a c i o n e s de p r o b a b i l i d a d e s y e s t a d s t i c a s para l a g e s t i n 2018−1\
A u x i l i a r e s \ A u x i l i a r 03\ A u x i l i a r 03 − Pauta\ A u x i l i a r 03 − Pauta P3\DTA"

6 g l d i r "C: \ Use r s \Tosh iba \Desktop\Ronald \ Un i v e r s i d a d \Ramos ( Equipo Docente )
\ A p l i c a c i o n e s de p r o b a b i l i d a d e s y e s t a d s t i c a s para l a g e s t i n
2018−1\ A u x i l i a r e s \ A u x i l i a r 03\ A u x i l i a r 03 − Pauta\ A u x i l i a r 03 − Pauta
P3"

7

8 // Impo r t a r base de da to s
9 impor t e x c e l " A u x i l i a r 03 − BD. x l s " , f i r s t r o w

10

11 // Reg r e s i o n a r l o ped ido
12 r eg gas toeduc e j h e j h2
13 r eg gas toeduc e j h e j h2 y to th
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Figura 1: Resultados de regresionar el gasto en educación en función de la edad del jefe de hogar y su cuadrado.

Figura 2: Resultados de regresionar el gasto en educación en función del ingreso del hogar, la edad del jefe de
hogar y su cuadrado.

Resultados:
Al comparar las figuras 1 y 2 se observan los siguientes efectos de incorporar la variable ytoth (ingreso total
del hogar):

Un aumento considerable (0, 0061 → 0, 2475) del coeficiente de ajuste R2. Esto quiere decir que el
modelo es capaz de explicar la disperción de los datos (varianza) relacionados al gasto en educación
mucho mejor que antes de incorporar ytoth a la regresión.
Un aumento considerable (0, 006→ 0, 2473) del coeficiente R2 ajustado. La penalización por cantidad
de regresores afectó muy levemente en comparación a la ganancia en términos de ajuste provocada por
la incorporación de ytoth.
La varianza (y desviación estándar, que es lo que vemos en la tabla) de todos los estimadores β̂ se vio
reducida.

Si observamos la fórmula del estimador de varianza de los estimadores MCO, podríamos intuir que esta
reducción de varianza se debe a que: (1) el coeficiente de ajuste R2 de la regresión aumentó considera-
blemente, (2) K solo aumentó en una unidad y (3) que ytoth no está suficientemente correlacionado
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con los otros regresores, por lo que R2
ejh,−ejh y R2

ejh2,−ejh2 no aumentarían considerablemente al agregar
ytoth.

V̂(β̂A) = V(Y )(1−R2)
(N −K)V(XA) ·

1
1−R2

A,−A

2. Es su último día de práctica usted ha llegado a casa feliz pues le fue bastante bien. Además, como usted
es un(a) alumno(a) responsable empezó a hacer su informe de práctica con anticipación, por lo que está
casi listo(a) para salir de vacaciones. Solo le falta reportar un par de resultados que tiene impresos en su
mochila. Sin pensarlo dos veces usted la abre y se da cuenta que se le reventó un lapiz cuya tinta no le
permite ver algunos datos. Usted no tiene Stata instalado en su computador, sin embargo sabe utilizar las
fórmulas necesarias y cuenta con Matlab. Obtenga los datos faltantes para poder salir de vacaciones.

Código:
1 c l e a r a l l
2 c l o s e a l l
3 c l c
4

5 cd ’C : \ Use r s \Tosh iba \Desktop ’
6 bd = x l s r e a d ( ’ A u x i l i a r 03 − BD. x l s ’ ) ;
7

8 %% La pr ime ra v a r i a b l e co r r e s ponde a l a mo r t a l i d ad y l a segunda a l ga s to
9 e j h = bd ( : , 1 ) ;

10 e j h = e j h (2 : 15727 , 1 ) ;
11

12 e j h2 = bd ( : , 2 ) ;
13 e j h2 = e jh2 (2 : 15727 , 1 ) ;
14

15 y to th = bd ( : , 4 ) ;
16 y to th = yto th (2 : 15727 , 1 ) ;
17

18 gas toeduc = bd ( : , 3 ) ;
19 gas toeduc = gas toeduc (2 : 15727 , 1 ) ;
20

21 %%
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22

23 % Creamos un v e c t o r de unos , para i n c o r p o r a r i n t e r c e p t o a nu e s t r o modelo
24 X_0 = ones (15726 ,1) ;
25

26 %%
27

28 % Creamos mat r i z X y l lamamos Y a l ga s to en e d u c a c i n
29 X = [X_0 e j h e j h2 y to th ] ;
30 Y = gas toeduc ;
31

32 %% Calcu lamos e s t imado r MCO
33 beta_MCO = (X’∗X)^(−1)∗X’∗Y;
34 beta_0 = beta_MCO(1)
35 beta_e jh = beta_MCO(2)
36 beta_e jh2 = beta_MCO(3)
37 beta_ytoth = beta_MCO(4)
38

39 %% Calcu lamos e l R^2
40 N = l e ng t h (Y)
41 K = 4
42 Y_estimado = X∗beta_MCO ;
43 R2 = 1 − sum ( (Y − Y_estimado ) .^2 ) /sum ( (Y − mean (Y) ) .^2 )
44 R2a = 1 − sum ( (Y − Y_estimado ) .^2 ) /sum ( (Y − mean (Y) ) .^2 ) ∗ (N−1)/(N−K)
45

46 %% Ca l c u l a r l a v a r i a n z a es t imada de l a edad d e l j e f e de hogar
47

48 %Neces i tamos r e a l i z a r o t r a r e g r e s i n para ob t ene r R^2_ejh2 ,− e j h2
49

50 y = e jh2 ;
51 x = [X_0 e j h y to th ] ;
52 %%
53 beta_mco = ( x ’∗ x ) ^(−1)∗x ’∗ y ;
54 y_est imado = x∗beta_mco ;
55

56 R2_ejh2 = 1 − sum ( ( y − y_est imado ) .^2 ) /sum ( ( y − mean ( y ) ) .^2 )
57

58 %% Fina lmente ca l cu l amos l o s e s t imado r e s de l a va r . y desv . e s t . de
beta_e jh2

59

60 var_beta_e jh2 = va r (Y)∗(1−R2) /( (N−K)∗ va r ( e j h2 )∗(1−R2_ejh2 ) )
61

62 sd_beta_ejh2 = s q r t ( va r_beta_e jh2 )
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