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Auxiliar 7: Conservacién de momentum angular, oscilaciones y

fuerzas centrales
3 de mayo de 2017

Conceptos Utiles

a) F=-VU d) I=mFx 7T
b) @ = (i —rd?)f + (20 +1¢)d e) §=mi
2y,
C) wgo = % f) Uresorte = %k(l - ZO)Z
Problemas

1. Orbitas generalizadas [Kim Hauser P.5.8]
Considere el movimiento de una particular de masa m bajo la accién de una fuerza central

del tipo:

F=—ar"vcona>0

Fl valor del momentum angular [ = mr2¢ es conocido.

a
b
C
d

)
)
)
)

Plantee las ecuaciones de movimiento e intente resolverlas.

Obtenga una expresion para la energia mecanica total y el potencial efectivo.

Determine el radio de la érbita circular y el periodo de pequenas oscilaciones.

Determine para cuéles valores de n existen érbitas cerradas.

Desarrollo del problema

a) Las ecuaciones de movimiento corresponden a las siguientes:

F=—art d=(—rd>)f+ (27 + 1d)

(1)

(2)

Aqui se debe considerar que dado que se trata de una fuerza central solo tiene una com-
ponente radial que apunta directamente hacia el centro (o hacia afuera), esto también nos
indica que el movimiento ocurre en una plano dado que no hay ninguna fuerza axial (en 2)
que desplace la particular, por eso podemos usar siempre coordenadas polares cuando se
trate de fuerzas centrales. Otro punto importante es que no hay fuerzas angulares, por tan-
to la componente angular de la aceleracién serd nula y podemos reescribirla para obtener

informacion util asi:

. . d .
2rp +rp = %%(r%)

7) m(i”'—wf) = —ar”
o 1d 25\ 9
o) ;a(mrgé)—O—wnr(b—C'

Donde la constante C' es en realidad el momentum angular [, ya que:

[ = mi x ﬁzm(rf’)x(ff—l—rd))g?):mﬁd)l%:f:l]%
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Sobre la ecuacién radial aun cuando no se puede resolver, podemos obtener lo siguiente
(asumiendo que r(0) y 7(0) conocidos):

_ i
P =ro¢ mr (7)
i’% =r¢? — &y (8)
T 12 «
. o g 9
[ e R 9)

l

— 7, sl integramos obtenemos

Donde usamos el hecho de que como [ = mr%ﬁ entonces (;5 =
que:

1 . . _l2 1 1 « n n
(7 =10 = 5 (2 - T<o>z> T @™ (1)

) -2 /1 1 200 n n i _
= \/ () e O 02 = £) ()

P

Si pudiéramos integrar la dltima ecuacién podriamos encontrar r(t) y asi describir en
detalle las 6rbitas que puede tener la particula, pero en este caso solo se puede resolver
para n = —2 (fuerza gravitatoria). Lo que si encontramos es 7 como una funciéon de r
(donde la funcién f solo viene a abreviar lo que ya estaba escrito).

b) La energia mecanica total se define como E = K + U donde K es la energia cinética y U es
el potencial asociado a la fuerza, el cual debemos encontrar (una fuerza central F' siempre
cumple que V x F' =0 (comprobar!)), asi:

—’_ na dUA _ « n+1
F=-VU = —ar"r = ET—)U(T)—n_'_lT (13)

Sobre la energia cinética K podemos calcularla asi:

T =17 + rd¢ (14)
VE=5)]? = 7% + r2¢? (15)
1 1 -
K= 5mv2 zim(fQ + r2¢?) (16)
I 12 I 12
K :im(TQ + r2m2r4) = im(r2 + m2r2) (17)
(18)
Podemos escribir la energia mecénica total E como sigue:

1 2 1

E:K+U:§mr +2m’r2 +U(r):§mr + Ues(r) (19)

l2

Donde se define el potencial efectivo como Uep = U(r) + 5.
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c)

Ahora para estudiar las posibles oérbitas de la particula se debe estudiar en detalle el
potencial efectivo. El radio de la érbita circular se define como la posicion rg donde el
potencial efectivo alcanza su minimo, entonces:

1
dUe 2 2 2 n+3
akc? R - =0— "= £ — 1y = <l ) (20)

El periodo de pequefias oscilaciones se define como:

d?U,;

9 — 5t |r=rg 1 4 32 1 i3 3
Wpo = TT = <omr" + it ) ey = anry™ + (21)
1 12 12 12
wf,o = —(n—+3—) = ——(n+3) (22)
m(ﬁ)n-kS m m 2<£)n+3
mao mao
l 2\ 7w
UJpo = E n+ 3 (’]’)’La) (23)

Para determinar si las 6rbitas son cerradas para pequenas oscilaciones respecto de la érbita
circular se debe calcular ¢(r = 79), y calcular la proporcion entre wy, y ¢(r = 19), 0 sea:

br=r)= -y = L () - (24

m’f‘g m mao
k=P —\/nt3 (25)
¢
r=rg

Si la proporcién k es un niumero entero o racional, podemos decir que se tratara de orbitas
cerradas, en cambio si k es un nimero irracional la 6rbita es no cerrada. O sea, si n €
{1,6,13, ...} la 6rbita sera cerrada.

Otros tépicos importantes: dado un nivel de energia E este siempre debe ser mayor a Fy =
Ues(r = 19) de lo contrario la energia cinética tendria que ser negativa. Si conocemos F
podemos calcular la posiciéon méxima y minima (radialmente) que puede tener la particular,
estos son los llamados puntos de retorno y se calculan como sigue:

2
_ _ _ Y a4 !
E=K+Uey=Ujs=—=m"+5 (26)

Esta se puede replantear como sigue:

2

o nt3 _ g2 L: 9
n+1r T+2m 0 (27)

Resolver esto para un n cualquier no siempre es posible, pero a modo de ejemplo para

n = 1, tenemos una ecuacion cuadratica para 72, asi:

o 12 E+,/E2- &
e = (28)

7:0 =
2 2m - «

Donde E? > al? /m siempre (compruébelo!), y luego podemos aplicar raiz cuadrado nue-
vamente para encontrar dos valores para r que llamaremos 4 y r— (los valores negativos
de r no nos sirven).
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2. Conservacion de momentum angular [Aceituno P.G.2]
Considere el sistema forma por tres particular A, B y C, todas de masa m colocadas sobre una
superficie horizontal sobre la cual pueden deslizar sin roce. Las masa B y C estan unidas entre
si por un resorte de constante k y largo natural Lg. La particula A choca con la particula B a
una velocidad vg en la direccion indicada en la figura. Si las particular A y B quedan unidas
después del choque determine:

a) El movimiento resultante del centro de masa del sistema.

b) El angulo de giro € en funcién del largo del resorte L. El dngulo 6 se considera nulo justo
después del choque.

c¢) El estiramiento méaximo del resorte.

Desarrollo del problema

a)

Aqui se debe tener cuidado con entender bien qué es lo que estd pasando, lo cual de momento
no es muy claro, por lo que se debe confiar en que las ecuaciones nos daran informacion util al
respecto.

En primer lugar el sistema BC se mantiene quieto (no esta estirado ni comprimido) y la masa A se
acerca a velocidad constante. Justo después del choque deberia comenzar a moverse la particula
B y C, simultdneamente aun cuando parezca que solo la B se moverd en un principio el efecto
del resorte serd instantaneo sobre la particula C. Luego, el sistema tendra dos movimientos:
traslacional y rotacional, como exactamente?, esto es lo que veremos en la parte a) y b).

Primero debemos notar que el momentum total del sistema se conservard, dado que no hay
fuerzas externas que lo modiquen (como el peso o roce). Se cumple entonces que:

Dsisti = Dsist.f — Mavol = (ma +mp +me)vem (29)
V0
muvg = 3mMvoy — VoM = 3 (30)

Esto nos indica que el centro de masa, una vez que A y B se unen, se mueve horizontalmente
hacia la derecha sin importar el movimiento relativo entre AB y C, y sin importar cémo roten
estos dos cuerpos alrededor del centro de masa.

Ahora, usaremos el hecho de que el momentum angular igualmente se conserva (el momentum
del sistema). Se debe tener cuidado en considerar que el momentum se calcula en base a un punto
de referencia, el cual seréa siempre el centro de masa del sistema (puede haber otras opciones pero
esta siempre funciona), y ademdas el momentum final se considera para un instante cualquiera
luego del choque, o sea el sistema AB-C estara inclinado un angulo ¢ respecto de la vertical
(supondremos que siempre el resorte se ubica entre la masa AB y la masa C, y no esté ’suelto’):

- Lo - - Lovg »
l; = MmATA X Ug = m?()j X vl = m Ovok justo antes del choque
- L L. - 2L 2L . -
lf = mABTAB X UAB + mcTo X Uo = 2m§f X (§¢)¢ + m?f X (?@fﬁ
(31)
o 2[2 ..
mLguvg 2L% . ; voLo
- ="—m¢— =
3 5 M=o
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Notar que la distancia entre la masa AB y el centro de masa es siempre L/3 y entre la masa C y
el centro de masa es siempre 2L /3. Para entender esto suponga que las masa estan ubicadas de
forma horizontal, con la masa C al lado izquierdo y la masa AB al lado derecho. La ubicacion
del centro de masa seria la siguiente:

2m><L+m><0_2L

3m 3 (32)

TCM =

O sea la distancia entre la masa C y el centro de masa CM sera 2L/3, esto sera independiente
del angulo ¢ mencionado anteriormente siempre y cuando el resorte esté el linea recta entre las
dos masas.

c) Para entender lo que se pide ahora, el estiramiento maximo L, debemos darnos cuenta que
la energia del sistema se conserva y esta incluye el movimiento traslacional del centro de masa,
la energfa elastica del resorte y la energfa cinética rotacional de las masas en torno al centro de
masa. Podemos decir entonces que:

1 1 1 . 1 .
Ei - KC’M + Uresorte + Krot,AB + Krot,C’ - §mCM'U%'M + §kAl2 + *mAB(rAB(bAB)Z + *mC’(rcgbC)Q

2 2
1 N2 1 , 1 Lo 21 2Lg - 2
= 5(3m) (g) + §k(L0 — Lo)* + 5(2771) (3¢’(L:Lo)) + i(m) <3¢’(L:Lo))
(33)
. UoLo Vo
= = 4
1 1 1 1
E; = gmvg +0+ %mvg + TSng = vag (35)

Ahora se hace el mismo anélisis para la energia total final:

1 1 1 . 1 .
Ef = Koum + Uresorte + Krot,AB + Krot,C = EmCMU%‘M + §kA12 + imAB(TABQZ)AB)Q + ng(TC¢C)2

1 w2 1 1 Limas - 21 2L maz - 2
= 5(3m) (§> + ik(Lmax - L0)2 + 5(2m) ( TgaxgbkL_Lmam)) + Q(m) ( ;nax¢|(L—Lmax))
(36)
; voLo
Ol(L=Lonas) = (37)
1 5.1 o, 1 o Ly 1, Lf I 5,1 o, 1 o Lf
Ef = gmUO_'_ik(Lmaw_LO) +%mvo Lgnax—FEmUO L%wx = émvo+§k<Lmam_L0) —i—TvaO L?nax
(38)
Finalmente, hacemos un balance E; = Ey, y queda:
1 1 1 L3
vag = gm’l)g + ik(Lmax — L0)2 + Emvgﬂ[:w (39)
1 2 1 2 L% 1 2
— — — —muj—— = =k(L — Ly) (40)
12770 127702 T gn AR
1 L2 1
gmvg (1 - L20> = 5h(Lmas — Lo)? (41)
max



Universidad de Chile - Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
FI 2001 - Mecénica - Otono 2017
Profesor: Claudio Romero / Auxiliares: Jeronimo Herrera y Juan Rojas

2
mug Loz — Lo 9
= L 42
- 6k <Lmax +LO> mazx ( )

Con lo cual encontramos una relacién con la que podriamos eventualmente encontrar Ly,,;, con
esto bastaria para un control, no tiene mucho sentido seguir (se puede, pero quedan expresiones
bastante feas).



