Capitulo 9

Ecuaciones de Euler-Lagrange

9.1. Principio de Hamilton

Este principio establece, en forma muy general, que la evolucion de un sis-
tema fisico se determina por medio de un principio variacional, el cual se basa
en una funcion—el lagrangeano—apropiada a cada sistema. Esta funcién L
contiene informacion sobre las variables del sistema y las fuerzas que actian
sobre él.

Para ser descrito, un sistema de N particulas que evoluciona tridimensional-
mente se necesita en principio un conjunto de 3N coordenadas Xg(t), con
a=12,...Nyi=123. Sin embargo se puede requerir menos. Por ejemplo,
en el caso de un péndulo de largo R, se tiene N = 1, se necesita solo los
angulos esféricos 6(t) y ¢(t). Aunque el movimiento es tridimensional, esto es,
hay tres coordenadas (X,Y, z), existe una condicién

\X2+y2+22-R=0 (9.1.1)

gue reduce el numero de coordenadas necesarias de tres a dos.

En lo que sigue se quiere describir un sistema de N particulas puntuales para
las cuales se necesita, en lugar de las 3N coordenadas X, tan solo de n
coordenadas (s. A estas ultimas se las llama coordenadas generalizadas 'y n
es lo que se denomina numero de grados de libertad del sistema. Asi, en el
caso del péndulo de mas arriba, existen solo dos coordenadas generalizada
gue normalmente se escoge que sean g1 (t) = ¢(t) y gz2(t) = 6(t). Hay, entonces,
dos grado de libertad.
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Por lo dicho, la evolucién de un sistema de N particulas se describe por un
conjunto de n coordenadas generalizadas qs(t) con s=1,2,...n, con n < 3N.
Suele denotarse {(t) al conjunto ordenado g1 (t), go(t),. .., qn(t),

q(t) = (gu(t), gz2(t), - ... an(v)) (9.1.2)

El principio de Hamilton establece que la evolucion dinamica—de un sistema
con n coordenadas generalizadas—entre el estado inicial g (t1) y el estado
final Gr(t2) corresponde a un extremo (minimo, maximo o punto estacionario)
del funcional de accién S[{]. La condicién de extremo se expresa matemati-
camente en la forma

S
05 =0 (9.1.3)
oq(t)
que, en mas detalle, significa que se deben satisfacer las n condiciones
0S 0S 0 0S
su(® s T T oon()

Genéricamente se define el funcional de accion por medio de la integral

{2 .
S[q]= f L(G(t), a(t).t) dt (9.1.4)

t1

de la funcién L(q, fj(t),t), llamada lagrangeano.

Mas adelante se vera la forma de construir la funcion L(G(t), q(t),t) asociada
al sistema que se desee estudiar. Por el momento baste decir que interesa
saber para qué q(t) especifico el funcional de accién S[] es extremo. Ese
qg(t) particular es “la trayectoria” del sistema en el tiempo.

A continuacién veremos las condiciones que debe cumplir el lagrangeano L
para que la integral de accion S sea extrema y se adelanta que tales condi-
ciones se denominan ecuaciones de Euler-Lagrange.

Sea ((t) la solucién que se busca, es decir, S[(] es un valor extremo. Usemos
como argumento en (9.1.4) un q’(t) = q(t) + &(t) donde &(t) es una pequefa
perturbacion que se anula en los extremos:

&(t1) = &(tz) = 0 (9.1.5)
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A continuacion se usa ¢S = S[+ &] — S[d] que, en mas detalle, se puede
escribir en la forma

0S

t2 . .
f (L@+& d+& t-L(g. g 1) dt

6]

° 2 0L gﬁ_l‘ 22
fﬁ(s 5t ad)dt+0( ) (9.1.6)

Como se indica, se ha hecho una expansion hasta primer orden en & = 0.
Pero, puesto que

d [9 6L] oL d [6L]
— & —— | =& ——+ & — | — s
dt| oq aq dt| og

el dltimo término en el integrando que aparece en (9.1.6) puede ser reem-
plazado por una derivada total y otro término. La integral del término con

N

la derivada total % [s- %E] puede calcularse trivialmente y es cero debido a
£
(9.1.5), por lo que se concluye que

t2
552[ 5[%—2%] dt (9.1.7)
t

1

El principio de Hamilton consiste en exigir que ¢S sea cero para cualquier
perturbacion &(t) que cumpla (9.1.5), esto es, se exige que q(t) sea un punto
estacionario de la integral de accion S, lo que soélo se satisface si

—=_=_-0 (9.1.8)

Las anteriores son las ecuaciones de Euler-Lagrange En forma mas basica
se escribe una ecuacion por cada valor del indice s.

doL oL

—— =, s=12,...n 9.1.9
dtogs Qs con ( )

En la ecuacion (9.1.7) los &4(t) son los 6qs(t)
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Pequefio ejemplo :

Toémese el caso de la clase de funciones ((t) continuas y diferenciales
tales que g(a) = cy q(b) = d. Se plantea encontrar la funcién q(t) partic-
ular de esta clase, tal que el funcional S(q) que describe el largo—en
el plano (g,t)—desde el punto (a,c) hasta (b,d) sea minimo. En un arco
infinitesimal el arco es la hipotenusa del triangulo con cateto paralelo al
eje X =t de largo dt y cateto paralelo al eje Y = g da largo (t) dt, esto es

S(g) = f " i ot

esto es, L = /1+3(t), por lo que dL/dq = O mientras que dL/6q =
g/ vV1+ g2(t) por lo que la ecuacién de Euler-Lagrange se reduce a %q =
0, esto es, el largo total se minimiza cuando (] es constante lo que, da

ad—bc+ (c—d)t
a-b

av) =

cuando se impone las condiciones de los extremos.

9.2. Lagrangeano para las ecuaciones de Newton

Para un sistema 3D de N particulas el lagrangeano para las ecuaciones de
Newton es de la forma
L=K-U (9.2.1)

donde 1
K(Fa) = 5;%@, y  U=U(F) (9.2.2)

y los Iz en principio representan 3N coordenadas cartesianas reales. Los tér-
minos de (9.1.9) separadamente resultan ser

doL_doKk _ o o _
digr, digr. e e Y G om
y las ecuaciones (9.1.8) implican las ecuaciones de Newton

. U
= —— 9.2.3
Mafa . ( )
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Pero si existen restricciones de la forma
fg(P,...,M3n) =0, L=1...3N-n (9.2.4)

se debe cuidar de resolver las ecuaciones respetando tales restricciones. En
este caso el sistema tiene solo n variables dinamicas independientes: Hay 3N
variables y sobre ellas hay 3N —n condiciones (9.2.4), entonces hay tan solo
n grados de libertad.

Formalmente lo que suele hacerse es incorporar 3N — n nuevas variables Ag
con lo cual

L=K-U+> lgf (9.2.5)
5

Puesto que no hay términos }lﬂ las ecuaciones de Euler-Lagrange asociadas
a los Az son mismas las condiciones (9.2.4).

Se supondré que estas restricciones son tales que pueden expresarse en la
forma

r_')a: r_')a(ql,...,qn;t) (926)
Tales restricciones se denominan holonémicas.

A menudo es mucho méas conveniente plantear un nuevo Lagrangeano que
surge del L original eliminando las variables originales F; en favor de las vari-
ables gs con lo cual se obtiene un Lagrangeano

Ll .
L@ ) =5 ) un(e) 65~ U(@) (9-2.7)
s=1
sin restricciones. Las ecuaciones ahora son
doL oL
- == 9.2.8
dtogs dds ( )

En esta formulacién, el término que aparece a la derecha se denomina la
“fuerza generalizada”.

Ejemplo: EIl caso del péndulo plano plano se plantea originalmente con K =
2 ()’(2 +y2) y la energia potencial es U = —mgy y la restriccién x?+y? = R?, esto

es

L= g(x2 +¥?)+mgy,  conlarestriccion  X*+y* =R (9.2.9)
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Sin embargo resulta mejor hacer el reemplazo x = Rsing, y = Rcosqg, con lo
gue se garantiza que la restriccion se satisface y se tiene

L= ngqz — mgRcosq (9.2.10)
la ecuacion Unica ecuacién de Euler-Lagrange es
mR?§=-mgRsing = {§= —%sinq_ _ (9.2.11)

Obsérvese que la fuerza generalizada en este ejemplo es

F = _6% (-mgRcosq) = -mgRsing

gue no tiene dimensiones de fuerza. La razon es que g no tiene dimensiones
de longitud.

Una forma sencilla de obtener las ecuaciones de movimiento de un cuerpo
rigido consiste en obtener primero su energia cinética y potencial y luego
haciendo uso de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

9.3. Caso sencillo con cuerpo rigido

El movimiento de un cuerpo rigido, ya descrito

en el capitulo 8, tiene a lo mas seis grados de g B

libertad: tres se refieren a traslacion y pueden \
N . ol .--

estar indicados por el movimiento del centro de a - >

masa, esto es, por descrito por I-:éG y otros tres A/&LP/ r Y

gque pueden asociarse a la velocidad angular in-
stantanea Q del cuerpo. Pero en los casos en
que el cuerpo tiene un punto fijo a un sistema
inercial no hay dinadmica de traslacion no trivial X
y tan solo interesa estudiar la rotacion del cuer- v

po. Figura 9.1: Alambre semicircun-

Consideremos el caso ya visto en §2.3.3.2. de ferencial que oscila debido a su
.. . ropio peso.

un alambre semicircunferencial que puede os- propio p

cilar en torno a su centro de curvatura. Para

a. P
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obtener la energia cinética se ve que la velocidad tangencial de cualquier
elemento de masa dmes v = Ra, mientras que dm= %dqﬁ, de modo que

1 T/ 2+ . M MR2 ‘
K= —f (Ry)? —d¢ = ——a?
2 —n/2+«a T 2

mientras que

7r/2+a/ M 2M R
U=g Rcosp—d¢ = g cosw
-/ 2+« T
esto es, 2
MR< . 2MgR
L= p2 MO,
2 n

Se puede ver que la ecuacion de Euler-Lagrange en este caso es (2.3.37).

9.4. Problemas

10.1 Se tiene una polea (que se modela aqui como una rueda ideal sin
masa ni roces con eje horizontal fijo) en cuyo perimetro se apoya un
hilo. En los extremos del hilo cuelgan sendas particulas de masas m
y mp. Determine el lagrangeano L del sistema teniendo como datos las
dos masas y la aceleracion de gravedad, obtenga las ecuaciones de
movimiento y la aceleracion con que cae la masa mayor.

10.2 Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange de un péndulo esférico.

10.3 Ecuaciones para el péndulo doble plano: una particula de masa m
pende de un hilo de largo R;. El otro extremo de este hilo esta fijo a un
punto P. De la particula nace otro hilo de largo Ry en cuyo extremo hay
una particula de masa nmyp. Escriba las ecuaciones de Euler-Lagrange
en el caso en que el movimiento ocurre en un plano fijo.

10.4 Escriba el lagrangeano de un sistema vertical suelo-resorte (ky,d1)-particula
(my)-resorte (kp, dp)- particula (np) en presencia de gravedad.

10.5 Obtenga las ecuaciones de Euler-Lagrange de un cilidro de radio R,
largo h que rueda sin deslizar por un plano inclinado (angulo «).
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