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CapiTULO 1

MOVIMIENTO Y
COORDENADAS

El concepto de movimiento estd relacionado con el concepto de posicion.
El concepto de posicién es un concepto que es relativo a un determinado
sistema de referencia o de coordenadas. En los sistemas de coordenadas, hay
muchos tipos, la posicién de un punto en un espacio de tres dimensiones,
se define como el conjunto de los valores numéricos (o escalares) de sus tres
coordenadas. Describiremos los llamados sistema cartesiano, sistema polar
(de dos dimensiones), el sistema esférico y el sistema cilindrico de coordena-
das.

1.0.1. Posicion.

La posicién de los puntos en el espacio se define relativamente a un de-
terminado sistema de referencia. Existen diversos sistemas de referencia cada
uno con un conjunto de coordenadas que especifican la posicién de un punto
y con un conjunto ortogonal de vectores unitarios que permiten construir
otros vectores en esos sistemas. El vector posicién que va desde el origen del
sistema al punto 7 especifica la posicién del punto. Por ejemplo en el sistema
de coordenadas cartesianas, ver figura que sigue.
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1.0.2. Coordenadas cartesianas
Posicién

La posicién de un punto es el conjunto de sus tres coordenadas cartesianas
x, Yy, 2 que pueden tomar todos los valores numéricos desde —oo hasta +oo.

A

=

W

El sistema tiene tres ejes ortogonales, llamados ejes cartesianos de coor-
denadas OX, OY, OZ que se intersectan en un punto O llamado origen. Los
vectores unitarios bésicos 7, ], k se definen con las direcciones y sentidos de
los ejes cartesianos. La figura ilustra como con los valores numéricos en los
ejes, las coordenadas, se determina la posicién del punto.

Vector posicién.

El vector posicién puede escribirse

7 = xi +yj + zk. (1.1)

Concepto de movimiento

Se dice que un punto se mueve respecto a un sistema de referencia, si sus
coordenadas, algunas o todas, son funciones del tiempo no constantes.
Concepto de reposo

Se dice que un punto estd en reposo respecto a un sistema de referencia,
si todas sus coordenadas son constantes.



1.0.3. Concepto de trayectoria

Si una particula o un punto se mueve sus coordenadas x, y, z serdn algunas
funciones del tiempo que se acostumbra a llamarlas z(t), y(t), z(t) de modo
que

l’:I(t), y:y(t>7 Z:Z(t)’ (12)

constituyen las ecuaciones paramétricas de una curva en el espacio, llamada
la trayectoria de la particula. El pardmetro es el tiempo t.
Velocidad y aceleracion.

Se definen la velocidad y aceleracién como la primera y segunda derivada
respecto al tiempo del vector posicién, es decir

d7 )

7 = d—::¢i+yj+zk, (1.3)
v )

i = d—::z}éi+gjj+ék (1.4)

donde como es usual en Fisica, se indican derivadas respecto al tiempo = =
dr/dt, & = d*z/dt?, y asi sucesivamente. La magnitud de la velocidad se
denomina la rapidez de la particula y se denota por v. Luego

v =22+ 92+ 22 (1.5)

1.0.4. Coordenadas polares.

Con respecto a la figura se tiene sobre un plano, una linea llamada eje
polar, un origen O.

>

(e}

Las coordenadas polares del punto son la distancia al origen r y el dngulo 6
respecto al eje polar. Los vectores unitarios son el vector unitario radial 7 y
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el vector unitario transversal 6. Ellos pueden expresarse en términos de los
cartesianos de la siguiente forma

7 = 2cosf + jsind,
f = —isinf+ jcosb.
De aqui derivando respecto al tiempo
dF . .
&~ h(—isind+ jeosh) = 00,
dt
db : .
— = —0(icosf+ jsinf) = —0r.
dt
Es claro que podemos escribir (con k vector unitario hacia afuera)
dr ‘A
— =0kx7
dt ’

un resultado que serd usado en la seccién siguiente para hacer derivadas de
vectores unitarios en casos méas complicados.

Velocidad y aceleracion.

El vector posiciéon puede escribirse

F=rr, (1.6)
de donde derivando y usando los resultados anteriores se obtiene
b=+l i, (1.7)
dt
Similarmente la aceleracién resultard
- . AT s s - d
a = 7"7‘~|—7“E+7“99.+7‘9?+7“9$9.
= 7+ 7(00) + 700 + r00 + r0(—0r)
= (i —r0")i + (270 + 1), (1.8)

expresién muy importante. Las componentes de la aceleracién radial y tran-
versal son

a, = 7"—7“92,
ag = 270 + ro.



1.0.5. Concepto de velocidad angular

Considere un cuerpo o un sistema de coordenadas que se mueve o cambia
de posicién. Dichos cambios pueden expresarse como traslaciones paralelas
seguidas de cambios de orientacién o rotaciones. Cuando un sistema se tras-
lada (paralelamente), sus vectores unitarios bésicos no cambian. Cuando un
sistema rota, sus vectores unitarios cambian de direccién es decir varian.

Derivadas de los vectores unitarios.

En muchos sistemas de coordenadas si el punto se mueve, los vectores
unitarios cambian de direcciéon y son por lo tanto vectores variables.

de/dt

/

Si un vector unitario como el de la figura é varfa con el tiempo porque el
dngulo # varfa con el tiempo, entonces su derivada es la velocidad de su
punta. Si recuerda la tltima nota de la seccién anterior, la derivada puede
ser obtenida mediante el producto cruz 67 x é o sea

~
n

de

- = 0n x é. (1.9)

Note que n es perpendicular al plano que contiene el d&ngulo € y con sentido de

acuerdo a la regla de la mano derecha de acuerdo al crecimiento del angulo.

Si hay més dngulos variables debemos superponer los cambios obteniendo
de

%:<9n+¢m+---)><€=w><€ (1.10)
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Donde

G=0n+¢m—+---
se denomina la velocidad angular del movimiento del sistema que se mueve
junto a los vectores unitarios é. Los vectores unitarios n, m son perpendicu-

lares a los planos donde se definen los dngulos. Pasaremos ahora a expresar
la velocidad y la aceleracién en otros sistemas de coordenadas.

1.0.6. Velocidad y aceleracién en coordenadas esféricas

Con respecto a la figura,

=>

<>

las coordenadas esféricas son r la distancia al origen, ¢ el dngulo polar y
¢ el dngulo azimutal. Como

r=rr

El célculo de la velocidad y de la aceleracion requiere de derivar los vec-
tores unitarios, lo cual es més facilmente realizado con lo explicado recién.
En efecto para coordenadas esféricas, el vector velocidad angular del sis-
tema serd
&= ¢k + 0

y como

~

k = cos OF — sin 00

tenemos que



& = ¢(cos 07 — sin 00) + 06

luego podemos calcular las derivadas de los vectores unitarios

di N
- = ((b(cos Or — sin00) + t%) X T
db : N s
- = (qﬁ(cos Or — sin00) + 9¢> x 0
B gL
il (gb(cos Or — sin00) + ng) X ¢

y realizando los productos cruz se obtiene

A7 o .
d_: — Hbsind + 00
df : S
il ¢ cosfp — Or
d . .
d—f = —¢(cos 0 + sin Or)
Velocidad
U= irf
Codt ‘
= 77+ r(ppsind + 00),
= F + rogsin 6 + r00. (1.11)
Rapidez
. <92 ©2 -2
v=1\/724+1r2sin”0¢ + 120 . (1.12)
Aceleracion

Omitimos los detalles, pero los resultados son los siguientes:
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a, = T — o — rqb2 sin 6,
ap = r0+2r0— réz sin @ cos 0,
ay = 2i¢sind 4 2rfpcosd + rosinf.

En la seccién .Aceleracién conocida la velocidad", se da una forma maés simple
de obtenerlas.

1.0.7. Coordenadas cilindricas.

La figura ilustra las coordenadas cilindricas de un punto p, ¢, z.

\

Aqui hay una sola velocidad angular

= ok,

&

y el vector posicién que deseamos derivar respecto al tiempo es
7= pp + zk.

Calculemos primero las derivadas de los vectores unitarios

dp Y
L= ok xp= o,
&
L= hxé=—d.
dk

= =
dt ’



de modo que resulta

d .
~(pp+ 2k
dt(pp+2 ),

<L
I

0p + dA+‘/%
—= —_— A

PP+ poh ,
= pp+pop + 2k,

y para la aceleracion

a

En resumen

d L N A
= S (pp+ pdd + 2k)

o _dA RIS N . d ~ A
= pp+pap+p¢¢+p¢¢+p¢@¢+zk

= (p=08") b+ (200 +08) &+ 2k

v, = p, v¢:pgb, V, =2
ap = p_p¢7 a¢:20¢+p¢> a, = z.

1.0.8. Coordenadas intrinsecas.

(1.13)

(1.14)

Considere la trayectoria de una particula en el espacio. Dada esa curva,
la posicién del punto serd una funcién de la longitud de arco s medida desde
un origen arbitrario en la curva hasta la posicién del punto en tiempo ¢, es

decir

r(t) = 7(s(t)).

(1.15)

Naturalmente la derivada de 7 respecto a s serd tangente a la curva de modo
que podemos escribir

que es unitario pues

. dr
T="
ds

|dr| = |ds| .

Dado que T -T =1 derivando respecto a s resulta

. dT
T _

2
ds ’
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por lo cual % es perpendicular a T'. Denotemos por N a ese vector ortogonal
a T, que es llamado vector normal

dr
\7 __ _ds
N=rt (1.16)
ds

Completemos una triada ortogonal construyendo el llamado vector binormal
B de modo que se tendra

~ ~ A

B=TxN, T=NxB, N=BxT. (1.17)

Velocidad angular de la triada

A medida que el punto se mueve a lo largo de la curva, esa triada tendrd
alguna “velocidad angular” que denotaremos por 2. Esta "velocidad angular
considera s en vez del tiempo como pardmetro, luego sus unidades son m™!.

Entonces tendremos

d » S o~ d o - A d -~ - ~
Pero

d . =~ =~ |dT| -
—T=0xT=|—|N
ds % ‘ds
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que si la multiplicamos cruz con N conduce a

A

0=Nx (@ xT),

0 bien desarrollando

o bien

A —

N-G=0,

es decir €2 no tiene componente a lo largo de N. Podemos entonces escribir

Q en el plano de T,yB
o (5:2)
o p

siendo o y p escalares que interpretaremos después. De aqui siguen las

Ecuaciones de Frenet

Las ecuaciones de Frenet dan las derivadas de los vectores unitarios res-
pecto al pardmetro s.

. - . (T B . -
iT = QXT:<——|——)><T: N, (1.19)
ds o p p
A — A T B A N
iB = QxB:<—+—>xB:——, (1.20)
ds o p o
. U T B . B T
da - Q><N2<—+—)><N:———. (1.21)
ds o p o p
0
L (1.22)
ds” ’ .
d - .
- = —7N 1.23
B = K, (1.23)
AX — Bl (1.24)
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donde 7 = 1/0 se denomina la torsién y k = 1/p se denomina curvatura.
Otras ecuaciones ttiles que estdn relacionadas con las ecuaciones de Frenet
son

dr

— =T 1.25
dS Y ( )
a?7 ar - . 1.
- = — —gkN=Z=N 1.2
ds? s " p (1.26)
37 d(kN)  dk . L
— = =—N B —kT). 1.27
ds3 ds ds alr +T) (1.27)
que serdn utilizadas para el cédlculo de la torsién 7.
Significado y cédlculo de o, p.
De la primera 1.19 sigue que
1 d . ’T(s + As) — T(s)
= |—=T| =1l 1.2
p |ds Aso As ’ (1.28)
y de acuerdo a la figura
1 A
— = lim b _do (1.29)

p T a0 As  ds

El reciproco del radio de curvatura p se denomina la curvatura s que
estd dada por la razén del cambio del angulo de la tangente a la curva con
respecto al arco recorrido
1 do
K = > 3

d - N
~p=_t
ds o
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podemos dar una interpretacion similar a %, la denominada torsién, pero
respecto al dngulo que gira la direccién binormal B.

La velocidad y la aceleracion

Tenemos que la velocidad es

P dP -
dr _ dr
a Cas o
v o= 8,

v =

y la aceleracion serd

Cailculo del radio de curvatura p dada 7= 7(s)

= Para una curva dada en funcién del pardametro longitud de arco ¥ =

7(s).

d .~ 1.
—T =-=N,
ds p
se obtiene ,
1 d » d
- = |=-T|=|—7].
p |ds 52

= Para una curva dada en funcién del tiempo 7 = 7(t) debemos considerar
que con lo cual es simple establecer que

R $2 .
$T x (—N)
p

U x d| =

R ~ $2 .
ST x (8T + —N)
P
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o bien
(1.30)

Para utilizar la ecuaién anterior, haga recorrer una particula por la
curva con la rapidez que uste quiera y de esa forma podrd calcular 7,
Uy d, y luego el radio de curvatura. Curva plana y = y(x). Considere
x = t, o sea el movimiento en el eje x es uniforme, de modo que resulta

7= ti+yx)]
U= i+y(@))
i = y'(z))
resultando 4o
1L+ (v/(2))”
= - (1.31)
ly" ()]
Curva en coordenadas polares r = (). Como sabemos
7 = 7 +r00, (1.32)
i = (F—rl0)i+ (200 + rd)d, (1.33)

el radio de curvatura se calculard usando

U3

P=oxa

y da lo mismo cémo la particula recorra la curva. Lo més simple es
imaginar que

0=t
y luego resultara
7 = r(O)F +r (1.34)
a = (" —nr)yr+2r0, (1.35)
Fxa = Mwwvx(w@ﬂ+p@x@ﬂ—rv, (1.36)
= [2(7) = r(r" =1, (1.37)
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finalmente

(TR

2(7)? = r(r" = )|’

Por ejemplo, para una espiral

p:

r = cb,

ro= c,

y resulta
(V2 +r2)?

p= 2¢2 +1r2

que usted puede comprobar que es una funcién creciente con r. Note

que p(0) = 3c.

Célculo de la torsién 7=1/c

= Dada la curva 77 = 7(s) tenemos que

dr(s) .
= T
ds ’
d*7(s) .
752 = kN,
d*7(s) dr B .
— DN w(Z kT
ds3 ds +K(O’ wT),

luego el producto mixto es

di(s) (d?7(s)  d*F(s)\ - . B
ds ( ds? % ds3 = 1 KNX(K(;
_ K
N g

» Para 7= 7(t), podemos considerar que la curva es

—

7=r(s), cons=t,

— k1))
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esto es la curva es recorrida con rapidez constante unitaria. Desde luego
eso no influye en las propiedades geométricas de la curva de manera que
ar  , d*F
— =1, — =a
ds T ds? ’

y luego

o ds ds? % ds3

= U chd—a
a ds )

Calculos para una hélice

R dils) <d2F(s) dSF(s)>

Considere una hélice donde

T = acoswt,
= asinwt,
z bt.
Luego construimos

7 = alcoswt+ ajsinwt + btk.
. dr . . ~
Vo= o= —wa? sin wt 4+ aw) cos wt + bk
- dv 2 A 24
a = a:—w atcoswt — aw” ) sin wt

ds®* = da*+dy? + d2?
= (a*w?sin® wt + a’w? cos® wt + b?)dt?
= (a*w® + b?*)dt?

ds = +/(a?w?+ b?)dt
s = /(a?w? + b))t = pt.
La longitud de arco es proporcional al tiempo. Hemos llamado

p =/ (a?w? + b?).
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Entonces podemos escribir 7 en términos del pardmetro s

S . ws .. ws bs-
¥ = aicos — + ajsin — + —k,

p p

y luego calculamos

n dr w . ws, w ws. ba
T = — =—a—sin—i+a—cos—)+ —k,
ds p p p p
dT d2F
el —a(g)2 cos — — UL(E)2 sin Ej,
ds ds? P P P P
37 W ws W ws
— = a(=)’sin—i—a(=)’ cos —J,
ds p p p p
1 dT
P i iR
p 5 p
N = —cos22i—sin Ej,
p
b . ws, b ws W A

B = TXN:—Sln—z——cos—j—i-a—k.
p p p

p p

puede calcularse y obtener

wb

1 d>*r d d*7\ df wb

> = o (5 ) B -
1 w?

S T mE T

Note que si b = 0, se trata de una circunferencia de radio a plana y resulta

I
o

< I—=Q |~
Q|
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N e

Velocidad y aceleracion.

Ahora es trivial establecer que

dr dsdr . .
a—@E—ST—UT

U=

Ademas

= §5T+=N
P
dv -~ 1% -
= —T+ —N.
dt + p

1.0.9. Aceleracion conocida la velocidad

Esta seccién no se encuentra en textos que yo conozca. Si la posicién es
alguna funcién de tres coordenadas generalizadas ¢;, g2 y ¢3 y quizds también



19

dependa explicitamente del tiempo, es decir

’F: F(Qla q2, 43, t)?

entonces es cierta la identidad
or d 01 8 1
0 — = ———0v>— v?, (1.38)
y como explicaremos, esto permite calcular componentes de la aceleracién en
diversos sistemas de coordenadas. La demostracion es la siguiente. Calcule

la velocidad
dr  or or or or

—

_ a9 ; — 1.39
R R P L e L (1.39)
Considere
ilqﬂ 7 - 0 — 3
g, 2 g1’
pero de 1.39 se deduce que
o _, or
_rU — -,
g1 Iq
luego
ilUQ - - or
gy 2 8611

al derivar respecto al tiempo

dol, d_, oFr _ oFr _ dor

7oq,2" @ on C g U dwon
Pero
dor  OF.  OF . PF . O
dtdg ¢ agt ™t 00.0g, " * 00105 " * dqi0t
o  or . or . ar . or

= a—ql(a—qurl—a CI2+63613+at)
— 8—’
— 8_qlv’
de manera que
d o1, L oo 0
Ea—qliv = a-a—ql—l—v-a—qlv
o 01,
= a-a—(]l+a—q1§v.

Esto prueba la primera. Similarmente las otras.
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Vectores unitarios

Primero, para hablar de componentes, se requiere definir vectores uni-
tarios bdsicos. Ellos estdn asociados a cambios independientes infinitésimos
dq; del vector 7 sin variar el tiempo, es decir

OF J.. or
6, — 9qi dg; _ _9q;
(A - )
OF 1. or
Oqi dg; 9q;

por lo cual de (1.38) se deduce que la componente segun é; de la aceleracion

es
1 dal1, a1,
i (29 2 Dy 1.4
¢ or (Gia52" " ag32") (1.40)
q;

que serd aplicada en las dos secciones siguientes.

Ejemplo de coordenadas esféricas.

Se establecié que

7 = %F: i+ rogsin 0 + rod (1.41)
or. or. or.
= —r+— —0 1.42
o' T as” e (142)
luego podemos identificar
or . or . OF P
o = 8_¢ = rsin 6o, %0 - .
Otra forma serfa usar
r=rT,
luego
% — 7 E—r@—r%l — r¢sinf
o 0p 0 Btg}s_
or _ o _
a0 ~ oo

Ademas
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v? =2 +12sin 08" + 20, (1.43)

Luego de (1.40) se puede calcular

_ d 8 ]' 2 6 1 2\ e . 9 ) .9
CLT - (dtarQU arQU)—T (TSln 9¢ —|—’I"9>

1 dol, 01, 1.d,; . -
“ = o Gapa” " apz”) T a0 sinfeosto)

= 27*9+T9—rsin90059q}52,
1 dl, 91, 1 d

_ 1o O1 _ Y2 29' )
% = g a2’ " 962") " rsmaarl S 09)
Ejemplo de coordenadas cilindricas
Tenfamos X
7= pp+ 2k,
de donde o7 o7 o7 5
T T~ Or -
o= P _:kv_:p_p_p¢v
ap z 0] 0¢
Yy i
v =P+ pPd + 2
de manera que resulta
ap = (Ea_pﬁv " 92" )=p—p9,
1,d 01 01 1d
ay = —(——=0*— —=v*) = =—p°¢,
p dt g2 0p 2 pdt
dol, 01,
= = o "ot T

tal como antes.

1.1. Ejemplos.

Como explicaremos en unos ejemplos, para calcular velocidades y acele-
raciones recomendamos no usar mas férmulas que simplemente expresar el
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vector posicién y derivarlo dos veces. Solamente deberd establecer si los vec-
tores unitarios cambian o no de orientacién y si lo hacen establecer con que
velocidad angular lo hacen y en definitiva aplicar la regla

de "
— =W X é.
dt
EjEMPLO 1.1.1 Considere la hélice
= cost
= sint
z = 2t
calcule T, N, B, p, 0.
Solucioén.
¥ = 1i1cost+ jsint + ok,
U = —isint+ jcost+ 2%k,
a = —icost— jsint.
Entonces

—isint+jcost+2fc

T = :
V5
ol —icost—js
N - 4L _ 1cost JSlIlt’
dt /5
N = —icost — Jsint,
B _ T}( N: Qisint—Qjcost—l—/%

V5

A

EJEMPLO 1.1.2 Considere una particula que se mueve por la arista OB de
un tridngulo cuyo plano estd vertical, el dngulo o es constante y el dngulo ¢
es variable. La distancia OP estd dada por OP = vgt. Determine la velocidad
y aceleracion de la particula en base de los vectores unitarios é;, és y €.
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Figura 1.1:

Solucion. El sistema de vectores unitarios tiene una velocidad angular

& = ok = ¢(é1 cosa + é5 sin ).

Entonces

dé o o . .

d—tl = WJXxé =¢(é1cosa+ éxsina) X é;
= —¢péssina.

dés o A A R

— = W X €3 = (€1 cosa+ éasina) X éy
= ¢éscosa

dés .. o L .

- = W X é3 = ¢p(é1 cosa+ éxsina) X é3

= —gbég cos o + g'bél sin av.

Ahora usted puede calcular lo que quiera. En efecto

T = vptéq,
luego .
U = 191 — Votpés sin a,
y
a = vo(—éﬁég sina) — Vodés sin o — ’Uotq‘ﬁ(—g‘ﬁég cos a + Bé; sin a) sin «v

YA . © 2, c2 ..
= —2uppéssina + vt éy cos o — vt €1 sin’ a.
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EJEMPLO 1.1.3 Una particula se mueve por la arista AB de una ldmina
cuadrada de arista b de modo que AP = vot. La ldmina permanece apoyada
en una arista sobre el plano OXY wvariando los dngulo 6 y ¢. Determine la
velocidad y aceleracion de la particula en base de los vectores unitarios é1, éo
Yy ég.

Solucién. Similarmente el sistema de vectores unitarios tiene una velo-
cidad angular

& = ok + 06,
= P(é3c080 + éysinb) + ey,

Entonces

dé; o . . .

prll W x €1 = ¢(ézcosl + éysinf) x é;
= qb(é2 cosf) — é3sinf)

dé . .

% = G X éy = (Escos0+ 081) x &
= (—¢é1 cos O + 0é3)

dé . .

% = G X 8= (¢éasind + 06,) X &

= (¢é1 sinf — 9@2)
Ahora usted puede calcular lo que quiera. En efecto

7= 'U()tél + bég,



1.2 Ejercicios resueltos 25

luego
Vp€1 + vgtgb(ég cosf — é3sinf) + b(—q)ﬁél cos 0 + Qég)
= (vo — b cos 0)ér + vothés cos O + (b@ — vptdsin 0)és

<y

y usted puede calcular @ derivando v.

A

1.2. Ejercicios resueltos

EJERrcIcIO 1.2.1 Una particula se mueve de modo que sus coordenadas car-
testanas estan dadas como funciones del tiempo por

= 3t
= 2t — 5¢?

Determine
a) Las componentes cartesianas de la velocidad y de la aceleracion.
b) Las componentes polares de la velocidad y de la aceleracién.
c¢) Las componente normal y tangencial de la velocidad y aceleracion.
d) La ecuacién de la trayectoria en coordenadas cartesianas.
e) La ecuacién de la trayectoria en coordenadas polares.

Solucién. (a) Hacemos las dos primeras derivadas de las coordenadas

v, = =23
v, = y=2-10t,
a, = =0,

a, = y=—10.

(b) Las componentes polares se pueden obtener proyectando

v, = U-T,
Vg = ’U@,
a, = a-r,
ag = 59,



26 MOVIMIENTO Y COORDENADAS

donde los vectores unitarios estdn dados por

1cost + jsind

>

f = —isinf+ jcosb.
Asf resulta
Uy U-7=3cosf+ (2 —10t)sin b,
vy = ¥-0=—3sinf+ (2—10t)cos0,
a, = a-r=—10sind,
ag = @ 6= —10cos.

Se puede dejar completamente en funcién del tiempo porque

ro= a2 +y? = /92 + (2t — 5¢2)2
T 3t

cosf) = —= ,
T /92 + (2t — 5t2)2

- y 2t — 5t2
sinff = <= .
T /982 + (2t — 5¢2)2

(c) Las componentes normal y tangencial se encuentran también proyec-
tando sobre esas direcciones que son
7 3+ (2 —10t)7
v 9+ (2—10t)%

T =

un vector N perpendicular a T" puede calcularse asi

3j— (2 — 10t)

N=kxT= :

V9 + (2 —10t)?
luego resultan

vp = T-T=+/94(2—-10t)2

U = 07

o — -7 = —10(2 — 10t) 7
V94 (2 —10t)?

-30

any = JN: .
VI (2 — 101)2
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(d) La trayectoria es trivial

— 2x — §t2
YT T
(e) en polares, se pide
r=r(0),

pero teniamos

ro= a2+ y? = /92 + (2t — 5t2)2
T 3t

cos) = —= = 5 ,
T /9t + (2t — 512)2 9t + (2 — 5t)2
i y 2t — 5t2 2 — 5t
sinff = == -
/92 + (2t —5t2)2 (/9L + (2 — 5t)2

Despejemos de la segunda

t = =rcos#,

y reemplacemos en la tercera

sinf = 2(% cosfl) — 57“(% cos )’

de donde despejamos

32cosf — 3sind
r=— )
5 cos? 0

Note que para t = 0, tan 0y = % o sea 6y = 33.69°.

A

EJERCICIO 1.2.2 Una particula se mueve sobre una elipse de semi ejes a y
b centrada en el origen de un sistema de coordenadas con rapidez constante
Vg, stendo la ecuacion de la elipse:

a) Determine La magnitud de la aceleracién de la particula en los puntos
mas alejado y més cercano de la particula al centro.

b) El tiempo que emplea la particula en recorrer toda la elipse.
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c) La determinacién de la ecuacién paramétrica de la trayectoria con pa-
rametro tiempo es un problema complicado, pero explique el método a
Seguir.

Solucidn. (a) Como la rapidez es constante, la aceleraciéon tangencial es

nula y la aceleraciéon normal es

v
anN = —,
P

siendo necesario calcular el radio de curvatura de acuerdo a
3
(VITW@?)
p= .
ly" ()]

Bastarfa hacerlo en z = 0 y = a pero lo haremos en términos de x. Asf
resultan

22
b x
/
y'(x) = T s
V- @2
b
" _ a?
(@) —
(I=-2)y1i-%
luego
3
x2 x2
(T
P= b
a2
Evaluando en x = 0 y x = a resultan
a? b?
0) =— = —.
p(0) =%, pla) = 2

(b) Para determinar el tiempo, debemos determinar el perimetro de la elipse.
Tenemos que

s = 4/0a\/1+(y’(:c))2dx,

@ R a2 1
- 4/ J1+ 1—233—4@ — 4 EllipticE (—\/@2 - b2> a,
0 — % a a



1.2 Ejercicios resueltos 29

de manera que el tiempo es

T 4 EllipticE (%\/ a? — b2) a

Vo

A

EJjErcICIO 1.2.3 La ecuacion de una elipse en coordenadas polares puede
escribirse como .

"= 1 —ecosf

siendo ¢ y e constantes. Si el dngulo varia proporcionalmente al tiempo t
con constante de proporcionalidad w, determine las componentes polares de
la velocidad y de la aceleracion en funcion del tiempo.

Solucién. Es cosa de hacer algunas derivadas y luego usar (1.8)

a, = 7'“'—7“92
ag = 270 + rf

con
0 = wt, 0=w, =0,
Fo= (0, F =1r"(0)0",
y dado que
, d c sin 6
r = ——— = —te————
df1—ecost (1 —ecosf)?
" 2¢ — ecos? ) — cos )
= ce —,
(1 —ecosh)
resultan
2e — e cos? wt — coswt c )
a, = ce W — w
(1 —ecoswt) 1 —ecoswt
inwt
ag = —2cew? P

(1 —ecoswt)?’

A
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Ejercicio 1.2.4 Una particula se mueve sobre una circunferencia de ra-
dio R con aceleracion angular constante partiendo del reposo. Si la particula
realiza n vueltas completas a la circunferencia en el primer sequndo, deter-
mine la aceleracion angular de la particula. Determine ademdas el niimero de
vueltas que realiza la particula durante el siguiente sequndo del movimiento.

Solucién. Aceleracién angular constante significa
0 = o (constante).

Integrando dos veces

. 1
0=at, 0= aat?

Por el enunciado en el primer segundo
L o
9:2717?:5041 = «a = 4nm,

y durante el siguiente segundo el dngulo serd

1 1 3
A= -2 ——al’>="a=6nr
2 2 2

0 sea 3n vueltas.

A

EJjercicio 1.2.5 Una particula estd fija en la arista AB de una ldmina cua-
drada de arista b de modo que AP = d. La ldmina permanece apoyada en una
arista sobre el plano OXY wvariando los dngulo 6 y ¢. Determine la velocidad
y aceleracion de la particula en base de los vectores unitarios €1, és y €3.

Solucion.
G = ok +0e,
= (b(ég cos ) + é;sinf) + 0é,
Entonces
d — d
- — Z0OP = =(bé 6.) —
vp dtO pr (béq + deéy)

— & x (béy+deér)
= b(—¢é; cos O + 0és) + do(éy cos — égsin b).
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Figura 1.3:

A

EJjercicio 1.2.6 Considere una particula que estd fija en la arista AB de
un triangulo cuyo plano estd vertical, el dngulo o es constante y el dngulo ¢
es variable. La distancia OP estd dada por OP = d. Determine la velocidad
y aceleracion de la particula en base de los vectores unitarios é1, és y €3.

Figura 1.4:

Solucién. La velocidad angular de la triada mévil es

& = ok = ¢(é1 cos o+ é5sin ),

%l

dél;
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por lo tanto

Up = ¢(é1cosa+ éxsina) X dé;

= —dgéssina.

A

EJERrRCICIO 1.2.7 Determine el radio de curvatura de la curva

= D
2
= D
_ 3
< P,
en términos del pardametro p.
Solucién. Usaremos )
v
P=1>_=
|0 x d|

y podemos tomar el tiempo igual al pardmetro p porque no importa (medi-
telo). Tenemos entonces (usando notacién de trio para los vectores)

7= (p,p*p%)

7 = (1,2p,3p%

i = (0,2,6p)

v = /1+4p?+ 9t

y el producto cruz
U x a= (6p°,—6p,2)
3
<\/1 +4p? + 9p4>
N

A

entonces




CAPITULO 2

DINAMICA.

El propdsito de la dindmica es predecir el comportamiento futuro de un
sistema, en particular de una particula cuando son conocidas las fuerzas y
las restricciones que actian sobre ella y se conoce el presente. Este cono-
cimiento se da en la forma llamada “condicién inicial”. Para una particula
este se expresa en suponer conocidas la posicién y velocidad inicial de ella,
7(0) y ¢(0). Como veremos este propdsito es logrado mediante la llamada
Mecénica Clasica, salvo excepcionalmente para sistemas que tienen compor-
tamiento cadtico y que estdn fuera del alcance de este curso. Para estudiar el
movimiento de un cuerpo puede escogerse algin sistema de referencia arbi-
trario y entonces el estudio es relativo a ese sistema de referencia. Para hacer
dindmica, la eleccién del sistema de referencia adecuado no es arbitraria.

2.1. Leyes de Newton para una particula

Desde los tiempos de Galileo se ha reconocido que no es necesario aplicar
fuerzas para mantener el movimiento de los cuerpos. Esto evidentemente cho-
ca con lo observado diariamente puesto que si se dejan de aplicar fuerzas, los
cuerpos se detienen. El problema estd en que en realidad no se han dejado de
aplicar todas las fuerzas. Normalmente existen fuerzas, llamadas de roce que
estdn presentes y cuya tendencia es frenar los cuerpos. Es dificil eliminarlas,
pero si se logra, entonces el movimiento se mantiene. Sin embargo hay otros
detalles. Se mantiene pero jrespecto a qué sistema de referencia? Para New-
ton existen el tiempo y el espacio absolutos, respecto a los cuales el formulas
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sus leyes. El problema es definirlos. Hoy dfa el tiempo puede medirse con una
extraordinaria precisién pero no encontramos buenas definiciones.

2.1.1. Sobre el tiempo

Hemos observado y por lo tanto creemos que hay fenémenos periédicos, es
decir que se repiten cada ciertos iguales intervalos de tiempo, o que creemos
iguales. Si aceptamos eso, al menos tendremos una forma de medir tiempos,
y con eso es casi suficiente en fisica. Un reloj entonces contiene dos partes
esenciales, un sistema oscilatorio de un cierto periodo y un contador que
cuenta las oscilaciones. Mientras mayor sea la frecuencia (mds corto ese de-
terminado intervalo de tiempo llamado periodo) entonces podremos resolver
tiempos con mayor precision. Esto es lo que ocurre con los relojes atémicos
donde la frecuencia de oscilacion es altisima.

Por otro lado, como lo analiza Albert Einstein, el tiempo tiene que ver
con poder discernir cudl de dos eventos ocurre antes, o cual ocurre después o
si ocurrieron simultdneamente. Asi por ejemplo el declara que la cuestion es
obvia si los dos eventos ocurren en un mismo punto del espacio. Es cuestion
de mirar la secuencia de ocurrencia de los dos Eventos. (Sin embargo existe
un potencial problema de indefiniciéon que, a juicio del autor, no ha sido
suficientemente analizado. Observadores que viajen hacia el futuro difieren de
otros que viajen al pasado). Einstein también descubre que la simultaneidad
de eventos que ocurren lejos el uno del otro, es un concepto relativo y eso
desmorona el concepto de tiempo absoluto de Newton. Sin embargo, haremos
Fisica Newtoniana solamente.

2.1.2. Primera ley de Newton

La primera ley de Newton suele enunciarse asi. Si un cuerpo no estd
sometido a fuerzas, se mueve con velocidad constante o permanece en reposo.

El detalle es que asi enunciada, no puede estar correcta. Si ello es cierto en
algun sistema de referencia, inmediatamente deja de ser cierto si el observador
estd en un sistema acelerado respecto al primero, ver figura. En concreto
basta que el observador se ponga a saltar sobre el suelo para que la primera
ley deje de ser valida. Por ello, para mantenerla, se han definido sistemas de
referencia especiales donde ella es cierta.De esta manera, en rigor, la primera
Ley es reemplazada por la definicién de un determinado tipo de observador
o de sistema de referencia, los llamados sistemas inerciales de referencia.
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v
% A
A
—’
F=
- -
a azo -
«— F=0
—
a=0
> X
Figura 2.1:

2.1.3. Sistema inercial de referencia

En la formulacion de la dindmica cldsica, se supone la existencia de al me-
nos un sistema privilegiado de referencia, un Sistema inercial de referencia.
Por definicién, un sistema inercial de referencia es aquel (hipotético) sistema
relativo al cual una particula libre, es decir no sometida a fuerza, tiene veloci-
dad constante o en particular nula. Como consecuencia de la transformacion
de Galileo, todo sistema que se traslade con velocidad constante respecto a
uno inercial de referencia, es también sistema inercial de referencia. La e-
xistencia de uno por lo menos, serfa materia de validacién experimental, con
las obvias dificultades que ello presenta. Se acepta que al menos aproximada-
mente, el marco de las estrellas fijas, lo es. Esta es una materia hoy en dia de
acuerdo internacional. En efecto en Agosto de 1997, la Unién Astronémica
Internacional (IAU) decidié que a partir del primero de Enero de 1998, el
IAU sistema de referencia celestial sea el sistema (ICRS), en reemplazo del
sistema FK5. Hay abundantes referencias sobre este tema en la WEB, por
ejemplo http://rorf.usno.navy.mil/ICRF/

Esta definicién reemplaza la primera ley de Newton, puesto que su validez:
“la aceleracién respecto a un sistema es nula cuando la fuerza es nula”, define
lo que se denomina un sistema inercial de referencia.

Asi entonces hay que aceptar que Newton formulas sus leyes respecto a
un sistema de referencia inercial. Si el Universo estuviera vacio uno puede
preguntarse que podria ser tal sistema. No existe aparentemente diferencia
alguna entre un sistema .2celerado.® un sistema rotante'"si no hay nada res-
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pecto a lo cual establecer la realidad de la .2celeracion.® de la rotacién". Sin
embargo Newton crefa firmemente que el espacio mismo existe como algo
absoluto, real como una entidad fisica, respecto al cual los conceptos de ace-
leracién o de rotacién podrian definirse. Asi Newton dice que un objeto estd
acelerando cuando lo hace respecto al espacio absoluto.

Pero a mediados de los 1800 un fil6sofo y fisico Ernst Mach llegé con
nuevas ideas que ademds, entre otras cosas, tuvieron un profundo impacto en
el pensamiento de Albert Einstein. Las ideas de Mach se aprecian analizando
un balde que contiene agua en su interior. Si el balde se mantiene suspendido
y quieto, la superficie del agua permanece plana. Si se hace rotar el balde
respecto a la cuerda que lo sostiene, la superficie del agua adquirird una forma
concava. ;jRespecto a qué sistema el balde rota?

Si vamos mads lejos y nos imaginamos flotando en el espacio interestelar,
si uno mira el cielo y ve las estrellas estacionarias uno podria decir que esta
en reposo y no experimenta fuerza alguna. Justo entonces un companero de
viaje, se acerca y le da un impulso de modo que comienza a rotar. Seguro
que se notaran dos efectos: las estrellas parecerdn girar en grandes circulos en
torno a uno, y uno experimentard fuerzas que tenderdn a separar sus brazos
y piernas. Si repetimos la misma situacién pero en un espacio absolutamente
vacio, sin estrellas, galaxias, s6lo una total oscuridad, ;sentiremos esa fuerza si
alguien nos coloca en rotacién? Segin Mach, no. En un universo totalmente
vacio no puede haber diferencia entre aceleracién o no aceleraciéon. Entre
rotaciéon y no rotacién. De manera que, segin Mach, si cuesta una fuerza
acelerar un cuerpo, ello se debe a la existencia de todas las galaxias del
Universo.

Posteriormente, Albert Einstein, al desarrollar la teoria general de la re-
latividad introduce el concepto de espacio tiempo, un concepto que tiene
existencia real y con propiedades que se ajustan segin sea la distribucién de
masa y energia del Universo. El espacio tiempo es algo absoluto respecto al
cual pueden definirse los movimientos de los cuerpos. Sin embargo la teorfa
de Einstein no confirma totalmente las ideas de Mach. En un Universo vacio,
el espacio tiempo no estd curvado, estd plano, pero existe. De manera que
una persona rotando en un Universo vacio, si sentirfa fuerza que tenderia a
separarle sus brazos y piernas. Podria decirse que las ideas de Mach provo-
caron de alguna manera el desarrollo de la Teorfa general de la relatividad
pero la teorfa que se desarroll, no confirmé las ideas que la inspiraron. Una
excelente discusién sobre este tema la puede encontrar en el libro de Brian
Greene, "The fabric of the Cosmos". En la actualidad el espacio tiempo es
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el sistema absoluto de referencia y los observadores inerciales son los que
se mueven libremente en caida libre, es decir no sometidos a fuerzas eléctri-
cas, magnéticas u otras. Este es un cambio de perspectiva notable y lejos de
lo que imagindbamos. Los campos gravitacionales no causan aceleraciones.
Otras fuerzas si causan aceleraciones. El otro problema que ocurrid, pero del
cual nos olvidaremos, es que esas otras fuerzas (electromagnética, fuerte y
débil) sélo tienen una buena descripcién en la llamada Mecdnica Cudntica,
y en esa teorfa, las aceleraciones no existen. Plop.

2.1.4. Segunda ley de Newton

En un sistema inercial de referencia (el espacio absoluto de Newton) las
fuerzas son las causas de las aceleraciones en la forma que establecié Newton.
Respecto a un sistema inercial de referencia se tiene para una particula de
masa m

F
q=— 2.1
=T, (2.)
o bien
F =ma. (2.2)

siendo @ la aceleracion, F la fuerza resultante que actia sobre la particula, la
cual se expresa en Newtons [ N] y m la masa inercial de la particula. La masa
inercial es entonces alguna propiedad que distingue las particulas en cuanto
a la dificultad que manifiestan ellas a ser aceleradas. Es necesario aclarar
que conceptualmente existe otra propiedad que distingue a las particulas,
consecuencia de su masa gravitacional m,, esto es, la masa gravitacional da
cuenta de la magnitud con que se atraen dos particulas por efecto de la fuerza
gravitacional. De acuerdo a la ley de gravitacion universal de Newton

MygMa
F= G%, (2.3)
siendo aqui m 4 y Mo, las masas gravitacionales de las particulas. Si usted lee
el libro recién recomendado de Greene ( y muchos otros) se encontrara que,
desde el punto de vista moderno, la fuerza gravitacional no es una fuerza.
Sin embargo en este libro se desarrollard la teorfa cldsica de la Mecdnica de
Newton solamente.
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2.1.5. Principio de equivalencia

De acuerdo a los experimentos de Galileo, todos los cuerpos en la vecindad
de la tierra, despreciando el roce del aire, caen con la misma aceleracion de
magnitud

g=98ms 2 (2.4)

Si se utiliza la segunda ley de Newton donde la fuerza es la fuerza gravita-

cional resulta
mq ngg

Rz 7

es decir la masa inercial m; es proporcional a la masa gravitacional m,.
En la dltima expresién R es el radio terrestre y mr, es la masa gravitacional
terrestre. Si las unidades se eligen adecuadamente (iguales), entonces tenemos
el principio de equivalencia

mig =G

m=my.

2.1.6. Sobre las fuerzas

Las fuerzas, las que permiten acelerar los cuerpos, en general pueden
clasificarse en dos tipos, fuerzas de accién a distancia y fuerzas de contacto.

Fuerzas de accién a distancia

Son ejercidas por los cuerpos a distancia. Son en general conocidas como
campos de fuerza y de ellas son bien conocidas la fuerza gravitacional, la
fuerza electrostatica, la fuerza magnética y otras. En estos apuntes la méds
importante de ellas serd la fuerza gravitacional que ejerce la tierra sobre
los objetos cerca de su superficie, dirigida verticalmente hacia abajo y de
magnitud

mym
donde
™m
g= G?Z, (2.5)

es la aceleracion de gravedad.
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Fuerzas de contacto

Son ejercidas reciprocamente cuando dos cuerpos se tocan. Si se descom-
pone la fuerza de contacto en su parte paralela y en su parte normal a la
superficie en contacto, esas componentes se denominan fuerza de roce f y
fuerza normal N. También existen fuerzas que actian sobre un cuerpo cuan-
do éste se mueve en el interior de un fluido (liquidos o gases). Estas fuerzas
se denominan fuerzas de roce viscosas y son funciones complicadas de la ra-
pidez del cuerpo, de la forma del cuerpo y de propiedades de la superficie del
cuerpo y del fluido.

La fuerza de roce estatica

Cuando no hay movimiento relativo entre dos cuerpos que estdn en con-
tacto, la fuerza de roce se denomina fuerza de roce estdtica. Considere un
bloque en reposo sobre una superficie horizontal que es empujado por una
fuerza horizontal F' como se indica en la figura

f —F

<

Como el cuerpo tiene aceleracién nula entonces

F— f - 07

N—-—mg = 0,
es decir la fuerza de roce f es igual a la fuerza aplicada F. Si se aumenta F
aumenta la fuerza de roce de la misma manera. Pero eso tiene un limite. La
fuerza de roce no puede crecer indefinidamente. Este limite tiene que ver con

propiedades de las superficies en contacto y con el grado en que las superficies
estdn apretadas entre si. El modelo que utilizaremos es

f™% = poN, (2.6)

donde p, se denomina coeficiente de roce estético entre las superficies.

Fuerza de roce cinética
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Si la fuerza aplicada supera al méximo valor de la fuerza de roce o si el
cuerpo estd en movimiento relativo, la fuerza de roce, llamada ahora fuerza
de roce cinética, estd dada por

f = mN, (2.7)

donde i, se denomina coeficiente de roce cinético. Normalmente 1, < p, que
pone de manifiesto que cuesta menos mantener el movimiento que iniciarlo.

2.1.7. Tercera ley de Newton

La tercera ley de Newton, suele enunciarse asi: si un cuerpo ejerce una
fuerza sobre otro, entonces el segundo hace una fuerza de igual de magnitud
y de sentido contrario sobre el primero y ambas fuerzas estdn sobre la misma
linea de accién.

Esta ley se supone vélida para fuerzas de contacto y para fuerzas de accién
a distancia. Sin embargo, en el segundo caso, hay problemas. Dificilmente
pueden las fuerzas de accién y reaccién ajustarse en forma instantdnea a
nuevas posiciones de los cuerpos porque la informacién de uno al otro no
puede propagarse con velocidad infinita. Eso sin embargo, es tema de otro
curso.

2.1.8. Definiciones

Daremos de inmediato definiciones de otras propiedades fisicas de los cuer-
pos que tienen que ver con su masa y con su velocidad. La utilidad de estas
definiciones descansa en que hay relaciones o teoremas que las involucran y
que pueden en consecuencia escribirse de manera mas simplificada
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concepto unidad

m . e masa particula. kg

T vector posicién particula. m

0 = dr/dt. velocidad particula. ms!

a = duv;/dt aceleracion particula. ms—?

F . .. fuerza resultante actuando sobre N
la particula.

P = mv Momentum lineal de la particula. kgms?

K = im? Energia cinética de la particula. J

Lo mi x ¥ Momentum angular de la particula kgm?s!
respecto a O.

fo = PxF Torque resultante respecto a O. Nm

| Energia potencial. J

E K +V  Energfa mecénica. J

Wiy = fif F.dr Trabajo realizad por F desde i a foJ
2.2. Teoremas

Pueden entonces demostrarse los siguientes teoremas que involucran las
definiciones anteriores:

» TEOREMA 2.1
Variacion del momentum lineal:

i -
P_F

= - (2.8)

DEMOSTRACION 1
Este teorema sigue inmediatamente de la segunda Ley de Newton que puede
escribirse

- dv  dmv dp
F=mi=m—=— = — 2.9
ME=T T A T At (2.9)
si la masa es constante.
» TEOREMA 2.2
Variaciéon del momentum angular
do =
—2 = To. (2.10)

dt
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DEMOSTRACION 2
Si la segunda ley de Newton es multiplicada vectorialmente por 77X resulta

dv N
mF d—z = Fx F, (2.11)

pero el lado izquierdo puede modificarse a

d

- (mi" X B) = 7' x F, (2.12)

si la masa es constante, esto es

dfo .
— =T0. 2.13
dt © ( )

» TEOREMA 2.3
Teorema de conservacion del momentum lineal. Si F,, = 0 entonces

P, = constante.

y similarmente para otras componentes.

DEMOSTRACION 3
Este teorema sigue directamente de

L dp
F==
dt’

que si es proyectada en una direccion fija, OX por ejemplo da

dp,
dt

:an

luego si F, = 0 se tiene
P, = constante.

» TEOREMA 2.4
Teorema de conservacion del momentum angular. Si I'o = 0 entonces

lo = constante.
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DEMOSTRACION 4
Este teorema sigue directamente de

dlp =
ZO_T
dt ©

de manera que si I'o = 0 entonces se tiene que

lo = constante.

» TEOREMA 2.5
Teorema de conservacion de una componente del momentum angular. Si
I'o, = 0, entonces

lo, = constante,

y similarmente para otras componentes.

DEMOSTRACION 5
Este teorema sigue directamente de

dlp =
9 _ 71
dt 0>
que si es proyectada en una direccién fija, digamos OX da
dlo
T __ F
at 9

de manera que si I'p, = 0 se obtiene

lo, = constante.

2.2.1. Integracion de la ecuacién de movimiento

El propdsito de la dindmica es: dadas las condiciones iniciales de un siste-
ma y las fuerzas, determinar mediante la segunda ley de Newton las posiciéon
y velocidad futura del sistema. La segunda ley de Newton, también llamada
ecuacién de movimiento, determina la aceleracién del sistema @ = d?7/dt?.
Luego hay un problema matematico. Conocida la fuerza resultante debere-
mos integrar la ecuaciéon de movimiento y obtener la velocidad #(t) y posicién
7(t) si se conocen las condiciones iniciales del movimiento, es decir la veloci-
dad y posicién iniciales #(0) y 7(0). Como veremos dependiendo de las fuerzas
actuando, la integracién de la ecuaciéon de movimiento es més o menos simple.
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Para el caso de la dindmica de un cuerpo la fuerza podria depender del

tiempo, de su posicién y de su velocidad, es decir la ecuacién que resulta es

mdzr(t)

dt?

que en general no puede integrarse directamente porque el lado derecho, la

fuerza, depende precisamente de la incognita 7(t) y de su derivada ¢(t). En el

apéndice se profundiza més sobre diversos casos integrable y aqui nos limita-

mos a los principales. En el capitulo de sistemas de particulas se explican las

dificultades adicionales que se presentan en el caso de la dindmica de varios
cuerpos.

Como posiblemente los alumnos de este curso atin no dominan el tema de
las integrales y menos el de las ecuaciones diferenciales, deje para més adelan-
te la comprension de todos los pasos intermedios, pero analice los resultados
y sus aplicaciones.

= F(t,7,7), (2.14)

Fuerza constante

De la segunda ley

a=—,

3| =

es inmediato obtener por dos integraciones sucesivas

—

() = U(O)Jr%t, (2.15)

F
A(t) = 7(0)+ 7(0)t + —t2.
Ft) = 7(0)+ (0t + 5

Estos resultados coinciden con lo establecido en la seccién de cinemética para
el caso en que la aceleracién es constante.

Fuerza dependiente del tiempo F(t)

Aqui se puede dejar expresado

o) = / (2.16)

Ft) = (0)+ (0} + — / dt” /
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donde las integrales se podrdn hacer cuando la fuerza sea dada en forma
explicita.

Fuerza dependiente de la posicién

En movimiento unidimensional. Si F' = F(x)7 tenemos que

mi = F(x), (2.17)
pero existe la identidad
. 1d
r=—-——0
2dx"
de modo que se tiene una ecuacién diferencial
1d ., 1
— 2R
2dz.  m (@),
de donde
2 x(t)
#2(8) — #2(0) = = / Fla)dz,
m Jz(0)
o bien

z(t) X
i(t) = \/aa2<o) + % / , P = Z—t (2.18)

y podemos finalmente separar variables en la forma

dx
\/j;2(0) + 2 [*0 P(x)da

dt =

e integrar por segunda vez

z(t)
t= / do . (2.19)
z(0) \/552(0) +2 f;(o) F(x)dz

El problema estaria resuelto si dada F(z), la integral la realizamos y es
posible de alli despejar x(t). Tarea no necesariamente simple.

Lo anterior puede simplificarse o calcularse para casos especificos de fuer-
zas.
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Por ejemplo la fuerza elastica

F(z) = —ku,

se obtiene

x(t) dr
b= /
2(0) , /i2(0) — 2 ff(o) kxdz

_ /ﬂc(t) dx _
2(0) \/¢2(0) — £ (22 — 22(0))

Sin perder demasiado podemos suponer que x(0) = 0 de modo que

z(t) dr
/0 \/32(0) — L2
m [*® dx
il v
mo . T

a(t) = \/%j:(O) sin \/gt. (2.20)

Msds detalles serdn dados al estudiar més adelante el llamado movimiento
arménico simple.

Para el 1ltimo caso particular, existe un método alternativo mas fécil. En
efecto de

de modo que finalmente

mi = —kx,

y si se define

tenemos que
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y usted puede facilmente comprobar que una solucién general es de la forma
z(t) = C cos(wt + ¢).

La evaluacién de las constantes C' y ¢ segin sean las condiciones iniciales

z(0), £(0), se hard mds adelante al estudiar el movimiento arménico simple.

Movimiento unidimensional con fuerza viscosa

Consideraremos el efecto que produce la presencia de una fuerza contraria
y proporcional a la velocidad de la forma

F, = —pmaz.

Este tipo de fuerza se manifiesta cuando un cuerpo se mueve en el interior
de un fluido, liquido o gas.
La ecuacién de movimiento serd

mi = —pmi, (2.21)
o bien si llamamos v = &
.
dt ’
de donde es trivial separar variables
d
&~ B,
v
y se puede integrar
v(t)
In—= = —pt

v(t) = v(0)e ™,
que puede integrarse por segunda vez
—2(1—e™P). (2.22)
Note que la velocidad tiende a cero y la posiciéon alcanza un maximo

=z(0) + —=

Tmax
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2.2.2. Dinamica del movimiento circular

Para el movimiento circular es conveniente expresar las ecuaciones de mo-
vimiento en coordenadas polares con origen en el centro de la circunferencia,
de modo que se tiene en componentes polares

m@

Fy = mRé. (2.24)

Existen diversas posibilidades para el tipo de movimiento circular, depen-
diendo de las fuerzas que actien, cuestion que se plantea en los ejercicios. Si
la fuerza es puramente radial, Fy = 0, de lo cual se deduce que el movimiento
es circular uniforme, es decir 6 es constante.

2.3. Dinamica del movimiento circular

Cuando un cuerpo esté restringido a moverse en una trayectoria circunfe-
rencial, es mejor utilizar coordenadas polares. Aqui el radio serd constante y
variard solamente la coordenada angular . En la figura se ilustran las compo-
nentes polares de la fuerza que actia sobre la particula F). y Fy. Recordando
lo establecido en el capitulo de cinematica

RO, (2.25)
—RO°# + RO, (2.26)

1
I

2y
|
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la segunda ley de Newton en componentes polares serd

F, = m(—R), (2.27)
Fy = mRé. (2.28)

EJEmPLO 2.3.1 Una particula de masa m puede moverse por el interior de
una superficie circular lisa de radio R cuyo plano estd vertical. Inicialmente
la particula parte del punto mas bajo con una rapidez inicial vy. Analice las
diversas posibilidades que tiene el movimiento de la particula en funcion de
la rapidez inicial.

Solucién. La figura ilustra las dos fuerzas que actiian sobre la particula
mientras ella permanezca en contacto con la superficie. Antes de plantear
nada matematico usted debe darse cuenta de las posibilidades y luego que eso
esté claro, proceder a un andlisis méas detallado. Es més o menos evidente que
si la rapidez inicial es pequena, la particula efectuard oscilaciones. Si ella es
mads grande, la particula puede perder el contacto pasado los noventa grados.
Si es mayor atin, podrd dar vueltas completas. Las ecuaciones generales se
reducen en este caso a

F, = —N —mgsinf = m(—RQz), (2.29)
Fy = —mgcos =mR0,. (2.30)
la segunda ecuacion puede integrarse porque es una identidad que
- 1d .2
0=—-—0
2d0 7
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Figura 2.2:

obteniendo

U2 2
EO —2g(1 +sinf) = RO

. .. 52 .
De la primera, eliminando 6 se obtiene

2

N = —mgsinf + m(%0 —2¢(1 +sin#)),
2
= % —mg(3sinf + 2).
de la primera
N —mR§® = —mgsin 0 (2.31)

= Vueltas completas. La particula realizard vueltas completas si N per-
manece positiva para todo 6. Observando la expresién para N es caso
mas desfavorable ocurre si § = 7, luego la condicién sera

2
Tl mg(=3-2) 2 0,

0 sea
vg = \/HgR.
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» Oscilaciones. Para que esto ocurra la particula debe detenerse antes
que la normal se anule. Esto significa que # = 0 antes que N se anule.
Pero si 6 > 0 la ecuacién (3.36) indica que

N —mRO® = —mgsinf < 0,
N < mRé,

o sea no puede anularse f primero. Luego pueden haber oscilaciones
sélo si # = 0 para 0 < 0, y eso requiere que

2
E? —2¢g(1+sinf) =0 para 0 < 0,

de donde

vo = \/29R(1 +sin ) < \/2gR.

= Despegues. Para que la particula despegue, pierda el contacto, debe ser
N =0con 0 <6< m/2luego

2
0 = % —mg(3sinf + 2),

vo = +/gR(2+ 3sinf),

V2R < w9 < \/bgR.

= Analisis del despegue y siguiente punto de impacto
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Sea 6 > 0 el angulo del despegue. De N—mR§* = —mgsin @ para N =0
podemos evaluar

vh = RO = \/gRsin®),
y usando las ecuaciones de los proyectiles

r = Rcos — vjtcos(m/2 —0),
1
y = Rsin@—i—vétsin(w/?—@)——gt2,

2
reduciendo
r = Rcost —+/gRsinftsinb,
1
y = Rsinf+ +/gRVsinftcost — §gt2,
calculemos

1
22+ 9% = R? — g\/gRVsin 0t® cos 0 + 192t4

y para x2 + y?> = R? que caracteriza al punto de caida, se obtiene el

tiempo
IR~
t =44,/ —+sinfcosb
g

y asf evaluamos las coordenadas del punto de caida resultando después
de algunas simplificaciones

r = Rcos30 = Rcos(—30),
= —Rsin30 = Rsin(—30).

Esto es el punto de caida se produce en el angulo —36.

A
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2.3.1. Movimiento de una particula cargada en un cam-
po magnético uniforme

Una particula con carga ¢ al moverse en un campo magnético B experi-
menta la llamada fuerza de Lorentz

F =qv x B.
Entonces, si esa es la unica fuerza, la segunda ley de Newton conduce a

dv

ms = qi B. (2.32)

Si el campo magnético es uniforme y constante en el tiempo, digamos

B = Bk,
entonces g 5
v qbo_ 5
- _ 2.
o U k, (2.33)

que puede integrarse. En la direcciéon z no hay aceleracion, luego
z(t) = 2(0) + v, (0)t.

En el plano x, y podemos escribir en componentes

.. qBy .

r = —Y,
m
. qBy .
y = ——Z,
m
de donde es evidente que
7 + i) = 0,

que implica
\/ 1% 4+ 92 es constante.

Adems3s si las integramos una vez tendremos

) ) B
Bo= dp+ 2y — o),
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y obtenemos ecuaciones separadas para z, ¥, lineales no homogéneas

qBo qBo

T = —(jg— —(z—=x
m (y() m ( 0))7
. qBo , . qBo
= —(z —(y — )
Y (2o + - (Y — vo))
Llamando
_ qBo
Ww=-—
m
las ecuaciones son
F+wlr = wiy+ wito,
U+ w2y = —woo+ w2y0,

de donde
Yo :
r = x9+ = + Acoswt + Bsinuwt,
w
T .
y = yo— — + Ccoswt + Dsinwt.
w

Imponiendo las condiciones iniciales

0 - @ + A7
w .
0 = _ﬂ + 07
w
,i’o = Bw,
Luego y finalmente
r = xo+ Yo _ @coswt—l— —OSiIth,
w oW w
y = yo— Lo + 29 coswt + R sinwt.
w w w

Es inmediato posible verificar que

(o =20 = 202 (y =g+ 207 = (L2 4 (Do,
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0 sea que en su proyeccion en el plano zy la trayectoria es una circunferencia
con centro en las coordenadas

To = (Io—l-@,
w
To
Yo = Yo— —
w
y de radio
Yo T
R=/(=)>+(—)2
@y 4 (2

2.3.2. Solucién alternativa para la velocidad

La ecuacion 2.33 puede derivarse sucesivamente limitdndonos al movi-
miento en el plano xy obteniendo

dv -

— = wixk,

dt

d*v - -
d_tg = w(wix k) x k=—w*T
d3v 5 . .
— = —Wwixk=—-wTxk
dt3
d*v

dtt

Ahora hacemos una expansiéon de Taylor

B I S t2 gy 13 35 o J L
v()—vo—i—ﬂ(wvox )—l—i(—wvo)—l—g(—wvox )4—5( o) + -+

que equivale a

T(t) = Ty coswt + Ty X ksinwt,

que se puede integrar respecto al tiempo obteniendo para el plano xy

~

170><]€

—

7(t) = 7(0) + % sinwt +
w

(1 — coswt).
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2.4. Ejemplos

2.4.1. Fuerzas constantes o dependientes del tiempo

EjEMPLO 2.4.1 Un cuerpo de masa 10kg, se encuentra sobre una superficie
horizontal dspera, de coeficiente de friccion estdtico y cinético g, = 0,2 y py, =
0,1, respectivamente. Si sobre el cuerpo se aplica una fuerza horizontal de
magnitud 60 N que actia sélo durante 10s, determine la posicion y velocidad
en tiempo t.

Solucioén. La fuerza de roce estatica méxima es
frix =y N = pmg =0,2 x 10 x 9,8 = 19.6N,

luego el bloque acelera. Hay que hacer el andlisis por tramos.

H0<tZ10
ma = F —pmg,
u - 60 — 0,2 x 10 x 9,8 4 0dms-2
10
Entonces

1
w(t) = 5@752:2,02152,
v(t) = 4,04t

B 10 < ¢ < th4. El tiempo méximo es cuando el bloque se detiene y se
sabra luego. Ahora

ma = —jmg,

2x1
a = —M:—l.%msd.

10

La posicién y velocidades iniciales son las finales del primer intervalo

z(10) = 2,02 x (10)* = 202m,
v(10) = 4,04 x 10 =40,4ms !,
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luego

v(t) = v(10) +a(t — 10) = 40,4 — 1.96(¢t — 10) = 60,0 — 1. 96t ms ™",
1

z(t) = z(10) +v(10)(t — 10) + §a(t —10)?

1
= 202 +40,4 x (t —10) — b 96(t — 10)?
= —300,0 + 60,0t — 0,98¢>.

El instante en que la velocidad es nula da

60,0
‘< :—7: . ]_ .
Tmsx 106 30.61s

A

EJEMPLO 2.4.2 Sobre un blogue de masa m que se encuentra sobre un plano
horizontal liso e inicialmente en reposo actia una fuerza constante F' durante
un tiempo T, luego la fuerza se invierte y actia otro intervalo de tiempo T,
luego la fuerza no se aplica mds. Determine la posicion y velocidad en todo
tiempo.

Solucién. En los diferentes intervalos de tiempo la segunda ley nos dice

que
F
a==+—.
m

Integramos por tramos considerando que las posiciones y velocidades finales

son las iniciales del siguiente tramo.

1F
z(t) = §Et2, 0<t<T,

F
o(t) = —t, 0<t<T,
m

() = x(T)—H)(T)(t—T)—%%(t—T)Q, T <t <o,
o) = v(T)—%(t—T), T <t <o,

ahora la aceleracion es nula

v(t) = v(2T), 2T <t,
x(t) = z(2T)+v(2T)(t—2T), 2T <t.
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Procediendo a los reemplazos resulta

1F
x(t) = ——4Tt—t*—-2T%), T <t<2T,
2m
2T —t
v(t) = F , T <t<2T,
m

v(t) = v(2T) =0, 2T <t,
F
x(t) = x2(27) = ETQ’ 2T < t.

A

EJEMPLO 2.4.3 Sobre un blogue de masa m que se encuentra sobre un plano
horizontal liso e inicialmente en reposo actia una fuerza F' = Fjcos %

Determine la posicion y velocidad en todo tiempo.

Solucién. Este ejemplo tiene un parecido con el ejemplo anterior en el
sentido que a fuerza va cambiando de signo periédicamente, pero es mas facil.
En efecto basta integrar dos veces

dv 2mt

m% = Fycos -

luego
. F[) t 2mt FO T . 27t

t “dt=—sin=—
v(t) - 0COST — o sl =,
integramos de nuevo
t 2
F[) T . 27t FO T 27t
)= ——sin—dt=—|—) (1 —cos—
#(t) 0 m2m ST m (QW) (1= cos T )
A

2.4.2. Fuerzas dependientes de la posicién o de la ve-
locidad

En estos casos la segunda ley serd de la forma

dv
>~ _F
m = F)
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y la técnica que permite integrar se denomina separacién de variables. Basta
reordenar la ecuacién en la forma
dv
m
F(v)

= dt,

y es inmediato poder integrar una vez

/v(t) dv /t

m = dt =t.

v(0) F(v) 0

Si F(v) no es demasiado compleja quizas usted pueda hacer la integral. Des-

pués deberd despejar v(t) e integrar por segunda vez.
Alternativa: Si se multiplica la segunda ley por dx resulta

dv

mdma = dzF(v),
reordenando
muv dv =dx
Flv)y 7

que se puede integrar para obtener la relaciéon entre velocidad y posicion

/'U(x) dv /vx
m v = dr = x.
() F(U> 0

EJEMPLO 2.4.4 Una particula de masa m, se lanza con rapidez inicial vy
sobre un plano horizontal liso. El aire ejerce sobre la particula una fuerza
resistente proporcional a la velocidad con constante de proporcionalidad k.
Calcule la posicion y la velocidad de la particula en funcion del tiempo.

Solucién. La segunda ley serd

dv

ma = —kv,

separando variables

integrando
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despejando v(t)
_ky
v(t) = vge m",
que muestra que la particula se detiene en ¢ — oo. Integramos por segunda
vez

t
mo,
x(t) = / U()G_%tdt = —0(1 — e_%t),
0 k
que muestra que la particula recorre una distancia méaxima
muvg
Tméx = —7
¢ k
a pesar que no se detiene nunca.
Alternativa:
En este caso podemos también escribir
dv
mdx— = —kvdz,
dt
luego
mvdv = —kvdzx,
k
dv = ——dx,
m
que es integrable
u(t) 2 x
/ dv = —— dzx,
Vo m 0
luego
kx
v(t) = vg — —,

que indica como varfa la velocidad de la particula con su posiciéon hasta que
se detenga.

A

EJEMPLO 2.4.5 Una particula de masa m, se lanza con rapidez inicial vy
sobre un plano horizontal liso. El aire ejerce sobre la particula una fuerza
resistente proporcional al cuadrado de la rapidez con constante de proporcio-
nalidad k. Calcule la posicion y la velocidad de la particula en funcion del
tiempo.
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Solucién. Ahora

dv
= —Lkv?
m— v,
separando variables
dv k
—2 - ——dt,
v m
integrando
u(t) d t L
/ = Zat,
Vo v 0 m
1 Lkt
v(t) v m’
despejando v(t)
U(t) - 1 + kt_ﬂzo>

que muestra que la particula se detiene en t — oo. Integramos por segunda

vez .
g m ktvo

t) = dt =—In|14+—
x(t) /01+'“,ZZ° kn<+m>,

ahora la particula recorre una distancia infinita.
Alternativa:multiplique por dx la segunda ley

d
mdx—v = —kvidz,
dt
reordenando
mudv = —kv?dz,
v = —de,
v m
integrando
w0 ke
Vo m

o sea la relacién entre velocidad y posicion es

kx

v(t) = voe~ ™.

A
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EJEMPLO 2.4.6 Una particula de masa m estd sometida a una fuerza elds-
tica —kx, e inicia su movimiento con rapidez inicial vg y x = 0 sobre un
plano horizontal liso. El aire ejerce sobre la particula una fuerza resistente
proporcional al cuadrado de la rapidez con constante de proporcionalidad [3.
Calcule la velocidad de la particula en funcion de la posicion mientras avanza
hacia la derecha.

Solucién. Ahora

d
md—: = —kz F Bv?,

donde el signo menos aplica cuando la particula se mueve hacia la derecha
y el mds cuando se mueve hacia la izquierda. Ahora no es trivial separar
variables. Pero existe la identidad

dv B dx @ dx dv dv

dt ~ dedt  dtde dv’

lo cual permite dejar dos variables, v y x

mudv £ fuide = —kxd.

Veamos si al multiplicar ambos miembros por alguna funcién g(z) que hay
que determinar para que el lado izquierdo sea la diferencial de alguna funcién
de z y v. (El llamado factor integrante)

mug(z)dv + Bv*g(z)dr = —g(x)kadr.

Como se explico, vea (?7) debe ser

Lmug() = i (x),
O Sea
0
ma—9(z) = 269(z),
de donde
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luego
mudve = + /3@2de2% = —kmdmezﬂ%,
1 « e
d(imlﬂezvi ) = —kmdme%,
integrando
1 x 1 e
imv2e%% = —ikﬁewﬁ +C,
1 1 e
§mv2+§km2 = Ce’%,
ent=20
1
imvg = C,
1 1 e
§mv2+§kx2 = §mvgeﬁr€z
finalmente
« Kk
v = \/’Uge e L2
m
A

2.5. Sistema de Particulas

Estudiaremos ahora la llamada dindmica de un sistema de particulas, se
tiene in conjunto de particulas de masas conocidas actuadas por fuerzas de
origen externo al sistema y fuerzas de interaccién, es decir las que realizan
las otras sobre una determinada.

2.5.1. Ecuaciones de movimiento

Se presentan las principales definiciones y relaciones cineméticas asi como
las ecuaciones clédsicas de movimiento para un sistema de particulas puntua-
les suponiendo interacciones que cumplan el principio de accién y reaccion.
Las definiciones de cantidades Fisicas cineméticas, que involucran las masas,
las posiciones, las velocidades, tales como la energia cinética, momentum li-
neal, momentum angular, son naturalmente relativas al sistema de referencia
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que se escoja. Entre esos diversos sistemas de referencia, las relaciones que
existan entre esas cantidades fisicas, se desprenderédn de las transformaciones
de Galileo para sistemas, vea figura (?77), que se trasladan unos respecto de
otros con velocidad constante o/

=/

v =7 — vt

=1

=i

Figura 2.3: Transformacién de Galileo

Mads en general para sistemas de referencia arbitrarios, admitiendo acele-
raciones y rotaciones de ellos respecto a uno supuesto fijo, las relaciones
entre velocidades y aceleraciones de particulas son més complicadas. Podemos
adelantar que las relaciones entre velocidades y aceleraciones son (5.2,5.3)

T=Ta+@ X7 +0",
G=ds+ax7 +20xT™ +Tx (Gx7)+a",
siendo @ = di/dt. Debe notarse que la velocidad y aceleracion relativas son
las derivadas de los vectores posicién y velocidad relativos manteniendo fijas
las direcciones de los ejes méviles, lo cual en algunos textos se indica por
=/ = rel
or el _ v

ot ot

—rel __

v
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2.5.2. Sistema Inercial de referencia

En la formulacion de la dindmica cldsica, se supone la existencia de al me-
nos un sistema privilegiado de referencia, un Sistema inercial de referencia.
Por definicién, un sistema inercial de referencia es aquel (hipotético) sistema
relativo al cual una particula libre tiene velocidad constante o en particular
nula (vea pagina 5 de referencia [?]) . Como consecuencia de la transforma-
cién de Galileo, todo sistema que se traslade con velocidad constante respecto
a uno inercial de referencia, es también sistema inercial de referencia. La e-
xistencia de uno por lo menos, serfa materia de validacién experimental, con
las obvias dificultades que ello presenta. Se acepta que al menos aproxima-
damente, el marco de las estrellas fijas, lo es. Esta es una materia hoy en dia
de acuerdo internacional. En efecto en Agosto de 1997, la Unién Astronémi-
ca Internacional (IAU) decidié que a partir del primero de Enero de 1998,
el TAU sistema de referencia celestial sea el sistema (ICRS), en reemplazo
del sistema FKb5. Hay abundantes referencias en la WEB, por ejemplo en
http://hpiers.obspm.fr/webiers/general /syframes /icrsf/ICRS.html.

Definiciones y notacién

Respecto a un determinado sistema de referencia, ver fig.(2.4) (no
necesariamente inercial), sean
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1 indice 1=1,2,3---N
N entero mimero de particulas del sistema.
My e e masa particula ¢.
Ti e e, vector posicién particula i.
v, = dr;/dt velocidad particula .
a = dv;/dt aceleracion particula 7.
F, fuerza externa actuando sobre particula i.
fig o fuerza que particula j ejerce sobre particula i.
P = MU Momentum lineal del sistema.
1
K = % E mv? Energia cinética del sistema.
(2
Ly = E m,;T; X U;  Momentum angular del sistema respecto a O.
(2
Feet = E F; Fuerza externa resultante.
7
rgt = E T X F Torque resultante externo respecto a O.
K3
M = E m; masa total sistema.
(2
o = E m;7;/M  posicién del centro de masa.
(2

En este resumen no se pretende discutir los fundamentos de la formulacién
Newtoniana, cuya mayor dificultad radica en las definiciones
(independientes) de Fuerza, masa y aceleracidn, asi como en los conceptos
de espacio y tiempo, que supondremos materias conocidas.

2.5.3. Ecuaciones de movimiento

Con respecto a un sistema inercial de referencia, cada una de las N par-
ticulas cumple con la llamada segunda ley de Newton

mid; = F+ > fi. (2:34)
J#i

Fe*t representa la fuerza externa actuando sobre la particula i. Si las fuerzas
de interaccién f;; satisfacen la llamada ley de accién y reaccién, es decir
J )

fig+fi=0, y  fiyx(ri—7;)=0,

puede demostrarse a partir de las NV ecuaciones de movimiento, los siguientes
importantes teoremas
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=1

sistema

Figura 2.4: Sistema de particulas

» TEOREMA 2.6

DEMOSTRACION 6

Si sumamos todas las ecuaciones (2.34) obtendremos

Zmid;:zﬁri‘
i i

—

dP

dt

> D fi

i

(2.35)

pero debido a la ley de accion y reaccion, la suma doble se anula, entonces

» TEOREMA 2.7

d .
E Z m;v;

dP

dt

ZF;Z _ Femt’

ﬁemt

Mg = Fe.
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DEMOSTRACION 7
Este teorema sigue del anterior al considerar que

P = Zmﬂ_fz = %Zmzf;

d m;T; .
% i M MUG
dLo .,

DEMOSTRACION 8
Basta considerar que

Sk = X =y S ) x i =0,

JF JFi J#i

luego tendremos

E miri X a; = g 7“7‘><Fi+§ E i X fij,
i

i i g
d oL L=
£mexvi = ZTZ‘XE,

i i
que prueba el teorema.

Las ecuaciones (2.35) y (2.36) son, en general, insuficientes para deter-
minar las posiciones de las particulas siendo la excepcién mé&s notable un
sistema rigido de particulas, que tiene justamente 6 grados de libertad, o en
otras palabras, que su posicién puede especificarse con solo 6 coordenadas o
pardmetros. La segunda de las ecuaciones anteriores, toma la misma forma
en un sistema especial, no necesariamente inercial, con origen en el centro de
masas G y tal que sus ejes no roten. Es decir, puede probarse que

dle _ rest, (2.37)
dt
Entre el sistema inercial y ese otro mencionado con origen en G, pueden
demostrarse las siguientes relaciones (relaciones de Koenig), consecuencias
simples de la transformaciéon de Galileo
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» TEOREMA 2.8
De Koenig

LO = MT?le_))G—i‘EG

1
K = §Mvg+KG

siendo K¢ y L¢ la energia cinética y momentum angular relativos al sistema
con origen en G.

DEMOSTRACION 9
En efecto, si usamos la transformacion de Galileo, podemos escribir (si los
ejes moviles no rotan)

de modo que resultara

-

Lo = > mi(i +7a) x (5 + )
= Y mi( 7 X T + 7 X G + 7 X Vg + o X Ua),

pero
—/ -/
E m;r; =0, E m;v; =0,

de donde sigue el primer resultado. Similarmente
K = 23 i@ +00) - (@ + 7a)
9 i\Vi G 7 G
1 A YA = L - I LA =
= 52”%(%’ U+ Ug - U+ Ug - U+ Ug - Ua),
de donde sigue el segundo resultado.

2.5.4. Torque en punto arbitrario

En general, si se considera otro sistema con origen en un punto A, cuyos
ejes no roten, definimos

La=) milfi = 7a) X - (F; = 7a)
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entonces considere el siguiente desarrollo

L 2

0= D mlE = ) X o (= )
= > mi(Fi = a) X (G — da)

= mt X (G — @a) — Y miTa X (@ — @)

= d—EO—MT_')ch_L)A—T_“AXZﬁ@t—FMFAXC_L)A
dt i

= > (7 —7a) x F™ 4 M(Fa — i) X da.

es decir

Iy =
dd—tA = Tt — MAG x da, (2.38)

de modo que, la relacién entre derivada del momentum angular y torque, es
valida para puntos (A) que cumplan una de las siguientes condiciones:

5 5 —
A=G, as =0, a, paralela a AG.
Usted puede demostrar que ademés se tiene en general.
- 5 5 —_— o —
LO :M’I“A ng+MAGXUA+LA.
Aplicaciones de la ecuacién (2.38) pueden verse en ([?]).

EJERCICIO 2.5.1 Discuta la posible aplicacion del tercer caso (d paralela a

AG ), cuando se trata de un cuerpo rigido que rueda sin deslizar, conside-
rando el punto A como el punto de contacto. Es un error comin considerar
como argumento para el uso de lo anterior que dicho punto tiene velocidad
wmstantdnea cero, pues en general tiene aceleracion no nula.

2.5.5. Teorema Energia Trabajo

De las ecuaciones de movimiento es posible escribir una primera integral
de ellas en la forma que sigue, donde, sin perder generalidad, se separan las
fuerzas externas en sus posibles partes conservativa y no conservativa. Ade-
mas se supone que las fuerzas de interaccién son derivables de un potencial de
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interaccion dependiente de la distancia entre las dos particulas y posiblemen-
te de pardmetros propios de ellas dos (masas, cargas, etc.). En el caso de un
sistema rigido de particulas, la tltima suposicién no es necesaria, por cuan-
to el trabajo que realizan las fuerzas de interaccién es nulo, al mantenerse
constantes las distancias entre particulas. Este teorema es

AK +V + V) = W<, (2.39)

donde el trabajo no conservativo (nc) externo (ezt) es la integral de linea

2
_’ezt,nc -
1
V es la energfa potencial asociada a la posible parte conservativa de la
fuerza externa y V" la energfa potencial de interaccion. Si el lado derecho,
el trabajo realizado por la posible parte no conservativa de la fuerza exterior
es cero, entonces se conserva la energfa mecédnica total del sistema. En el caso

importante de un sistema rigido de particulas, al no variar las distancias entre
las particulas, puede tomarse V" = (.

Demostracion

Para demostrar lo anterior consideremos que la fuerza externa F. es en
parte conservativa derivable de un potencial V (7,75, - ,7x) y las fuerzas
de interaccién ﬁj conservativas derivables de un potencial de interaccién
Virt(7, ;). Entonces las ecuaciones de movimiento puede escribirse

ij
G =F+ Y fiy=-VV+E*+> (=VVM(#5, 7).
J# J#i
Multiplicando - dr; y sumando todas las ecuaciones se obtiene

Zmicil—?-dﬁ Zvv dn—i—ZF”c di; = Y N NV, ) - dF,

JFi
pero

dvi o _ 1 d o,
dt ot dr v
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y

( DD Vi ?,3) = —ZZvvmt ) T+ = szvm

JFi JFi J#Z

= > 3 VIR ) - dis,

J#i

dado que V" (7, 7;) = V" (7, 7). Luego tenemos
1 B ‘
dy° §mivi2 = —dV + > - di; —dvV™,

donde
yint — Z Z Z Vznt —{
J?él
y esto prueba el teorema en su forma diferencial

dK +dV +dV™ =" Fre - diy = dW™.

2.5.6. Sistema de dos particulas

El problema definido por el conjunto de ecuaciones (2.34), es en general
no solucionable analiticamente, si N > 3. La principal dificultad consiste en
la imposibilidad de separar variables. El sistema de dos particulas interac-
tuando a través de una fuerza conservativa es un caso soluble de sistemas de
particulas. Tomando en cuenta la validez del principio de accién y reaccion,
las dos ecuaciones para ese caso son

midy = f(7"1 - 7“2)
Maly = _.]F(Tl - 7“2)-

Esas ecuaciones son facilmente desacoplables utilizando como nuevas varia-
bles las posicién del centro de masa 7 y la posicién relativa 7 = 7 — 15
resultando

Midg
ua

0,
F(7), (2.41)

(7, 75) - di
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siendo 4 la masa reducida del sistema de dos particulas, es decir

mims

= — 2.42

= (2.42)
Entonces, el problema se ha reducido a resolver el problema de una particula
de masa reducida p en presencia de una fuerza central, con centro de fuerza
en una de las particulas. Este resultado es sorprendentemente simple consi-

derando que el origen (la posicién de una de las particulas) esta acelerado.

EjempLO 2.5.1 Considere dos particulas de masas my yms que estdn unidas
por una cuerda inextensible liviana de longitud L y no hay otra fuerza mds
que la tension de la cuerda. Las particulas se colocan en movimiento con
velocidades en el mismo sentidos y perpendiculares a la cuerda de magnitudes
v1 Yy vo. Determine la tension de la cuerda.

Solucién. De acuerdo a lo explicado
mia; =
- _ gl
Mal =

de donde para 7= 7] — T, se obtiene
ua = =TT,

o sea la aceleracién relativa es radial dada por

La trayectoria relativa es obviamente una circunferencia de radio L de manera

que
T

po L

la rapidez relativa es tangencial de magnitud v = |v; — v,] por lo tanto

oM o1 — s
R

A
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Energia cinética

Las posiciones individuales de las dos particulas pueden escribirse

1= G+—M7“,
- - my
2:71G_7‘[T7

1 =Yg+ MU’
2 = Vg — Mvu
por lo cual la energia cinética sera
1 1
K = 577111]% -+ 57””21]%
1 2 mo _, N meo 2
- o (e (35
le(vG—l— MUG U+ MU )—i—
1 2
b (- 27+ (2

1 1 2 2
= M+ (ml (370) +m2(577) )
1 1mime ymo mq
— M2 4 2 (_ 2 2
3 et 3T

que prueba el importante resultado.

K= leg - lmﬁ. (2.43)
2 2
EJEMPLO 2.5.2 Suponga un asteroide esférico de 10km de didmetro que tie-
ne una rapidez de 60 kms™, con una densidad (como el agua) de 1000 kg m~3.
Determine la energia que deberia liberar una explosion interna para dividir
al asteroide en dos trozos iguales, cada uno formando un dngulo de cinco
grados respecto a la direccion de la velocidad original.

Solucién. La cantidad de movimiento en la direccién inicial se conserva,
luego
m
muy = 2 X 51}' cos?,
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de donde
e
cosf
La energia necesaria serd
E = K-K=
1 1
= §m(v')2 §mv§
1

= —muv]tan®0.
2

Calculos dan

1000
= 60—— =60.28ms!
Yo 3600 s

4
nzzzgmwp:524xuWkg
7.287 x 1017 ],

= 1,7 megatones.

&
|

A

EJEMPLO 2.5.3 En otra suposicion considere un asteroide esférico de 2000 km

de radio que tiene una rapidez de 70000 kmh ™!, con una densidad de 5000 kgm 3.
Determine la energia que deberia liberar una explosion interna para dividir

al asteroide en dos trozos iguales, cada uno formando un dngulo de cinco
grados respecto a la direccion de la velocidad original.

Solucién. La cantidad de movimiento en la direccién inicial se conserva,
luego
m
mug = 2 X 51}' cos 0,

de donde
e
cosf
La energia necesaria serd
E = K -K=
1 1
= §m(v')2 §mv(2)
1



76 DINAMICA.

Calculos dan

1000
= kmh™! = — = . -1
Vo 70000 km 700003600 70000.3ms ",
4
m = —nR% =1.7x10%kg,

3
E = 3.2x10%J,

7.6 x 10" megatones.

A

NoTA 2.1 Hace aproximadamente 65 millones de anos atrds un asteroide
de alrededor de R = 20km de radio y una velocidad del orden v = 20 kms™!
impacté la Tierra y causo el fin de la mayor parte de la vida en la Tierra. Si
suponemos una densidad del orden de p = 5000 kgm™—2 (5 veces la del agua)
su energia cinética seria

1.4
K= §(§WR3p)U2 = 33.52 x 10* ],

y como 1 megaton = 4,2 x 10*® J esa energfa equivale aproximadamente a
K = 8 x 10° megatones,

quizds la explosion de todo el arsenal nuclear actual. La bomba atémica de Hi-
roshima fue del orden de 6—10 megaton. Vea més detalles sobre las consecuencias
del impacto en http://www.eas.purdue.edu/eas109/ Day %20the %20 Dino-
saurs %20Died.htm.

2.6. Campo Central de Fuerza

Consideraremos una particula de masa p sobre la cual actia una fuer-
za central conservativa cuya direccién es paralela al vector posicién 7. Méds
adelante, al estudiar scattering entre dos particulas consideraremos maés en
detalle la presencia de los dos cuerpos y la transformacién entre coordena-
das relativas y coordenadas del laboratorio Por ahora, el vector posicién 7
representard el vector posicién relativo entre las dos particulas. Si escribimos
la fuerza central como

firy = -0,

y se deducen de aquf
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» TEOREMA 2.9
Se conserva el momentum angular lp = pr X v.

DEMOSTRACION 10

Tenemos
L= av(r) .
pa = f(7) = —— =1,
de donde
e T
T X pua = pur X 7 =0
o bien

d —
%,ufx Uv=0=lp = ur X v= constante.

» TEOREMA 2.10
La trayectoria estd sobre un plano fijo, perpendicular al vector constante lg.

DEMOSTRACION 11
Del teorema anterior sigue que

—

lo- T=purxv-r=0,
de modo que 7" permanece sobre un plano fijo perpendicular a lo.

Por lo tanto, es suficiente utilizar coordenadas polares (r,6) en el plano del
movimiento. En esas coordenadas, las ecuaciones de movimiento serdn

d*r .2 dv(r)
y .
lo = pr®0 = constante. (2.45)

Eliminando 6 es posible escribir una ecuacién radial para r(¢) y su primera
integral que corresponde a la conservacion de la energia E. Es decir

NE AT

dat?  pPr3 dr
y una primera integral de esta corresponde a la conservacién de la energia

1 1 [2
—p® +V(r) = spr? + =2

5 5 3,2 + V(r) = E = constante.
wr
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Si llamamos potencial efectivo para la coordenada radial a

Uef — l(?)
212

+ V(r),

este es diferente de cero incluso para una particula libre. El efecto del primer
término es siempre repulsivo lo cual se puede entender, para el caso de una
particula libre que se mueve en linea recta, simplemente porque la distancia
r al origen pasa siempre por un minimo. Para potenciales V (r) atractivos
(negativos), en general pueden haber maximos y minimos de la distancia r,

los llamados puntos de retorno r, y ro. La figura que sigue
U

A ef

E>O0
>O \rl 2

E<O

v
—

min

Potencial efectivo
ilustra porqué cuando la energia es negativa, hay dos puntos de retorno ry
y 72. Cuando la energfa total iguala a U.s entonces 7 = (0. Para energfas
positivas habrd sélo un minimo de r. También se entiende porqué la minima
energfa posible corresponde al caso de la circunferencia con r; = rs.

2.6.1. Ecuacién diferencial para la érbita

La dependencia de las variables polares en el tiempo es compleja. Es
mds simple encontrar la dependencia de la distancia con el dngulo, es decir
encontrar la érbita. En efecto, haciendo uso de la conservaciéon del momentum
angular, es posible eliminar el tiempo de la ecuacién radial (2.44) mediante

d _dod I d
dt — dtdd  pr?df’
resultando para s = 1/r la siguiente ecuacién diferencial (ecuacién de Binet):
d?s dV(1/s
o _ndvil)s
df l ds
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Para un campo de fuerza inverso al cuadrado de la distancia, la integracion
de la tltima ecuacién es simple. Es decir si

siendo K > 0 para el caso atractivo y repulsivo en caso contrario, entonces
la ecuacién se reduce a

d?s L
il - K
@ Tt
cuya solucién general, en términos de dos constantes e y « es
K
s = MT(l —ecos(f — a)),
%)
o bien
2 1

r =
uK 1 —ecos(f —a)’
con e la excentricidad de la érbita y « la orientaciéon del semieje mayor
de la cénica resultante, que son constantes por determinar en términos de
condiciones fisicas conocidas, inicialmente o en un punto de la trayectoria.
Si se considera la definicién de una cénica en términos de un foco y su

directriz
p+r cos(0) —. P

» eje polar
¢— p —»foco

Figura 2.5: seccién cénica

distancia a la directriz p, como el lugar geométrico de los puntos del plano
tales que la razon de las distancias al foco y a la directriz es una constante
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e, la excentricidad de la cénica, se obtiene una ecuacién de la misma forma.
En efecto, con respecto a la figura (2.5), puede obtenerse
r pe

=e=1r=

p+rcosf 1—ecosf

En el caso atractivo, K > 0, la trayectoria es entonces una elipse si 0 < e < 1,

v

eje polar

eje polar

elipse parédbola hiperbola

Figura 2.6: Tipos de coénicas

una pardbola si e = 1 y una hipérbola si e > 1. Valores de e negativos no
son necesarios de considerar, pues ellos corresponderia simplemente a rotar
la érbita en 180 grados, lo cual es preferible hacer con un valor adecuado de
a, ver fig.(2.6).

En el caso repulsivo, K < 0, la solucién deberfa escribirse

B 1
- ulK|ecos(f —a) -1’

r

y en este caso las trayectorias son solamente hipérbolas.
2.6.2. Relacién entre energia y excentricidad

Para relacionar la energfa con la excentricidad, usemos

1 2 K
E=_w?4+ 2L - — 2.46
Mt T (2.46)
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2 1
r= )

uK 1 —ecos(d — a)
Evaluemos la energia que es constante en el punto més préximo al centro de

fuerza, el cual existe en todos los casos y corresponde a § — a = 7 siendo
ademads ahi 7 = 0. Asf resulta

12 K
O ——:E,
2ur?
' 12 1
7‘1:—0 .
uK1+e

Si se reemplaza r; en la primera resulta

E::fé<ﬂﬂliﬂ)%_KﬂﬂLiQ

2 12 1
1 e? —1

= —-K?
2 ILL l2O Y

de donde sigue el resultado.

2B
pi?

=1+ (2.47)
La energia puede ser negativa pero a pesar de eso, la expresién anterior es
positiva. En efecto la expresion de la energia, aun cuando sea negativa debe
cumplir

1 12 K 12 K
E = — .2 o _ = > o _ =
H" * 2ur2 v T 2ur2 o’
pero la tltima expresién tiene un minimo el que ocurre cuando
d, I2 K 12 K
_( 02__):_%_’__2:07
dr " 2ur r ur r
es decir
%
r=—=
K
luego
2
B> o _5>@<ﬂ> g pK?
—2ur? or T 2u \ 13 13 202,
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O sea

que prueba lo afirmado.

EJERCICIO 2.6.1 Para el caso de orbita eliptica, demuestre que los semiejes
mayor y menor de la elipse estan dados respectivamente por

2 1 2 1

CTUK1— e K1 —e

EJERCICIO 2.6.2 Demuestre la ley de Kepler de los periodos, es decir de-
muestre que el pertodo en el caso de movimiento eliptico T’ esta dado por

TzZm/%a )

EJERCICIO 2.6.3 Una particula estd en drbita circular de radio a en torno
a la tierra, supuesta esférica, en reposo, de masa total M, de radio R, y
sin considerar roce con el aire. Demuestre que si la velocidad de la particula
es repentinamente cambiada por un factor f, la excentricidad de la drbita
resultante es

Nl

e= | 12— 1| .
EJERCICIO 2.6.4 Respecto a la situacion del problema anterior, determine

el factor f para que la particula pase tangente a la superficie terrestre.

2.6.3. Expresion integral para la trayectoria

Una forma alternativa para obtener la ecuacién de la érbita o trayectoria,
consiste en considerar
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de donde, eliminando el tiempo, se puede obtener

r(0)
1

— g+ -0
Vo) 2 E—V(r) = B/2u?)
70

0 dr. (2.48)

expresion integral para la trayectoria r(6).

2.6.4. Estabilidad de una d6rbita circular

Considere una particula moviéndose en un potencial central atractivo
V(r) de modo que
*r . %4
& 2 V()
dt? m

(2.49)

720 = constante=h. (2.50)

La solucién circular se obtiene con las condicion iniciales

r(0) = R,
v(0) = RH(0),
!/
o(0) = RV (R),
m
!
Lo~ R RV'(R)
m
La ecuacién radial puede escribirse
&r_w_ _V0)
a2 3 m
& B R3V'(R) B _V’ T)
dt? mr3 n m

Supongamos una pequena perturbacién u (sin cambiar la rapidez) de modo
que
r=R+u,

luego
d*u RV'(R) B V(R + u)

a2 m(R+u)® m
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expandiendo hasta primer orden en u

Pu_ V'(R) (1 . iu> _ VB vy

a2 m R m m

que se simplifica a

d*u 3VI(R) 1, B
ﬁ‘i‘( B +EV (R))U—O.

La érbita circular serd estable en el sentido de w realice oscilaciones armoénicas
de pequena amplitud y ello ocurre si

3V'(R
W= 7}_1(2 ) +V"(R) >0

lo que impone una restriccién a la forma del potencial cerca de la érbita .

V'(R) > —%V’(R}.

Si el potencial es del tipo

V(R) =X cone>0

R’
resulta
ne
V/(R) = Wa
" B n(n+1)c
ViR) = -
luego

n(n+1)c 3 nc
TR T T RRC

de aquf una condiciéon que debe cumplir n
(n+1)<3=n<2,

cuestion que es satisfecha por el potencial inverso a la distancia. En efecto si

M
Vi) = -2,

r
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3V(R) 1 3 GMm 1. 2GMm. GM
2 il ve/ - T I —
W= VIR = g ) =

y entonces el periodo de oscilacién serd

el mismo periodo de revolucién en la érbita. En este caso, la solucién pertur-
bada puede ser encontrada exactamente y se trata de una elipse.

2.6.5. Otro punto de vista
La orbita circular serd estable en 7 = R si el potencial efectivo

Uef — lé
212

+ V(r),

tiene un minimo local en » = R. Entonces debe ser

l2
V/(R) - ,UJ—}.%'?) 07
" 3l20
V (R) + W > 0
o bien, eliminando /3
3
VI(R)+ SV'(R) > 0

que es la misma condicién obtenida anteriormente.

2.6.6. Un caso inestable

La inestabilidad de la 6rbita circular para el caso

Vi) =
F(r) = 2
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es facil de comprender. Para este caso el radio de la érbita circular estd dado
segtn la rapidez v(0) de acuerdo a
v3(0) 2k 9 2k
= —==>v(0)=—.
TR R

La energia en general es

E = —ur - —
Pl * 2ur?  r?’
1, B 1
- = 0 _ =
2MT + <2/~L )7“2’
y la ecuacién radial es
12 1
1 r

2
Para la orbita circular £ = 0 y % — 2k = 0. Si la rapidez se aumenta
2
levemente (% — 2k) > 0 resulta # > 0, r crece sin limite. Si la rapidez se

_— 12 . I .
disminuye levemente (f —2k) < 0 resulta #* < 0, r disminuye a cero, es decir
particulas chocaran.

2.6.7. Otro caso estable

Para la fuerza eléstica con
V(r) = kr?,
hay érbitas circulares estables. El potencial efectivo es
l2
U = 2+ fr?
2ur? ’

luego la condicién de extremo en r = R da

S S S S 3
uR3 B o\ 2k’

y la segunda derivada es

Uy = %+2k—8k>0
= — '
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2.7. Problema de Kepler

Lo anterior puede aplicarse directamente al caso de dos particulas que
interactian gravitacionalmente. Recordemos que 7 = 7, — 7% por lo que las
6rbitas encontradas son las del movimiento relativo de la particula (1) res-
pecto a la particula (2). El centro de masa del sistema estd entre ambas a
distancias r; = %27 de la particula (1) y r, = S+ de la particula (2). El
centro de masa puede considerarse con velocidad absoluta cero (o moviéndo-
se con velocidad constante) de modo que respecto al centro de masa ambas
particulas describen el mismo tipo de curva siendo sus ecuaciones polares con
origen en GG y el mismo dngulo polar 6 las siguientes

y

movimiento relativo

meo l?) 1
r o= —
! M uK1—ecos(f—a)’
ry = ma l(Q) 1

M puK1—ecos(d —a+m)

con
mims

M

K =Gmymo, M =my+mg, p=

Podemos hacer algunas simplificaciones definiendo h = |7 X ¥/| obteniendo

m2h2 1
T =
! GM?1 — ecos(f — a)’
m1h2 1
o =

GM?1+ecos(d —a)
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La excentricidad e serd dada por

2E12h?
uG2m3m3’

2 _ 2GM 72
(v" = =F)h

G2)M2 ’

e? = 1+
1+

Aqui v = v — 1 es la velocidad relativa cuando la posicién relativa es
77: Fl - T_"Q.

Cuando una de las masas es muchisimo mayor que la otra como en el caso
de la Tierra y un satélite artificial podemos tomar ms = M >> m; = m
entonces serd

h? 1
GM 1 —ecos(6 — )’
reg =~ 0.

r =

La excentricidad e estard dada por

(U2 _ ZG_M)hQ

2 r
c=lt =

2.8. [Ejercicios resueltos

2.8.1. Dinamica unidimensional

EjercIiciO 2.8.1 Un cuerpo de masa 16 kg, se encuentra sobre una superficie
horizontal dspera, de coeficiente de friccion estdtico y cinético p, = 0,3 y
e = 0,25, respectivamente. Si sobre el cuerpo se aplica una fuerza horizontal
F, determine: a) La fuerza resultante sobre el bloque si F' = 45N. b)La
magnitud minima de F para poner en movimiento al cuerpo. ¢)La distancia
horizontal que recorre el cuerpo, hasta llegar a detenerse, si ' = 80N y actia
solo durante 4s.

Solucién. Calculemos I = (N = pgmg = 0,3 x 16 x 10 = 48,0N.
Luego la fuerza de 45 N es insuficiente para colocar en movimiento el cuerpo,
entonces

a) S F = 0. Ademés

b) Fium = 48,0N.
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Para F' = 80N, la segunda ley da

F—pemg = may, t <4s,
—lgmg = mag, t>4s.
De aqui
80 — 0,25 x 16 x 10
a, = 0 X D X Y 9 B ms?
16
—0,25 x 16 x 10
ay = . T = —2.5ms 2.
En 4s la posicién y velocidad alcanzadas son
1 1
Tr = §a1t2 = 52,5(4)2 =20 m,
v = ait =10,0ms™?,

y se detendrd en un tiempo adicional tal que

10
0:10+a2t:>t:2—75:4s,

recorriendo una distancia adicional

1 2
r = Ut+§(12t

1
= 10x4— 52,5(4)2 =20,0m,

luego en total recorre 40 m.

A

Ejercicio 2.8.2 Dos bloques A y B de masa my = 14kg y mp = 10kg,
estan unidos por una cuerda cuya masa total es m = 8kg como se indica en
la figura. St se aplica al bloque superior A una fuerza vertical F de médulo
480N, se pide calcular:

=
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a) La aceleracion del sistema. b)La tension en los extremos superior e inferior
de la cuerda.

Solucién. Si 77 y T, indican las magnitudes de la tension en los extremos
superior e inferior respectivamente, tenemos
F—Ti—mag = maa,
Ty —1T5—mg = ma,
I, —mpg = mga,
sumando las tres

F—(ma+m+mpg)g = (ma+m+mg)a,

de donde
480 — 320

_ -2
D) =5,0ms

a
y de aquf

T, = mp(g+a)=150N,
Ty = T+ mg+ ma=270N.

A

EJERcICIO 2.8.3 Un disco de hockey abandona el palo de un jugador con
una rapidez de 5ms~! y desliza 36 m antes de detenerse. Demuestre que el
coeficiente de roce entre el disco y el hielo es 0,035.

Solucién. De
ma = —igmg,

resulta
4= —HUgg,

y se detiene en tiempo ¢ dado por

v
'U()—/J,th:():>t:_0

g

y la distancia recorrida es

2
Vo

T = vyt — —at® = ,
2 219
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entonces 9
Vg 25

229 2 % 36 x 10
A

ly = = 0,035.

EJjerCICIO 2.8.4 Dos resortes S1 y So de longitudes iguales a 0,5m, pero
con diferentes constantes eldsticas K; = 50Nm~t y Ky = 100Nm™}, estdn
unidos a dos soportes A y B, que se encuentran a la misma altura. Un cuerpo
C de masa 2,5kg, estd entre los dos resortes y es estirado hacia abajo hasta
que la longitud de los resortes se duplica. ; Cudl es la aceleracion que adquiere
el cuerpo C cuando se deja libre?

Solucién. Tendremos
F=Fk x(1-0,5)4kyx (1—0,5) —mg =ma,
de donde

2545025

25 =20,0ms2

A

Ejercicio 2.8.5 Se deja caer una bolita de masa m desde una altura h.
Sobre la bolita, ademds del peso, actia una fuerza resistiva proporcional a la
velocidad de la forma F= —ky) , calcule la rapidez de la bolita cuando ha
transcurrido un tiempo t = m/k.

Solucién. Si el eje OY es hacia arriba entonces

dv,
"

para integrar con y(0) = k, v,(0) = 0, separe variables

= —mg — kv,

d
g+ vy
de donde
Uy d
t = _/ L}?ﬁ/
0 gt Uy

m . mg + kv,
—_—— n—
k mg
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y despejando

I—e™m
para t = m/k resulta
mg —1
_ < 1 _
Uy k ( e )
A

EJERCICIO 2.8.6 Un cuerpo de masa 4kg, es lanzado verticalmente hacia
arriba con una rapidez inicial de 60ms~'. La fuerza resistente del aire es:
F = — -0 (unidades en el Sistema Internacional). Calcule el tiempo que
demora el cuerpo en alcanzar la altura mdrima y el valor de la altura mazrima.

Solucién. Similarmente al problema anterior

dvy 3
2o g0 — =
dt 100"

para integrar con y(0) = 0, v,(0) = 60m s, separe variables e integre

/vy dv,
3. = b
60 10+mvy
4 4
. —Eln 000 + 3vy ’
3 4180
despejando
dy 4180 _s, 4000
v, = — = e 400" — ——,
Yoodt 3 3

De aquti el tiempo para llegar a la altura maxima satisface

4180 s, 4000
—_—ee 400" — —m —

0 t=15.869s.
3 3 - S

La altura méxima serd

5.869 41 4
Yméx = / ( 3806%@ — ?)dt = 174.8 m.
0

A
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EJjercicio 2.8.7 Una particula se mueve sobre el eje X de un sistema de
coordenadas, sometido a una fuerza de atraccion hacia el origen de magnitud
k/x?, donde k es una constante positiva. Si la particula parte del reposo en
xr = a, demuestre que ella llegard al origen en un tiempo t , dado por

,_ Ta jma
B 2k
Solucién. Tenemos i
mi = P,
con condiciones iniciales z(0) = a, #(0) = 0. Como
1d .,
T = 5@1‘ s
podemos integrar
1., k <1 1)
- = —(— — —
2 m-x a’’
de donde
. 2,1 1
r=- E(E - 5)7

separe variables e integre

R -

dx _ /2 2asin2 0do

Nota: [ VECL o T m

. .92 a
2k( — r = asin”0, fo
m T a

A

EJERCICIO 2.8.8 Sobre una particula de masa m, inicialmente en reposo,
actia una fuerza F de magnitud: F = F,[1 — (t — T)%/T? durante un inter-
valo de tiempo0 < t < 2T. Pruebe que la rapidez de la particula al final del
intervalo es: v =4F,T/3m

Solucidén. De P
v
— =L [1-(t-"7)*/T?
m— [1—( )?/T?],

integramos

= % /2T [1—(t—T)%/T?] dt = éﬂT

3m
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A

EjerciciO 2.8.9 Una particula de masa 1kg, se mueve a lo largo del eje
X bajo la accion de una fuerza cuya magnitud es: F = 4n%sin 87t , donde
F estd medido en N y t en s. Cuando t = 0s, la rapidez de la particula es
40ms~t. Calcule: a) La rapidez de la particula cuando t = 0,2s. b) Si en
t =0s, x = 0m, determine la posicion de la particula ent = 0,2s.

Solucidn.

dv,
dt

Integramos dos veces

= 47%sin 87t, v,(0) =40ms~ !, #(0) = Om.

¢ 1 1
v (t) = 40 + / 4% sin 8mtdt = 40 + 3773 (cos 8rt) T,
0

integre de nuevo

1 1
x(t) = (40 + §7r)t ~ 16 sin 87t,

si evaluamos para t = 0,2

v, =41.085 ms™!, £ =8.3Tm

A

EJERCICIO 2.8.10 Una particula de masa m, que estd inicialmente en reposo
en el origen, queda sujeta a la accion de una fuerza resultante, cuya magnitud
estd dada por F = kt?. Demuestre que:

r 1
vy 4
Solucién. Tenemos J
Uy 9
m =kt
dt '
si integramos
1
mu, = —kt3,
3
integrando de nuevo
L. 4
mx = —kt*,
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de manera que

EJERcCICIO 2.8.11 Un globo cuyo peso total es W, incluyendo el lastre, estd
sujeto a la accion de una fuerza ascendente vertical constante P . En un
determinado instante, el globo comienza a descender con una aceleracion
constante de magnitud “ a” . ;Qué cantidad de lastre debe arrojarse fuera
del globo para que este se eleve con aceleracion constante de magnitud a? No
considere la resistencia del aire.

Solucién. Bajando

P-W = —Ka,
g
Para que suba debemos disminuir el peso de manera que
!/
P—-W = Ka,
g
Eliminemos a P_w W p
- P W —
pow - w o T W ayTp
o sea debe botar
P P-Ww
—_ / — — _— = [
W -w =W WQW—P 2WP—2W‘

La solucién en realidad depende de cuales sean los datos. Si se desconoce
la fuerza ascendente P, la solucién en términos de a se logra eliminando P,
es decir restando las dos primeras ecuaciones

%% W
W—-W=—a+ —a,
g g
de donde
W =wi "
g+a’

y finalmente se debe botar

W— W =W —2
gt+a
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A

EJERCICIO 2.8.12 Sobre una particula que se mueve sobre el eje X, actia
una fuerza dada por: F' = —%i. Se sabe que ent = 0, xyg = a, o9 =
vo. Calcule: a) & en funcion de t y b) @ en funcion de x. Respuesta: a)

Vg — 2kmt; b) [vd — %(m—aﬂ%.

Solucion. De nuevo, la segunda ley de Newton

dv,, k
m—- = e v2(0) = v, x(0) = a.

Esta puede integrarse de la forma

1
vpdv, = —kmdt = 5('0323 —vd) = —kmt,

v, (t) = y/v3 — 2kmt.

Para obtener & en funcién de z, la segunda ley puede escribirse

de aqui se despeja

dv,
m Y dr = —ﬁdx,
dt .
esto es 1 i
mdv,v? = —kdr = g(vi —vp) = _E(:C —a),
de donde despejamos
3k
g 3 3 e —
o) = ot - B —a)
A

EJjERCICIO 2.8.13 La fuerza neta que actia sobre una particula cuyo peso es
de 26 kg f, tiene la direccion sobre el eje de las X de un sistema de coordenadas
y estd dada por la expresion:

F = At* + Be @

en que A = 216 Ns™3, B = 1IN, ¢ = 1s7! y t estd expresado en sequndos.
Si en el instante t = 0, la particula estd pasando por el origen moviéndose
a 3ms~! en el sentido positivo del eje X, determine: a) La velocidad de la
particula en el instante t = 3s. b) Su distancia al origen en ese instante.
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Solucién. La masa es también m = 26 kg. La segunda ley serd, reempla-

zando ndmeros
26a, = 216t> + e, 2(0) = 0, v,(0) = 3ms™".

De aqui, integrando dos veces

L2163 + et
() = 3 = T
wlt) = 3+ / -

= 3.0385+2.077t* — 0,038 610,
T = / t(3. 0385 4 2.077t* — 0,038 6~ 1) dt
= 3.0038 5t +0,4154t° + 0,038 6~ 1% — 0,0386
que si se evaltian en t = 3s dan

vy, = 171.274ms™?,
r = 110.02m.

A

EJERCICIO 2.8.14 Una particula de masa “m” , parte del reposo desde el
origen de un sistema de coordenadas bajo la accion de una fuerza neta cuya
magnitud es F' = fo—kt?, en que fo y k son constantes positivas. a) Encuentre
las expresiones para la velocidad y para el itinerario de la particula, en funcion
del tiempo. b) Si m = 800kg, fo = 1500N, k = 15Ns~2 y el tiempo estd
dado en sequndos, determine en qué instante se detiene la particula y a qué

distancia.
Solucién. Tenemos que

d
800d—: = 1500 — 15¢%; 2(0) = v(0) = 0.

Integrando dos veces

t 1500 — 15¢2
o(t) = /—dt
®) o 800
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luego la particula se detiene cuando

15 1 5

—t——t°=0=1t=10V3 s.

s 160 Vs
y su posicién es

T = % = 140.625s.

A

EJERcCICIO 2.8.15 Una particula de masa m se lanza verticalmente hacia
arriba (en el eje Y) con wvelocidad inicial V sometida a su peso y a una
fuerza de roce viscosa de la forma —20y . Determine las expresiones para la
posicion y velocidad de la particula en funcion del tiempo.

Solucién. Aqui, la ecuacién de movimiento serd

mij = —mg — 23y

o bien 8
j+2og = —g
m
con soluciones particular y homogéneas las siguientes

_ g,
yp - 26
Yn = A + B€_2%t

de modo que la solucién general es

mg 28y
t)=——2t+ A+ Be %m
y(t) 75t +A+Be
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siendo y(0) = 0, y(0) = V de modo que

A+B =0
mg B
20 m
o0 sea
1mg+2Vj3
B=—————m
4 B
y finalmente
mg, 1mg+2Vp 9By
) = ——Zt4-—2 (] — e %m

1 2V
o(t) = 9 1mat2VE sy
206 2  [m

A

EJERCICIO 2.8.16 Una particula de masa m se suelta desde una altura h
sometida a su peso y a una fuerza de roce viscosa de la forma —(3y. Determine
las expresiones para la posicion y velocidad de la particula en funcion del

tiempo.

Solucién. Mientras la particula baja

mij = —mg — By, y(0) = h, §(0) = 0.

Reordenemos 5
y+—y=-g
m
que tiene solucién particular

Yyp = ——° L,
5

y la ecuacién homogénea es
Bt
Yn = A+ Be m )
la solucién general es

y(t) = —%t +A+ Be’%,
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debiendo ser

y(0) = A+ B=h,

de donde se obtiene

B B
luego
y(t) = h—%terQ%(l—e‘%),
i) = —“Z—em).

s
A

EJERCICIO 2.8.17 Una particula de masa m se lanza verticalmente hacia
arriba (el eje Y) con velocidad inicial V sometida a su peso y a una fuerza
de roce wiscosa proporcional al cuadrado de la rapidez, de la forma +2B73>.
Determine las expresiones para la posicion y velocidad de la particula en
funcion del tiempo. Considere que debe elegirse el signo adecuadamente para
la subida y la bajada de la particula.

Solucién. Mientras la particula sube

mijj = —mg — 25y
y mientras baja
mij = —mg + 239
puesto que la fuerza resistente es contraria a la velocidad. Si llamamos a
v = y tenemos
a) para la subida

dv 28 ,
- — —q — —v
dt 9 m
At = — d;)
g-l—%ﬁz;?
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b) para la bajada

dv 28 ,
dt —g+mv
d
“—
g— v
v® gy
e - -
w0 g — v’

Las integrales podrian hacerse de tablas, pero no vale la pena porque son
expresiones complicadas.

A

EJERCICIO 2.8.18 Una particula de masa m se mueve en una linea recta
(en el eje X) sometida a una fuerza eldstica —Kx y a una fuerza de roce
wiscosa de la forma —252. St inicialmente la velocidad es V y la posicion es
x = 0, determine las expresiones para la posicion de la particula en funcion
del tiempo, en los tres casos: sub amortiguado, amortiguado critico y sobre
amortiguado.

Solucién. La ecuacién de movimiento es
mx + kx + 283 =0
siendo la ecuacién caracteristica

mp* +28p+k =0

con solucién p = —% —1—,/(%)2 — %,p: -2 (%)2 — % a

)Sub amortiguado £ — (£)2 =w? >0

m

I

xr = e’%t(A coswt + Bsinwt)
b) amortiguado critico £ — (£)2 =0
xr = e_%t(A + Bt)

c) sobre amortiguado (£)2 — £ >

T = e’%t(AeV (=%t 4 Be~V (%)2’#)

’
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donde al considerar las condiciones iniciales x(0) = 0, #(0) = V permite
obtener

a)

r=—e m'sinwt)
w
b)
x=Ve m't
¢)
T = V e_%t(e (%)2_%t —e (%)2 ﬁt)
N
A

EJjercIiCciO 2.8.19 Una particula descansa sobre una plataforma horizontal
inicialmente en reposo. Si la plataforma comienza a moverse verticalmente
de modo que su desplazamiento es:

y = Asinwt

siendo A y w constantes y t el tiempo. Determine la condicion que deben
cumplir esas constantes para que durante el movimiento de la plataforma la
particula se despegue de ella.

Solucién. Mientras la particula permanezca apoyada sobre la plataforma,
la reaccion normal actuando sobre ella, hacia arriba N, estd dada por

my = N —mg

con
y = Asinwt

de modo que
N = mg — mAw? sinwt.

Entonces la particula no despegard si N > 0 para todo t lo cual requiere que
Aw? < g
o bien la particula despegard si

Aw? > g.
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A

EJjErcICcIO 2.8.20 Una particula de masa m moviéndose en una linea recta
estd sometida a una resistencia que produce una fuerza de retardo kv3, donde
v es la velocidad y k es una constante. Muestre que la velocidad v y el tiempo
t estan dados en términos de la distancia s mediante las ecuaciones

u

v 1+ kmsu’

1
= 24 “kms?.
u 2

donde u es la velocidad inicial.

Solucién. La ecuacién de movimiento serd

dv

= = k3
mdt v

siendo

m—— = —kv?
mv— = —kv®,

m— = —kuv?

’Ud/U S
— = —km/ ds,
u v 0
1 1
——— = —kms,
u v
entonces
a)
U

v 14 kmsu’
Ademss
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b)
ds

u

at 14+ kmsu’

que puede integrarse

/(1 + kmsu)ds

+ —kmus®
S 5 mus

o bien

S 1

/ udt,

ut,

t =2 4+ =kms>.
U

2
A

EJERCICIO 2.8.21 Una particula se mueve en una linea recta bajo la accion
de una fuerza de roce de la forma kvt donde v es la velocidad a tiempo t.
Muestre que, si u es la velocidad ent =0

(

y obtenga una formula correspondiente para el espacio en términos de v.

1 1

(0 um

kt = —
n

Solucién. La segunda ley da

dv_

m— = _kanrl
dt ’

dv

UE_
g/

n+1
—kv"T,
Si integramos la primera

dv

UnJrl

de donde
m

Un
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Similarmente si integramos la segunda forma

vd
m L —ks,
u UTL
m 1 1
ks — — .
i n—l(v”1 u”l)

EJERCICIO 2.8.22 Una bala disparada con una velocidad horizontal de 800 ms~!
viaja con una velocidad de 500ms™' al final de un sequndo. Suponiendo vd-
lido el modelo del problema anterior con m = 1/2, calcule k y el espacio
recorrido en el primer sequndo, despreciando el efecto de la gravedad.

Solucién. Para el problema anterior, se tiene ahora m = % y u =800, y
para t = 1, v = 500. Entonces

R ( L >:0,018732.

(1/2) \ 50012~ 8001/

Entonces
1 1 1
s = k(m _ 1) <,Um71 - umfl)
1 1 1
= — = 632.457
(0,018732)(—1/2) (500*1/2 800*1/2) m
A

EJERCICIO 2.8.23 Se dispara verticalmente hacia arriba una piedra en un
medio que ofrece una resistencia por unidad de masa proporcional a la velo-
cidad (kv) cuando la rapidez es v. Si vy es la rapidez del disparo, pruebe que
la predra vuelve al punto inicial después de un tiempo ti, donde

(g + k'Uo) (1 + eiktl) = gktl

Solucién. Aqui

de donde
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pero
o — —g+ Cik
0 — k )
de modo que
vok +
Cy = 0 - 9’
Y k
-9  VWk+g
)= —+ ——
entonces

k k
gt wvk+g
T e

t —
o) = [(GE e e ar
0

(1 —e k)

De aqui, haciendo y = 0 en t = ¢; resulta

B gt vk +g et
0 == —?—f— /{32 (1—6 1),

gkt; = (vok + g)(1 — e *).

A

EJERCICIO 2.8.24 Una particula se lanza hacia arriba con velocidad inicial
u Yy se mueve en un medio que ofrece una resistencia por unidad de masa
kv?. Pruebe que la particula vuelve al punto de partida después de un tiempo

(v + In (seca + tan «v) ) ,

k
tana = uy [ —.
g

Solucién. Aqui, para la subida

2~
)

donde

% = —kv? — g, (2.51)
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y debemos calcular la altura méxima y el tiempo empleado en subir. Podemos

integrar

.o /” dv
Ju B2ty
k

— arctan v—E— + arctan u——
v/ (gk) (gk)

(gk)

en el punto més alto v = 0, por lo tanto el tiempo de subida es

ts = arctan u

k
T /gk) (gk)

Para saber la altura méxima, modificamos la ecuacién (2.51) de modo que

dv
dt
vdv = (—kv? — g)dy,

B /” vdv
y= . kv24g

Como nos interesa solamente 5« hacemos v = 0, entonces

—kv? — g,

entonces

1 | g+ ku?
mix — =7 i1l .
Y 2k g

Para la bajada, con v(0) = 0y y(0) = Ymax

E:kv2_gu
entonces
b _/”L
0o g— kv?’
1

= — arctanh v

k
gk) V(gk)’

ademds modificando la ecuacién (2.52)

—~

vdv = (kv? — g)dy,

(2.52)
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entonces

/” vdv 11 g — kv?
— Ymax = T — 5L n ;
vy 0o kv2—g 2k g

luego la velocidad de llegada vy al suelo (y = 0) estara dada por

1 — kv?
—Ymix = =T In g f>
2k g
1 g+ ku?
= ——1n ,
2k g
de donde
g~ kv g
g g+ ku?’
o bien

vp = — Lu,
g+ uk

finalmente, el tiempo de bajada estard dado por

1
ty, = — arctanh v——

vk vk’
1 k
= arctanh g U——,
vk g+ ulk gk
y el tiempo total sera

1 k 1 g k
t = —arctan u——= + — arctanh , | ———u——,
Vak Vak gk \ g+ u?k gk

si llamamos tan o = u %

1 1 1
t = ——=arctan(tana)+ — arctanh /| ——— tana,
Vak ( ) Vak V 1+ tan?a

= ——(a+ arctanhsin a),

ok

pero existe la identidad

arctanh ¢ = %ln 1 i 2,
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(a+In 1+Sina>

V1—sina’”

tln 1—i—sma
(v

l—sm a

1—|—sma
—(a+In——

de modo que el tiempo serd

COs «v

d-3-3- 9

(o + In(sec a + tan @v)).
g

(jiEste problema no serd colocado en pruebas!!)

A

EJjERCICIO 2.8.25 Un cuerpo se ata a un extremo de un hilo inextensible y el
otro extremo del hilo tiene movimiento armonico simple vertical de amplitud
a, realizando n oscilaciones completas por sequndo. Demuestre que el hilo no
permanecerd siempre tenso a menos que

NS

2
n° < .
~ 472

Solucién. Para la masa tendremos
my =T —mg,

estando y dado por
y = asin(2mnt)

entonces

T = mg—my
= mg+ mdmniasin 2mnt,
Para que el hilo permanezca tenso debe ser
T = mg + mdrn2asin 2mnt > 0
y entonces
mg > mdmn’a
> _ 9

n < .
4ra
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A

EJERCICIO 2.8.26 Un cuerpo de masa m = 1kg es empujado por una fuerza
horizontal F' de modulo 15N, desde el pie de un plano inclinado en 37° res-
pecto a la horizontal y cuyo coeficiente de roce cinético es 0,2. Si la fuerza F
actia durante tres sequndos solamente, determine: la distancia que alcanza
a subir por el plano y el tiempo que demora en volver al punto de Partida.

Solucién. Aqui m = 1kg, F = 15N, u, = 0,2, 6 = 37°
Tomando el eje z paralelo al plano inclinado e y normal, tenemos
ZF"” = Fcosh — f —mgsinf =ma
ZFy = N — Fsinf —mgcosf =0
[= mN
entonces
f =1 (Fsin€ + mgcosf)

Fcost — p, Fsin — pmgcos —mgsin6
a =

m
F'(cos 0—p, sin 0) —mg(p, cos 0+sin ) i t<3
a{ —9g(j1y cos O + sin 0) si t>4

calculemos numéricamente

2.56 si t<3
YN —7.62 si t>3
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asf resulta para ¢ = 3, s = £(2.56) x 32 = 11.52m y v = 2,56 x (3) = T.
68 ms~t. Pasado este tiempo el cuerpo empieza a frenar y

v = T.68—762t,
1
s = 11,52+ 7,68t — 57,62752,

a) El cuerpo sube hasta que v = 0, o sea 7.68 — 7,62t = 0, con solucién
t =1.01s y por lo tanto la distancia que ha subido es

1
s =11,52 +7,68(1.01) — 57,62(1. 01)* = 15.39m.

En la bajada la fuerza de roce cambia de sentido luego la aceleracién de
bajada hay que calcularla
+pmg cos § — mgsin

a = s
m

= Hppgcost — gsind
= —3.622 ms™?

37 3T
0,3 x 10 cos 7g5m — 10sin ;557 =

b) La bajada desde el punto més alto se inicia a ¢ = 4,01's con velocidad
inicial cero, luego hacemos

1
0=15.39 — 53. 622 (t — 4,01)%,

de modo que el tiempo es
t=16.93s.

A

2.8.2. Dinamica en dos o tres dimensiones

EJjERrCICIO 2.8.27 Un cuerpo de masa 8kg, describe una trayectoria cuyas
ecuaciones paramétrica son: v = 2 + 5t — 2t?m e y = t>m. Determine la
fuerza aplicada sobre el cuerpo ent = 2s.

Solucién. Calculemos @

d

T %(2+5t—2t2,t2):(5—4t,2t),
d

i = —0=(—4,2

a dtv ( Y )7
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luego .
F =mad=28(—4,2) = (—32,16) N.

A

EJjERrRCICIO 2.8.28 Una particula de masa 25g se hace girar, de modo que
describa una trayectoria circular en un plano vertical, mediante una cuerda
de largo 40 cm. Si la rapidez angular es constante y de magnitud 30 rad s *,
calcule: a) La aceleracion centripeta en el punto mds alto de la trayectoria.

b)La tension en el punto mds bajo de la trayectoria.

Solucion. La aceleracion centripeta es en este caso de magnitud cons-

tante

U2

ac = = Lw” = 0,40 x (30)* = 360,0ms"?,

y en el punto méas bajo
T — mg = mac,

de donde
T =m(g+ ac) =0,025 x 370 = 9.25N

A

EJjErcICIO 2.8.29 Un anillo P de masa m, estd engarzado en un alambre
liso, que forma una circunferencia fija de plano vertical y radio R como se
indica en la figura. Bajo la accion de una fuerza tangencial F de magnitud
desconocida, el anillo describe la circunferencia con rapidez angular igual a:

. |29 1 .
0= R<1—2sm9>

determine:

P

a) La magnitud de la fuerza F en funcion de 6. b)La reaccion normal del
alambre sobre el anillo.
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Solucién. La segunda ley de Newton en polares da

F —mgcos® = mRo,

N +mgsinf = mRQQ,

0 es dado y 0 puede calcularse de acuerdo a

. 1d .2 g 1.
9—5@0 ——ﬁ(l—ESlHQ)COSQ,
luego
g 1 .
F = mgcos@—l—mRﬁ —cos@+§cost9$1n9
1 .
= —mgcosfsinb,
y
2 1 ?
N = —mgsin@—f-mR?g (1—§Sin6’)

1
= mg(2—3sinfd + ESiHQ 0).

A

EJERrcicio 2.8.30 Un bloque de masa 5kg, descansa sobre un plano inclina-
do 30° con la horizontal, unida a un eje vertical eje mediante una cuerda de
longitud 10/+/3m. El plano gira junto con el bloque en torno a un eje vertical

con rapidez angular w =1 rad s~1. Calcule:

g
Y

el

30°

»
>

X

a) La tension en la cuerda; b) La velocidad angular para la cual la particula
abandona el plano.
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Solucién. En el sentido del eje OY no hay aceleracién por lo cual
T'sin 30 — mg + N cos 30 = 0,

y
T cos 30 — N sin 30 = mac = mL(w)? cos 30,

de donde podemos despejar Ty N
T = m(gsin30+ Lw”cos*30) ,
N = m (g — Lw?sin 30) cos 30.

Calculando
T =46.65N

y para que despegue, N = 0 da

g -1
= =1. .
w T 530 86 rads

A

EJjErciciO 2.8.31 Una pelota de peso W estd unida a una cuerda de longitud
L y estd moviéndose como péndulo conico. Es decir, estd girando en un circulo
horizontal con rapidez constante vg. Sea 6 el dngulo formado por la cuerda y
la vertical. Despreciando el peso de la cuerda, determinar: a) La tension de
la cuerda. b) La rapidez vy en funcion de g, L y 0.

Solucion. La componente vertical de la segunda ley es
T cos —mg =0,

y la componente hacia el centro de giro es
2 2

v v
Tsinf =m— = 0
S "R T " sing’
de la primera
mg w
T g = —
cosf)  cosb’
y de la segunda
TLsin?6 in® ¢
v = A gLsm = gLsinftanf,
m cos 0

vg = /gLsinftan6.



2.8 Ejercicios resueltos 115

A

EJERCICIO 2.8.32 Una particula da vueltas por el interior de un aro liso
vertical de radio R que tiene su plano vertical, sometida a su peso y a la
reaccion normal. Determine la velocidad minima que debe tener la particula
en el punto mas bajo para que la particula realice vueltas completas sin perder
contacto con el aro.

Solucién. Para la figura

la segunda Ley de Newton, radial y tangencial da

mE = N —mgcosf,
dv
m—, = —mgsin

o bien la segunda se puede escribir como

)
mRO = midy —mg sin 0

2 dfl

Si llamamos vy = R, la rapidez en el punto més bajo, donde # = 0, podemos
integrar la 1ltima ecuacion obteniendo

o bien
v2 —v? = 2gR(1 — cosf)
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y de alli podemos calcular N que resulta ser

2
N = mE -+ mg cos 6
= %(Ug —2gR(1 — cosf)) +mgcosf
= %’Ug + mg(3cosf — 2)

Para que la particula realice vueltas completas debe ser

N = %v%—i—mg(Scos@—Q) >0

entonces, en el caso mds desfavorable 6 = 7

%US +mg(—3—2) >0

entonces
vo > \/OgR

A

EJERCICIO 2.8.33 Respecto a la situacion del problema anterior, si la velo-
cidad en el punto mds bajo es la 3/4 de la minima calculada, determine el
punto donde se pierde el contacto.

Solucién. Si en el problema anterior colocamos

3
Vo = Z\/E)QR

entonces

N = %vg + mg(3cosf —2),

m 9
= E1—659R + mg(3cosf — 2),

1
= mg(l—g + 3cosf),

que se anula donde }—g + 3cosf = 0, o sea en: § = 105,7° y alli se pierde el
contacto.
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A

EJERCICIO 2.8.34 Respecto a la situacion del problema anterior, si la rapi-

dez en el punto mas bajo es vy determine la reaccion normal N en funcion
de 6.

Solucién. Sigue siendo vélido que

1 1
§mv(2) —mgR = §mv2(9) —mgRcos#,

de donde
vs — 29R(1 — cosf) = v*(6).

En un punto arbitrario, la ecuacién radial es

2 2_2 1—
N —mgcosl = m% — 20 QR}(_12 COSQ)’

despejamos N

vg — 2gR(1 — cosb)

N = 0
mgcost +m Ia )

2
= mgcosf + m%] —m2g(1 — cosh),

2
= mg(3cosh —2) + mv—}%.

A

EJERCICIO 2.8.35 Una particula de masa m se coloca en el punto mds alto
de un hemisferio liso de radio R y se perturba levemente de modo que ella
comienza a caer deslizando. Determine el punto sobre el hemisferio donde la
particula pierde el contacto con él.

Solucién. Considere la figura
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la componente radial de la segunda Ley de Newton es
02
—=-N cosf
me +myg ;

y conservacién de energia

1

§mv2 +mgRcosf = mgR
o0 sea

v? = 2gR(1 — cos )

que sustituida en la primera da

N = mgcost —2mg(1l — cos0)
= (3cosh —2)myg

2

que se anula donde cos ) = 3

o sea el punto de despegue es 6 = 48,19°.

A

EJjerCICIO 2.8.36 Un péndulo conico que se ilustra en la figura, se mueve
manteniendo el dngulo o constante siendo m la masa de la particula, L el
largo del hilo.

y

0

B
m

Determine a) La rapidez angular ¢. b) La tension del hilo.

Solucién. No hay movimiento vertical de manera que
T cosa = mg.
En la direccién hacia el centro de giro

. -2 . "2
Tsina =mr¢ =mLsinag .
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Eliminando T se obtiene

L sin aEbQ

9

' g
= ' Lcosa’

A

= tan «,

y finalmente

2.8.3. Sistema de particulas

EJERCICIO 2.8.37 St cada particula de un sistema es atraida hacia un punto
fijo 0 con una fuerza proporcional a su masa y a su distancia al punto 0,
demuestre que el centro de masa se mueve como si fuera una particula del
sistema.

Solucién. Para cada particula
m;d; = —Km;r;

es decir que cada particula se mueve de acuerdo a

Pero .
. > T
oM = T
S > mid;
aeM =Ty

de modo que si sumamos todas las ecuaciones, obtenemos
Mdcy = —KMroy

0 sea
acy = —Krom

misma ecuacién de movimiento que la de cada particula.

A
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EJjERrRCICIO 2.8.38 Un conjunto de particulas de masas m, puede deslizar li-
bremente sobre alambres paralelos, atrayéndose unas a otras con fuerzas pro-
porcionales al producto de sus masas y distancias. Demuestre que las parti-
culas efectian oscilaciones armonicas del mismo periodo relativas a un plano
perpendicular a los alambres y que pasa por el centro de masa supuesto en
rePOSO0.

Solucién. Supongamos que las correderas estan en direcciéon OX y con-
sidere dos de ellas de indices ¢, j. La ecuacién de movimiento de la m; en la
direcciéon OX serd

mzxz = Z Kmimjdij COS Qij
J#
donde d;; indica la distancia entre las de indice 7, j, y 0;; es el dngulo que
forma la linea de la fuerza con el eje OX.

y

Como las masas son iguales podemos escribir
J#i
Por otro lado la posicién X del centro de masas es

M N’

Tom =
entonces incluyendo ¢ = j se tiene
J

= KmeCM - Kmez,
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es decir
;i + KmN(x; — zop) =0,

prueba lo pedido, porque
w? = KmN

es independiente de 1.

A

EJjercicio 2.8.39 Dos particulas iguales se atraen con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de su distancia. Si las particulas deslizan
sobre correderas lisas en dngulo recto, demuestre que el centro de masa des-
cribe una conica con su foco en la interseccion de las correderas.

Solucién. Considere la figura. Sea x = dcosf, y = dsinf entonces tene-
mos por aplicacion de la segunda Ley de Newton que
y

t
N

o.M e\/\

v

.. k k
mi = —Fcost—ﬁcosﬁz—Ex
k k
my = —Fsinﬁz—ﬁsinez—ﬁy
por otro lado xoy = 5y your = %, TOM = g entonces podemos escribir
k
z = — ToM,
cM . cM
k
Yom = — 3 YoM,
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que equivale a
k

3
8mrény

—

acyp = —

ToMm-

O sea el centro de masas es atraido hacia el origen con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de su distancia al origen. Problema que se
estudia en campo central de fuerzas y se demuestra alli que la trayectoria es
necesariamente una seccién conica.

A

EJERCICIO 2.8.40 Dos particulas de igual masa deslizan sobre correderas
lisas perpendiculares que se interceptan en 0. Demuestre que si las particulas
se atraen y ellas parten desde el reposo desde posiciones cualquiera sobre las
correderas, ellas llegardn simultdneamente a la interseccion.

Solucién. Con una figura andloga a la del problema anterior, tenemos
que

miEt = —Fcost = —F%
meij = —Fsinf = —F%

de donde
mixy — meyr = 0.

Como las masas son iguales entonces
iy —jr = 0,

d . .
%(xy—yx) = 0.

Entonces 2y — yz es constante e igual a cero porque las particulas partieron
del reposo, o sea
o bien

Ty
Ty
que puede integrarse dando
Iny = Inc+Inx,
y = cx

o sea si x = 0 entonces simultdneamente y = 0.
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A

EJERCICIO 2.8.41 Dos particulas de masa m cada una se mueven sobre las
correderas lisas perpendiculares OX y OY y se atraen con una fuerza propor-
cional a su distancia, siendo K la constante de proporcionalidad. Si inicial-
mente:

2(0) =a, y(0)=aq,

#(0) = =Vo,  9(0) =0,
a) Determine z(t) , y(t) y b) Determine la ecuacion cartesiana de la trayec-
toria del centro de masa del sistema.

Solucién. Similarmente tendremos

mi = —Fcost =—Kdcos =—Kux
miyj = —Fsinf =—Fdsinf=—-Ky
de modo que
z(t) = Acoswt+ Bsinwt,
y(t) = Ccoswt+ Dsinwt,
(t) = w(—Asinwt+ Bcoswt),

y(t) = w(—Csinwt+ D coswt)

y colocando las condiciones iniciales dadas

a = A,

a = C,
W = wbh,

0 = wD

entonces
a)
Ve
z(t) = acoswt— —sinwt,

w

y(t) = acoswt.

b) Las coordenadas del centro de masas son

Vo .
oy = = —a Coswt — — sin wt,
2 2w

Yom =

[NSNINGEN NN I

= 5(1 cos wt,
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de donde debemos eliminar ¢, obteniendo

Vo (2yCM>2
Tom = Your — —\/1— ;
2w a

que se puede escribir asi

2 L0 2 2 L0 2
1 29 -9 = (=2)2.
y( +< ) ) yr +x (2 )
Esto es se trata de una elipse.

A

EJERCICIO 2.8.42 Dos particulas de igual masa estdn unidas por un resorte
de constante k y largo natural a. Ademds actia entre ambas particulas una
fuerza amortiguadora proporcional a la rapidez de la variacion de la distan-
cia entre ellas. El sistema se coloca en movimiento ddndole a una de las
particulas una velocidad Vy perpendicular a la linea que une las particulas.
Determine Vy si después de un tiempo muy largo, el largo del resorte es 2a.

Solucién. Mirado desde el centro de masas, que por viajar a velocidad
constante vg = %VO es un sistema inercial, tenemos que las particulas al
comienzo y al final (una vez que las oscilaciones terminan) giran en circun-
ferencias alrededor de el. Asfi al comienzo

1 «a 1 «a
1
= im%a.

Al final, si V' son las rapideces respecto a G, entonces
Loa=mVa+mVa=2mVa.

Como el momentum angular es constante

1
V=-W.
170
Ademas, para el movimiento circular de cada particula
V2
m— = K(2a — a),

a
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luego
Vo Ka?
m
y finalmente
| K
Vo =4V = 4ay/ —.
m
A

EJjercicio 2.8.43 Dos particulas A y B de idéntica masa m, estdn unidas
entre si por una cuerda inextensible de largo a. La particula A se mueve por
una corredera horizontal lisa OX, mientras que la particula B se mueve por
una corredera vertical lisa OY, ambas en un plano vertical. Inicialmente B
estd en O y OA = a, con el sistema en reposo. Si 0 es el dngulo en B:

y
A

0

B ' m

a) Calcular en funcién de 6 las reacciones que ejercen las correderas sobre
las particulas. b) Calcular la tension en la cuerda en funcion de 6.

Solucién. Llamemos N4, Np, las reacciones normales de las correderas
sobre las particulas y 7" la tensién de la cuerda. Tenemos

T4 = asind, yg = —acos,
de allf calculamos
@4 = afcosh, U = afsin,

y conservacién de energfa da

1 . 1 .
E= §ma26’2 cos? 0 + gma26’2 sin?# — mgacosf = 0,
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de donde despejamos

. 2
92 =2 cosf.
a

La segunda ley aplicada a cada particula da

mis = —T'sinb,
0 = Ny—mg—Tcosb,
0 = NB+TSin9

mijp = T cost —mg
de la primera
m m  d?
T _ _ . - i . 9
sinf singde >

como se conoce f estas derivadas se hacen resultando
T = 3mgcosb,
y entonces

Ni = mg+ 3mgcos®0,
N = —3mgcosfsinf.

A

EJERCICIO 2.8.44 Se tiene el sistema de dos particulas my y ms de la figura
en que el resorte, de constante k no tiene masa. Determinar el valor minimo
de la compresion X del resorte, medido respecto de su largo natural, para que
al soltar my se despegue my .

m @

é
" @
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Solucién. Llamemos y a la coordenada de m;. Inicialmente

Esto porque el peso de m; ya comprime el resorte en 4. Sea N, la reaccién
del suelo sobre mg, entonces las ecuaciones de movimiento (antes que my
despegue) son

miji = —mig+k(lo —y),
0 = —k(lo — y) — Mag + NQ.
Debemos integrar la primera que la reescribimos asf

klo

ml

k
yl+—y—_g

que tiene solucién particular

y solucién homogénea

k k
t1p = Acos | —t+ Bsiny /| —t,
mq mi

luego la solucién general es

y(t):lo—mlg—l—Acos@/ t+BsmU
t):—Aw/isinwﬁt—i-Buicos@/it.
mq mq my my

Como la velocidad inicial es cero debe ser B = 0, luego

myg k
=lp— A
y(t) =l 7 + Acos 4/ mlt’

imponiendo condicién inicial resulta

derivando

mig

k

myg
A= — 2 _
+ lo i

lo — ——
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de donde A = —X entonces

k
y(t):lg—%—Xcos@/Et.

Ahora podemos evaluar la reaccién normal en funcién del tiempo

Ny = k(lo—y)+mag

k
= k(w—l—Xcos@/—t)—l—mgg
k mq
k
= (m1 +mg)g + kX cos |/ —t,
my

que muestra que N, comienza a disminuir con el tiempo y que se anularia
con el minimo valor de X si

(my +ma)g — kXmm =0,

luego
Xmin = (ml —;m—2)g

A

EJERCICIO 2.8.45 Tres particulas iguales estdan inicialmente en linea recta,
1gualmente espaciadas sobre un plano horizontal liso y unidas por dos hilos
de largos “a ‘. La particula del medio estd inicialmente estd en reposo, y a las
particulas externas se les da una velocidad Vy perpendicular a la linea que
las une. Calcule la velocidad con que chocan las particulas.

Solucién. Al partir si x es la direccién perpendicular a la linea que une
las particulas entonces
P, = 2ml,
1 2 1 2
= mVOQ.
Justo antes del choque, Las tres particulas tienen la misma componente de

velocidad en x, llamémosla u, y dos particulas tienen la misma rapidez v en
el eje y entonces

P, = 3mu

1 1
K = 3§mu2+2§mv2.
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Conservacién de P, y K implica

2
=y
u 3 0
Y 3.2
§<§%>2 —|—U2 — %2
entonces ]
v = —\/§V0.
3
A

2.8.4. Movimiento en un campo central de Fuerza

EJjERrCICIO 2.8.46 Una particula describe una orbita circular en un campo

de fuerzas dado por
k

r2’

F(r) =

Demostrar que si k disminuye bruscamente a la mitad de su valor inicial, la
orbita de la particula se hace parabdlica.

Solucidn. Sea kg el valor inicial de la constante. Para una érbita circular

Uz ]{70

m— = —

r r2’
= 2mv =5 < 0.

y la energia potencial sera

luego la energia es cero, por lo tanto la 6rbita es parabdlica.

A
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EJERCICIO 2.8.47 Calcular explicitamente la media temporal (o sea, la me-
dia en un periodo completo) de la energia potencial de una particula que
se mueve sobre una orbita eliptica en un campo central en el que la fuerza
obedece la ley inversa del cuadrado de la distancia. Expresar el resultado en
funcion de la constante de proporcionalidad de la fuerza y del semieje mayor
de la elipse. Efectuar un cdlculo similar para la energia cinética.

Solucién. Tenemos

21
mk1—ecosf’
lo = mr20.

Ademas

<
I
I
il

N~ N~ N

pero

dr I2esinf

2792 1 2
(ml4k‘ e? sin29+—> l—o

entonces

Z/% L oy b 2r
T )y l—ecos — T\1—e2
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Similarmente para la energfa cinética resulta

1 [ K 1, 2
cK>—— | Zgp—-0_=21

T/), 0 2T 1-e

A

EJERCICIO 2.8.48 Dos particulas iguales que se mueven bajo la influencia
de la atraccion gravitacional mutua, describen orbitas circulares una en torno
de la otra con un periodo T. Si repentinamente se detienen y caen una sobre
la otra, demostrar que chocardn después de un tiempo

-
42
Solucién. Si k representa la constante de la ley de fuerza, y 2a la distancia
inicial, entonces inicialmente

v? k
m— = —
a 4a?’
k
v — —_—
4ma’
de modo que el periodo es
2ma dma
T =— =2ma
v k

Si se detienen, caen una hacia la otra de manera que

mit= = 7(0) =0, r(0) = a.
Podemos integrar porque
1 d )
F=—=—r
2dr

luego
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separamos variables

dr
R (1 1y —di,
2m (7 - E)
entonces
/“ dr
= )
0 k(1 _ 1
2m (T‘ a)
sear =az

B T Ldz
2nv2 Jo  [1 _ 1
B T T
2122 42
A

EJERCICIO 2.8.49 Dos masas que se atraen, my y mo (mi+ mo = M), estdn
separadas una distancia ry y se las suelta a partir del reposo. Demostrar que
cuando la distancia sea v menor que 1y, las velocidades serdn

/2G(1 1)
v = m — (= —
1 2 M \r 7”[)7

Vg = MMy

M(r ro’

Solucién. Tenemos, para un origen en el centro de masa

.. Gmymy
mrr = T 5
r
. Gmymy
Moy = ————,
r
donde r =1y +12y
ma my
VAR Va
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de manera que las dos ecuaciones se reducen a una sola

. GM
e
como
1d .9
F==—
2dr

y de aquf se obtiene

11 2G (1 1
o= 2p= 2 2GM(———>:—m2 G ———),

1“ 1“ T To IW T To
. my . my 1 1 2G (1 1
= —p=—H/2GM |- —— ) =— — - ==

"2 M " M ror m M \r 1)’

que prueban el resultado.

EJERCICIO 2.8.50 Demuestre que la velocidad aerolar es constante en el
caso de una particula que se mueve bajo la accion de una fuerza atractiva
dada por F(r) = —kr. Calcule las medias temporales de las energias cinética
y potencial y comparar con los resultados que da el teorema del virial.

Solucién. Lo primero es cierto para todas las fuerzas centrales porque se
conserva ly. Para obtener las drbitas es preferible usar coordenadas cartesia-
nas siendo

mi = —kuz,
de donde las soluciones son
= Acos(wt — a),

= Bcos(wt — ),
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ademas

= —wAsin(wt — «),
= —wBsin(wt — P),

con w = \/k/m. El periodo serd T' = 27 /w y los promedios solicitados serdn

1 1
< V>= EK <r?>= 5]{: < A% cos®(wt — a) + B? cos®(wt — 3) >,
1 1
< K>= §m <v?>= Em < w?A%sin®(wt — a) + w?B?sin®(wt — ) >
pero

2 ) 1
< cos” wt >=< sIin” wt >= >

resultando
Lo e 2
<LBEZMA+B%
1
< .K'>::anﬂ(A2+aBQ):x:V’>.
Las constantes A y B pueden relacionarse con la energia £ de acuerdo a

E = %mu;?(AQ sin®(wt — a) + B?sin*(wt — 3)) + %k(%ﬁ cos?(wt — ) + B? cos?(wt — B))

= %k(%ﬁ sin?(wt — a) + B?sin®*(wt — B)) + %k(fﬁ cos?(wt — a) + B? cos*(wt — )

1 1
= —kA%?+ =kB?
2k +2k:

de modo que finalmente
1
<K>:<V>:§E

A

EJERCICIO 2.8.51 FEstudiar el movimiento de una particula repelida por un
centro de fuerzas de acuerdo con la ley F(r) = kr con k > 0. Demostrar que
la orbita sélo puede ser hiperbdlica.
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Solucién. Aqui también conviene usar coordenada cartesianas

mi = krcost = kx,

my = krsinf = ky.
Ambas pueden integrarse siendo k/m = p en la forma

r = Aelt + Be ™,
CeP' + De P,

Para determinar la trayectoria, debemos eliminar ¢ entre esas dos ecuaciones.
Para ello las escribimos

Ae®t —ge? + B = 0,
Ce*' —ye' + D = 0,

y resolviendo ecuaciones de segundo grado tenemos

ot x4+ V12 —4AB _ y++/y?—4CD

2A 2C ’
y haciendo algo de &lgebra
Ty \/y2—4CD_\/:C2—4AB
24 20 2C 24
1wy _ D _1/P-4CD)\/(+?—44B) B
2AC C 2 C A A’

reordenando

2BC + 2AD — xy = —/(y? — 4CD)+/ (2% — 4AB)
elevando al cuadrado y reordenando
4ABy? +4CDa?® — A(BC + AD)xy = —4 (AD — BO)?,
que es la ecuacién de una hipérbola porque el lado derecho es negativo.

A
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EJjERCICIO 2.8.52 Una particula se mueve bajo la influencia de una fuerza

central dada por

k
Demuestre que si la orbita es circular y pasa por el centro de fuerzas, entonces
n =>5.

Solucién. La ecuacién de Binet para u = 1/r es

d2u+ B mE()
a0 T T TR

Si la particula describe una circunferencia de radio R donde estd el centro de
fuerza, la ecuacion puede escribirse

r =2Rcos®,
0 sea
1

YT 9Rcosh’
derivando
du .
d0 ~ 2Rcos?f sind,
d?u 1 1
0% 2R cosf + Rcos? 0
1 1 —cos?0
2R cosf + Rcos3 0
1 1
" 2Rcosf * Rcos? 0
= —u+8R*?,

sin? 6

de aqui sigue

8R%u> = —

1 SR?I?
SN s
u m
SR22

mrd
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A

EJERCICIO 2.8.53 Suponga un cometa que describe una orbita parabdlica en
el mismo plano que la orbita terrestre. Si la menor distancia del cometa al
Sol es YRy donde Ry es el radio de la orbita de la Tierra (supuesta circular)
y v < 1, demostrar que el tiempo que el cometa pasa dentro de la orbita
terrestre viene dado por

2(1 —v)(1 4+ 2v)/37 anos

Solucién. La ecuacién de la 6rbita del cometa serd de la forma (una
pardbola)

c
r = —
1 —cosf’
pero debe ser
Fain = = = YR
min 9 Yo,
0 sea
o 2’7RT
~1—cosf’

Los puntos (¢, y 2 — 1) donde la 6rbita del cometa cruza la érbita terrestre
estdn dados por

Z”VRT
Rp=————
71 " coshy’
de donde
costy =1— 2.

Por otro lado, el elemento de drea barrida por el cometa es

L o
dA = 5 |7 x U] dt = det’
donde )
0
0 _9
2 YR,
Y 1
dA = §r2d9,
de modo que
Lo, o
5" do = det,
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de aqui sigue
m 3 1
dt = —r*dt = 2
lo mk? ( 1 — cosf

2o,
luego el tiempo serd

;3 /2“—91 1 g = [§ 11+ 3tan® 36,
2  mk23 tan:”%Ql

t =

mk 1 — cos®

El factor que multiplica lo anterior esté relacionado con el periodo terrestre.

En efecto 2
m—ok = 2vRp = ly = /mk2vRy,

Im2vR [2vR
mk2 7 T 7 TQWRT,

y el periodo terrestre esta dado por

27TRT
Tr = ——=+/R
T ag Y

entonces

luego

Tr 11+ 3tan® 16,

N el s
VAT tan® 16,

01 1 —cost; 2y
0 =1—2v, tan— = =
o8 T Aty \/1 + cos b, \/2 — 2y
resulta finalmente

2(1—19)
3r ’

pero

y reemplazando tan & 5

A

EJERCICIO 2.8.54 FEstudiar el movimiento de una particula en un campo de
fuerzas centrales que sigue la ley de proporcionalidad inversa del cuadrado de
la distancia, si ademds se superpone otra fuerza de magnitud inversamente
proporcional al cubo de la distancia entre la particula y el centro de fuerzas.

Es decir,

F(r):—ﬁ—i

r2 3
con k > 0.Demuestre que la trayectoria es una elipse que rota o precesa.
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Solucién. La ecuacion de Binet para la érbita serd

d*u mF&)y  m o, 3
@ T T T gt
_ mk Am,
b B
De aqui sigue
d*u +(1- )‘_mM _mk
do* 272
cuya solucion es
1 mk Am
=-=———-—-+4+A 1——-)0
U T ) A )

y si Al—zm < 1 corresponde a una curva parecida a una elipse pero que no se
0
cierra en una vuelta completa.

A

EJERCICIO 2.8.55 Determine la expresion de la fuerza de un campo central
que permita a una particula describir una orbita espiral dada por r = k0,
stendo k una constante positiva.

Solucién. De nuevo, la ecuacién de Binet es la clave

d?*u B mE(L)
i T T R
siendo
1 1
U = - =
r kO’
du 1
o ke*
d*u 2
@
por lo tanto
F(L
mity,) = 2k*u® + u,
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despejando
F(l) = —5(2k2u5 + u?)
u m ’
22k 1
F(’I“) = ——E(F‘Fﬁ)
A

EJERCICIO 2.8.56 Determine la expresion de la fuerza de un campo central
que permita a una particula describir una orbita espiral logaritmica dada por
r = Ke" siendo k y a constantes.

Solucion. Es andlogo, donde ahora

1 1 —af
u = -=—=e
r K
du a _.
R — ——e a
de K
d*u a® .
i
por lo tanto
mF(%) )
PR
despejando
Py = By
-) = ——(a u
u m ’
F) = By
om 3’
A

Ejercicio 2.8.57 Una particula de masa unidad se desplaza desde el infi-
nito a lo largo de una recta que, de sequir, haria que la particula pasase a
una distancia bv/2 de un punto P. Si la particula es atraida hacia P con
una fuerza proporcional a Tﬁs y el momento angular respecto de P es Vk /b,
demuestre que la trayectoria estd dada por

r = beoth(0/v/2).
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Solucién. La ecuacién de Binet serd

d*u mF(L)
d6? 1202
k‘ 5
= ku2 = b,
b—Qu
O sea
d2
W +u— b2u3 =0.

O la resolvemos, problema dificil, o comprobamos que

u = % tanh(6/v/2),

es soluciéon. Comprobaremos:

du 1
do b\/_
d*u 1
> 2 b\/_
que prueba que se trata de una solucion. Faltaria probar que la asintota de
la trayectoria pasa a distancia bv/2 del origen. Notemos que 7 = 0o = u = 0
0 = 0 sea la asintota es una recta paralela al eje OX (el eje polar). La
distancia al origen de esa recta se obtiene haciendo # — 0 en rsinf esto es
la distancia es

(1 —tanh?(0/v/2)) = — b*u?),

ﬁ(

— (1 =b*u?) = u -1+ b7,

. 0 .
d= é%(b coth 7 sin ) = bv/2.

A

Ejercicio 2.8.58 Una particula es atraida hacia un centro fijo de fuerzas
con una fuerza proporcional a la distancia de la particula al centro. Demuestre
que la trayectoria es una curva plana que puede ser representada por las
ecuaciones:

Acos(nt + ),
= Bsin(nt + 3)
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Solucién. Las ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas se-
ran

mi = —kuz,

que tienen soluciones de la forma dada si k/m = n?.

A

EJERCICIO 2.8.59 Determine la fuera central si la drbita es una circunfe-
rencia y el centro de fuerza estd situado sobre la circunferencia.
Solucion. En realidad este problema estd repetido. La ecuacion de Binet
para u = 1/r es
d*u mE(L)
—m tu= "5
do l§u

St la particula describe una circunferencia de radio R donde estd el centro
de fuerza, la ecuacion puede escribirse

r =2Rcos0,
0 sea
1
U = ——
2R cosf’
derivando
du 1 10
— = ——sin
do 2R cos? 0 ’
d*u 1 N 1 2
i sin
dp? 2Rcosf  Rcos30
B 1 N 1 — cos?d
~ 2Rcosf Rcos30
1 1
= - +
2Rcos  Rcos30
= —u+ S8R,
de aqui sigue
mF(l)
8R2 3 _ u
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1 212
F(=) = _%ui
u m
SR2[2
F(r) = - mr50
A

EJjerciciO 2.8.60 Una particula es atraida hacia un centro fijo de fuerza 0
por una fuerza de forma k/r*. La particula es lanzada desde un punto P con
una velocidad. de magnitud Vy en un dngulo o respecto de OP. Demuestre que
la orbita es una elipse si OP < 2k/(mVg). Determine ademds, en términos
dem, k, Vo ,a , y OP = rqy la excentricidad de la orbita y la inclinacion del
eje mayor respecto de OP.

Solucién. Evaluamos segiin las condiciones iniciales

1 k
E = -mV@——
2m 0 7’0’
lo = mroVysina.
La excentricidad es
2F12
2 0
=1
e + i
L 2 =i
mk? '
La orbita serd una elipse si £ < 0, es decir si
1 k 2k
—mVg — —) <0 =1y < —.
(2m 0 7’0) "o mv2

Si ademds reemplazamos [y se obtiene

2(imV2z — Eymr2V2sin? o
e = \/]. + (2 0 TO/{Z)Q 00 .

La ecuacién de la érbita es
2 1
mk 1 —ecos(d — )

mraVe sin® a 1

k 1 —ecos(6 — )’
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y el dngulo 8 queda determinado de

mraVZsin? a 1

k 1—ecos(B)’

To

que es una ecuacion que dejamos planteada por si alguien quiere resol-
verla.

EjeERrcICIO 2.8.61 Admitiendo que la tierra es una esfera fija de radio R y
despreciando la resistencia del aire, considere el lanzamiento de un proyectil
con rapidez inicial Vo formando un dngulo &, con la vertical del lugar. Si

2GM
Ve ——
€ R Y

donde G es la constante de gravitacion, M la masa terrestre y Vo < V. |
demuestre que la excentricidad y la ecuacion de la trayectoria del proyectil
son:

e = \/1 — sin?(2) sin?(&,),
(1 —ecos(f — a))

R/r

2sin?(3) sin?(&,)
siendo
sinf = Vo/Vi,
sina = sin® Bsin(2¢,)/e.

Aqui: a representa la inclinacion del semieje mayor, £, dngulo de lanzamiento
respecto a la vertical.

Solucién. Podemos usar los resultados del problema anterior pero colo-
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cando k = GMm y ro = R. Asf tenemos

(mVg — 23 )mR2V sin® &
e = 1+ CZN e

[y A0 - S R sin g,
B 4G2M?

A(Vg — V2)Vg sin® &
R

2 2

= \/1 —4(1 - %)% sin? &,

= \/1 — 4(1 — sin? 8) sin? Bsin? &,
e = \/1 — sin? 23 sin? &,

Pura élgebra. Ademés

ﬁ _ 2RPVsin® ¢
mk 2GM
2RVZsin? €,
= 2Rsin® Bsin®§,,

por lo cual la ecuacién de la trayectoria sera

_ 2Rsin’® Bsin® &,
~ 1—ecos(f — )

r

Aqui « representa la inclinacién del semi eje mayor de la cénica.
Parad =0,r=R
© 2 g2
_ 2sin” fBsin” &

1 —ecosa

1
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1 —2sin?Bsin®¢, = ecosa
1 — 2sin? Bsin® &,
cosa =
V1 —sin?28sin% €,
Gl -~ 1 U= 2sin? Bsin? £;)?

1 — sin® 28 sin? &,
1 —sin?28sin? &, — (1 — 2sin® Bsin? ;)2
o2

bastante dlgebra--- —
sin? Bsin 2¢,

e

sihnae =

A

EJjERCICIO 2.8.62 Con respecto al problema anterior, Vi < Ve/\/§ demues-
tre que el dngulo de disparo para tener un alcance maximo estd dado por:

siny, = —= — (Vo/Ve)T

y el dngulo para la altura mdzima por

()
T (G/Vi)?

sin(av)

5 Qué ocurre st Vo >V, /\/2 ?
Solucion. Debemos maximizar

sin? B sin 2¢,

)

sina =
e

respecto a &, siendo

e= \/1 — sin? 283 sin? &,

Derivamos
d sin 2§,

dé, V/1 —sin?23sin® ¢, -

Y

A
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es bastante trabajo, pero resulta

. 1 1
siné, = = .
S0 V2cos B 2\/1—VZ/V2

El méaximo resultard al reemplazar en

sin? Bsin 2¢,

V1 —sin?28sin% ¢, ’

sina =

con mas dlgebra resulta

i’ V[V
cos?§ 1 V@[V

sina =

EJERCICIO 2.8.63 Una particula de masa m se mueve en una orbita circular
de radio R con rapidez Vy atraida hacia el centro con una fuerza inversamente
proporciona al cuadrado de la distancia de la particula al centro. Si repenti-
namente la rapidez se reduce a la mitad, determine en términos de Ry y Vj:
la ecuacion de la nueva drbita, su excentricidad y la distancia minima de la
particula al centro durante el movimiento siguiente.

Solucién. Para la érbita circular
2
Y _ K

mRO—R—%,

- |k
0~ mRo

que reducida a la mitad implica

entonces

po— Lpik _k

2 4mR0 Rg
Tk
~ 38R,

1 k 1
lo = ~4/ = —\/mRok
0 mR02 mR, 5 mRok,

2(—§5:)imRok 9 _3
mk? 16 4’

luego
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2 imRok 1
mK mk 4
luego la nueva érbita es (tomando a = 0)
1 1 R
“Ry——s—— = c .
4 "1—4cos 4—3cost
A

r =

EJERCICIO 2.8.64 Una particula de masa m = 1 es atraida por una fuerza
imwersamente proporcional al cuadrado de su distancia a un punto fijo 0y se
mueve describiendo la elipse:

100

1—§COSt9

r

St en el punto mdas alejado de su trayectoria, la rapidez de la particula es
V =1, determine la constante de la ley de fuerza. St en el punto mds alejado,
la rapidez de la particula es duplicada, determine la ecuacion de la nueva
orbita.

Solucién. Aqui como m =1

5 = 100
k - 9
el punto mas alejado es
100
Tméx = T = 200,
=3
luego
loy = |mifxv]=200—=
(Io)> 2002
—— = —— = 400.
100 100
Si en el punto més alejado la rapidez se hace V' = 2,calculamos
lo = |mix ] =200 x 2 =400,
1 E 1 400
E = — 2 —_— = —4 _ — =
" Ty T T 0
e = 1,
12 400)?
fo o (40017 _ 400,

mk 400
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de modo que la nueva o6rbita es

400
1 —cos(d —a)’

r

una pardbola. Para determinar el dangulo « consideramos que en 6 = 0,
r = 200 de modo que

200 = _ 400
1 — cos(a)
de donde o = 7 y finalmente
. 400
~ 14cos()

A

EJERCICIO 2.8.65 Una particula de masa m se mueve en una orbita circular
de radio Ry con rapidez Vy atraida hacia el centro con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia de la particula al centro. St
repentinamente la rapidez de la particula se aumenta a V = \/aVy siendo
a > 1, demuestre que st o > 2 la particula se aleja hasta el infinito. Para o
< 2, determine la ecuacion de la nueva orbita en términos de Ry, Vo y «.

Solucién. Tenemos para la érbita circular

k
V:
0 mRO’
la nueva rapidez
k
V=V R
1 k k
E = —g— _ —
2Ry Ro
k
lo = mRO\/a
mRo

La excentricidad es

2305 — 7)) (mBovay /)"




150 DINAMICA.

Entonces
e=a—1,

que es una parabola o hipérbola si @ > 2. Si o < 2 resultard
2 !
mk1— (a—1)cos@
R[)Oé
1—(a—1)cosf

A

EJERCICIO 2.8.66 Determine las posibles leyes de fuerza central si una par-
ticula describe bajo su accion una circunferencia, con el centro de fuerzas en
el interior del circulo.

Solucién. Si el origen esta sobre un didmetro a distancia d del centro, la
ecuacion de la circunferencia sers (teorema del coseno)

R* =12 4+ d* — 2dr cos ¥,

de

dr ) dr
0 = r@ + drsinf — dcos@E,

@ drsin 6
d9  dcosh —r’

@_i drsin @
d9?>  dfdcosb —r

r=dcosf +/(d?cos? 0 + R? — d?),

de aqui

1 1
u=-

r deosf 1 V(A% cos? 0 + R2 — d?)

Lo dejaremos hasta aqui, por ser demasiada el dlgebra necesaria. Calcule

o’ ap*’

expréselas en términos de u y reemplace en la ecuacién de Binet.
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A

EJjERCICIO 2.8.67 Considere una particula que se mueve en un campo cen-
tral atractivo k/r* con k < 0. Demuestre que para un momentum angular
dado, la minima energia que puede tener la particula es:

mk?

p=-""
202

Solucion. Sabemos que la energia es

1 . k
E = §m(7“2 + T292) — ;,

o
lo = mr<0,
de modo que la energia puede escribirse

1 1 2 k
E=_mry+ -9 _ =
""" +2m7“2 r’

a la distancia r1 donde r es minimo 7 = 0 y entonces

funcion que tiene un minimo donde

12 k 12
mr3} + r? -
y luego
g _llm’k® o mk _ mk?
" om 13 B2
A

EJERCICIO 2.8.68 Un cohete de masa m es disparado desde un punto de la
superficie de la tierra con una rapidez inicial Vi haciendo un dngulo &, con la
vertical del lugar. Despreciando la rotacion terrestre, la resistencia del aire y
el movimiento de la tierra, demuestre que la excentricidad de la trayectoria
estd dada por:

=1+

R*VZ2sen?*¢, (.., 2GM
e "R )
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y la trayectoria es:
R?*V2sen?¢,
GM(1—ecos(d —a))
Aqui R es el radio terrestre, M la masa de la tierra y G la constante de
gravitacion. ;Cudl es la ubicacion del eje polar?
Solucion. Tenemos que

r =

lo = mVyRsiné,,

de donde
2o (mVg — 2m)m2 V2 R? sin® €
2R?si 2ZLGQMQm;GM
L S S
Ademds
12 m2VER?sin?¢,  R*VZsin?¢,
mK ~~ GMm?  GM

que prueban lo solicitado.

A

EJERCICIO 2.8.69 Respecto al problema anterior, suponga que Vo = \/GM/R
y &y = 30°. Demuestre entonces que el proyectil caerd de regreso a la tierra en
un punto situado a una distancia Rw/3 del punto de partida, medida sobre la
superficie de la tierra. Demuestre ademdas que la altura mdzima del proyectil
sobre la superficie terrestre es de alrededor de 0,866 R.

Solucion. Particularizamos a Vo = \/GM/R y &, = 30° resultando

s R*sin® T G?M?
e = - G2 M2 ( R2 )a
3
= 1—sin?= ==
sin” = = 7,
l(2) .92 R
mE = =
luego
R 1
r = —
41— 2v3cos(f — )
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en @ =0, r = R luego

R 1
R=— - = a = 30°,
1 — 5v3cos(a)

evidentemente el proyectil caerd de nuevo a la Tierra en 0 = 5 = 60° y eso
corresponde a un arco R%. Ademds el mdximo r serd

R 1
r=——
41-13

y eso corresponde a una altura mdxima de 1.866 03R — R = 0,866 03 R

= 1.866 03 R,

A

EJjErciciO 2.8.70 Una particula de masa m se mueve en una orbita circular
de radio Ry con rapidez Vy atraida hacia el centro con una fuerza inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia de la particula al centro. St
repentinamente la velocidad se reduce a la mitad, determine en términos de
Ry y Vi la ecuacion de la nueva orbita.

Solucién. Sabemos que

k
Vi =
0 mR()’
luego
k= mRo% N

la nueva energia serd

E=-m=-V;— = ——mV
210 T TR, g0
el nuevo momentum angular
v

lo = mR()?Oy

luego
2
—ImVEm?R2% 9

m(m2R2VE 16’
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luego

(mRo%P 1

r =
m2RoVi 1 — 3 cosd
_ il
— ; ,
1—%cosd
A

EJERCICIO 2.8.71 Un satélite estd en orbita ecuatorial geo estacionaria, es
decir permanece en el mismo punto relativo a la tierra que rota. Dados, la
masa terrestre M, la constante de gravitacion G, € la velocidad angular
terrestre, determine la ecuacion de la nueva drbita si la rapidez absoluta del
satélite es repentinamente aumentada al doble.

Solucién. Si €2 denota la velocidad angular terrestre entonces orbita geo
estacionaria significa

vy = g
ademds de (problema anterior)
GM
Vo = ’I“_O
con estas se puede obtener:
1
o = 5 y (GM Q),
Vo = \3/ (GMQ)

Sea por un momento vy = 2 %4 la velocidad inicial. Entonces

F = —-m4d— —
2 To To
M
_ o
To
GM
lo = mT02
To
entonces
QGMZLmQTgG—M
e?=1+—"2 =9

mG2M?2m?2
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entonces
4m27“8% 1
T TGMm 1 —3cos(f — a)
. 4T0
~ 1-3cos(d —a)

Si el dngulo polar se mide desde donde cambié la velocidad entonces debe
ser a = 7 y finalmente

47”()
T g _—
1+ 3cosf
4, 1
= —/(GMQ)——
Q ( )1+3(:ost9
A

EJjERCICIO 2.8.72 Un satélite de masa m estd en orbita circular de radio 2R
en torno a la tierra supuesta esférica, de masa M y radio R, en reposo y sin
atmdsfera. Si la velocidad se altera en un punto de la orbita en un factor f,
determine: a) la ecuacion de la nueva érbita. b) el rango de valores de f para
los cuales el satélite chocard con la tierra. c) el rango de valores de f para los
cuales el satélite se aleja indefinidamente.

Solucion. Para la é6rbita circular

_|GM
"V 2R
la nueva rapidez es
|GM
U= f 2R )
la nueva energia es
1 GM GMm 1 f2-2
E=-mfi— - ——=-GM
2" or e T aMMTR
el nuevo momentum angular es
GM

2R’
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la excentricidad serd dada por

2FI? 2
2 — 1 0 — 2 1
‘ * m(GMm)? (f )"
de donde
e = |f2 — 1| .
ademss

P (m(2R)f\/D)

mk mGMm
de manera que la nueva orbita es

= 2Rf?,

- 2R [
1 —|f2—1|cos(d —a)

r

Si el cambio de la rapidez ocurre en # = 0 debe ser

B 2R f?
11— f%2—1]cos(a)’

2R

de donde

1—|f*=1|cos(a) = f2
_1-r
cosa = m
Si f <1= cosa =1 entonces
B 2R f?
1—(1— f?)cosh

r

Sif>1= cosa=—1 entonces

. 2Rp
14 (f2—1)cosd’

r

El satélite puede chocar con la Tierra sélo si f < 1 y para saberlo hay que
ver si la ecuacién

B 2R f? _ R
"= 1—(1—f%cost
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tiene o no solucién. Esta es

2f2=1—(1— f?) cosb,

despejando
1—2f2
cosf = 1_—;; > —1,
debe ser
1-2f2> f*—-1
de donde

f<\/§.

Para este caso, el satélite chocard con la Tierra. Por tltimo, el satélite no
regresa si e = [f2 — 1| > 1 oseasi f > /2.

A

EJERCICIO 2.8.73 Un satélite estd en orbita ecuatorial geo estacionaria, es
decir permanece en el mismo punto relativo a la tierra que rota. Dados, la
masa terrestre M, la constante de gravitacion G, §2 la velocidad angular te-
rrestre, determine la ecuacion de la nueva orbita si la rapidez absoluta del
satélite es repentinamente reducida a la mitad.

Solucién. Tenemos

1 lGM B GMm

E = -
2m4 To To
B _ZGMm
n 8 To
1 /GM
l(] = Mro= E—
2 To
entonces
62—1+2(_§G%m)im2r8%\4 g
mG2M?2m?2 16
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entonces
G
r = m27'§% 7"](:4 1
mGMm 1—3cos(f — «)
1 1
4 71— 5 cos(0 — )
1, 1
= —+v/(GMQ)——
Q ( >4 — 3cosf
A

Ejercicio 2.8.74 Considere la tierra como esférica, en reposo de masa M y
radio R, sin atmdsfera. Se lanza un proyectil con rapidez inicial Vo formando
un dngulo B respecto a la horizontal. Determine el arco que el proyectil recorre
hasta llegar al suelo (si lo hace). Discuta las condiciones bajo las cuales el
proyectil cae nuevamente al suelo. La constante de gravitacion es G.

Solucion. La energia es

el momentum angular es

la excentricidad serd
e = 1+
1+

lg

E=-mV} -

1

2 R

lo = mRVj cos 3,

2(3mV — EIm)ym2 R2VE cos? B

m(GMm)?

(V20 121 cos?

(GM)? ’

~ mPR*Vjcos’ 5 RPVcos® 3

mk

mGMm GM '

de modo que la trayectoria es

_ RV cos’ B 1

GM 1—ecos(f —a)

Para la notacién, introducimos la velocidad de escape

Ve

[2G M
R )
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de manera que

o M- Ve 8

Z |
5 2RV{cos® B
mk V2 ’
de modo que la trayectoria es
2RV cos? 3 1
r =

V2 1—ecos(d—a)

e

Sir(0) = R hay necesariamente dos puntos donde la trayectoria intersecta a
la superficie de la Tierra. Esos dngulos son 6 = 0 y 6 = 2, ademds de e < 1.
Entonces

2RV cos? 3 1
V2 1—ecosa’

2RV cos? 3 1
V2 1 —ecos(f; —a)’

e

R:

R =

de donde se deduce que
0, —a=a= 0, =2a,
y de cualquiera de las anteriores

2V2 cos?
1—ecosa = M

O sea

cosa =

cosa =

\/1 42 VR)V2cos? B
Ve

Esta expresién la hemos visto de diversas forma en otros problemas. Si

e = VRV
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entonces 9
1—2zcos” 8

\/1— 1—2z 200825

COosS v =

que puede escribirse

1 —2zcos? 3
cosa =
V(1 — 22z cos? 3)2 + 22sin% 23
1 —2zcos? 3 1

1 — 2z cos? 22sin228
| 6‘ \/]' + (1—2z cos? B)2

Hay dos casos
a) Sil—2zcos? >0, o sea

1
<—
2cos? 3’

angulos de disparo grandes, entonces

cosa =

_ 22sin%23 ’
\/1 + (1—2zcos? B)2
b) Sil—2zcos?3 <0, o sea
1>2z2> ———
: 2 cos? 3

angulos de disparo pequenos, entonces

CoOsx =

2 2 28
\/1 + (1 Z2,:1(r:1052 B)2
Note que si 1 — 2z cos? 3 = 0
cosa = 0,

esto es el semieje mayor estd a 90° del punto de lanzamiento, y el proyec-
til cae diametralmente opuesto por la Tierra al punto de lanzamiento.

A




CAPITULO 3

TRABAJO Y ENERGIA

Consideremos un cuerpo sobre le cual actian fuerzas. Si el cuerpo es una
particula, las fuerzas se pueden sumar vectorialmente para obtener la fuerza
resultante y mediante la segunda ley de Newton, se determina la aceleracién y
usando las herramientas del cdlculo finalmente podremos obtener la posicién
futura de la particula en términos de las condiciones iniciales de posicién y
de velocidad. Si el cuerpo es un sélido rigido son relevantes los puntos de
aplicacién de cada fuerza y no es tan simple determinar el movimiento y el
futuro de tal cuerpo. Mucho mads dificil serd si el sistema es un fluido. Por
ahora nos limitaremos a ver lo que ocurre en relacién a una particula en
relacion al concepto de energia. El concepto de energia se origina al tratar
de integrar la segunda ley de Newton escrita en la forma

de donde sigue al multiplicar escalarmente por un vector desplazamiento
infinitésimo dr’ dado por

dF = idx + jdy + kdz,

m@wﬁ:ﬁdﬁ
dt
pero el lado izquierdo puede modificarse a
dv I
mg-dr—mdv- o —mv-dv—d(va )R
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o sea es la diferencial de una funcién. Luego
1 —
d(§mv2) =F.dr. (3.1)

Aqui se define.

3.0.5. Energia cinética

Se define la energfa cinética de una particula mediante

1
K= §mv2,
siendo su unidad llamada Joule: 1J = 1kgms—2.

3.0.6. Trabajo diferencial realizado por una fuerza

Si una fuerza F se desplaza un desplazamiento infinitesimal di se define
el trabajo realizado por ella en ese desplazamiento mediante

AW = F - dF,

por lo tanto (3.1) se llama teorema energfa- cinética trabajo en su versién
diferencial.

» TEOREMA 3.1
Un trabajo infinitesimal causa una variacion de la energia cinética de acuerdo
a

dK = dWV.

Debe que la letra d en dK y la letra d en dW tienen distinto significado. La
primera indica una diferencial. La segunda es simplemente parte del nombre
dado al trabajo infinitésimo.

» TEOREMA 3.2
Teorema energia cinética—trabajo. Si el teorema anterior se integra entre dos
puntos (i) y (f) de la trayectoria, entonces se obtiene

K- Ki=Wi;
donde se ha definido ;
Wiy = / F.dF.
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3.0.7. Fuerzas conservativas (C) y no conservativas (NC)

El trabajo realizado por una fuerza F' escrita en componentes cartesianas

F =iF, + jF, + kF., (3.2)
es
f —
Wi = / F.dr (3.3)
y como el desplazamiento infinitesimal dr’ es
dF = idx + jdy + kdz,
resulta

f f
Wiy = / F-dr= / (Fpdx + Fydy + F.dz). (3.4)

Este trabajo serd independiente del camino si el integrando es la diferencial
de alguna funcién, es decir si

Fodx + Fydy + F.dz = —dV.

El signo menos es convencional. La existencia de esa funcién V' llamada
energfa potencial define a lo que se denomina una fuerza conservativa. Para
estas fuerzas se tiene que

P o= —aa—z, (3.5)
ov
F, = o
y su trabajo serd en este caso
WE, = / f(Fmd:c + F,dy + F.d2) = —(V; = V). (3.6)

que es obviamente independiente del camino.

3.0.8. Energias potenciales

Para algunas fuerzas conservativas importantes, se listan a continuacién
sus energfas potenciales.
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Fuerza peso

Para la fuerza constante peso, si el eje OY es vertical hacia arriba, ella
puede escribirse

F= —mg)
y la energia potencial asociada al peso es
V =mgy. (3.7)
Fuerza elastica
Para la fuerza eldstica
F = —Fkxa, (3.8)
la energia potencial resulta ser
1
V = —ka? (3.9)
2
Fuerza gravitacional
Para la fuerza gravitacional
= Gmimg .
F=- o (3.10)
sus componentes son
G
F, = — m;m2$’
r
Gmima
Fy = - rg y?
G
FZ _ 771;77’L2z7
r

donde
r=r?+y? 4 22

Pero es simple establecer que

o1 x
iy
a1 x
oy -
01 x

(’3_y7" 3
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luego las componentes de la fuerza gravitacional pueden escribirse

0 Gm1m2

o= - (-2,
. 0 Gm1m2
FZ/ - ay< r )a

0 _Gm1m2

F —_ - -
‘ 82( r )
de donde identificamos la energia potencial asociada a la fuerza gravitacional
Gmim
V=-——"2 (3.11)
r
Fuerza electrostatica
Para la fuerza electrostética
] I qg
F= Ahy 3.12
ey 12 ( )
la energia potencial resulta ser
1
— N4 (3.13)
dreg T

con explicacién similar dada para la fuerza gravitacional.

NoTA 3.1 Para el lector que domine matemdticas mds avanzadas. Hemos
buscado energia potenciales mediante un método que podriamos llamar de
simple inspeccién. Sin embargo existe un método més general. La fuerza es
conservativa si

V x F=0.

Luego, si ese es el caso, se tiene que

| Far=—v@o - v,

T1

para cualquier camino que vaya de 71 — 7. Como la fuerza es conocida esa
integral puede hacerse y se obtiene

Wﬂ:WM—/ﬁdﬁ

T1
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Si 7 se elige adecuadamente como punto de referencia puede tomarse V (7}) =
0.

3.0.9. Teoremas sobre la energia

Por su importancia se agrupan aquif los teoremas relativos a la energfa y
al trabajo.

» TEOREMA 3.3
Teorema energia—trabajo. Si E = K + V representa la energia mecdnica de
la particula entonces

7

E;— E;=WNG. (3.14)

DEMOSTRACION 12
Se ha demostrado que

Ky — K = Wiy,

si la fuerza se separa en sus posibles partes conservativas y no conservativas
entonces

Wing = W + WG = —(V; = Vi) + WY

i—f>

luego se obtiene

Kp—Ki = —(V;= V) + WG,
Kf—i-Vf—(Ki—FV;) = W]lc;fv

(2

que prueba el teorema.

» TEOREMA 3.4
Teorema de conservacion de la energia cinética. Si W;_.; = 0 entonces

DEMOSTRACION 13
Este teorema sigue directamente de

K;— K; = Wi, (3.15)

haciendo W;_,; =0
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» TEOREMA 3.5
Teorema de conservacion de la energia mecdnica. Si Wl]ic} = 0 entonces

E; = E.

DEMOSTRACION 14
Este teorema sigue directamente de
NC
Ey— E; =W 5, (3.16)
haciendo VVZJXSC = 0. Debe remarcarse que la energia se conservard en to-
dos los casos donde no hay fuerzas no conservativas o bien si existen, ellas
no realizan trabajo. Por ejemplo, las reacciones normales que son fuerzas

no conservativas, no realizan trabajo por ser el desplazamiento del cuerpo
perpendicular a la fuerza.

3.1. Sobre la energia

En general, el hombre desea poner en movimiento las cosas para satisfacer
diferentes necesidades. En otras palabras se desea que los cuerpos adquieran
energia cinética. De acuerdo a lo explicado, una forma de lograrlo es median-
te una fuerza que realice algiin trabajo. Pero obtener una fuerza que realice
trabajo no es tan simple. Por ejemplo para mover un automdévil, un tren, un
avién o simplemente mover un motor, de donde sacar la fuerza que lo haga.
De acuerdo al teorema de conservacién de energfa, que se supone vélido en
esta discusién, si un cuerpo gana energia, entonces otro la pierde. Afortu-
nadamente existen en la Tierra muchas fuentes de energia. Estas en general
son sistemas que tienen energia potencial acumulada. Por ejemplo una can-
tidad de agua a cierta altura tiene energia potencial acumulada. Los nicleos
de los dtomos tienen energia eléctrica almacenada. Los combustible fésiles
tienen energfa potencial acumulada, de naturaleza quimica. Otra pregunta
surge. ;Quién realizé el trabajo necesario para acumular esas cantidades de
energia? Casi sin excepcion la respuesta es: nuestro Sol. La enorme energia
liberada por el Sol y parcialmente recibida en la Tierra, causa a lo largo del
tiempo esas acumulaciones de energia potencial. Los drboles crecen, se trans-
forman eventualmente en Carbén que posee una enorme cantidad de energia
acumulada. O, los mares se evaporan, llueve sobre la cordillera y alli tene-
mos una enorme cantidad de energfa potencial acumulada. Hay una enorme
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cantidad de otros ejemplos: la energia del viento, la energia de las mareas del
mar, la energfa de las tempestades, etcétera.

Mencién aparte recibe la energia acumulada en los niicleos atémicos. Fue
necesario vencer la enorme repulsion eléctrica de los protones para formar los
nucleos de los dtomos, que al formarse, tienen una enorme cantidad de energia
acumulada. Al final, la fuerza responsable de que eso haya ocurrido largo
tiempo atrds en alguna estrella, es la enorme fuerza gravitacional presente
en los nicleos de las estrellas como consecuencia de su enorme masa. Sin
embargo para que esa energia quede acumulada, se requiere de algo que
mantenga al micleo unido. La fuerza responsable de que ello ocurra es la
fuerza nuclear.

Utilizar esas energfas acumuladas ha sido posible gracias al gran desarrollo
de la tecnologia.

El desafié actual consiste en tratar de utilizar la mayor de las fuerzas
conocidas por el hombre para estos fines: la fuerza nuclear. La fuerza nuclear
es la responsable de la estabilidad de los niicleos atémicos, es siempre atrac-
tiva, de enorme magnitud y de muy corto alcance y se manifiesta entre los
componentes del niicleo atémico, protones y neutrones.

De manera que para que la fuerza nuclear se manifieste y realice algiin
trabajo, se hace necesario acercar protones a muy corta distancia, tarea muy
dificil porque ellos se repelen y muy intensamente cuando se tratan de acercar.
Los intentos de realizar este proceso en la Tierra en forma controlada han
avanzado, pero no hay certeza de cuando se lograra. Este proceso, llamado de
fusién nuclear, es logrado en los centros de las estrellas y el agente responsable
de que esto ocurra es la enorme presién que ejerce la masa de la estrella sobre
su centro producto de la fuerza gravitacional.

3.1.1. La energia cinética de los asteroides

Hace aproximadamente 65 millones de anos atrds un asteroide de alrede-
dor de R = 20km de radio y una velocidad del orden v = 20 kms~! impacté
la Tierra y causo el fin de la mayor parte de la vida en la Tierra. Si supo-
nemos una densidad del orden de p = 5000 kgm™2 (5 veces la del agua) su
energia cinética serfa

11
K = §(§7TR3p)1)2 =8.38 x 10**J,



3.1 Sobre la energia 169

y como 1 megaton = 4,2 x 10'® J esa energfa equivale aproximadamente a
K =2 x 10° megatones,

quizés la explosion de todo el arsenal nuclear actual. La bomba atémica de
Hiroshima fue del orden % megaton. Vea més detalles sobre las consecuen-
cias de ese impacto en http://www.eas.purdue.edu/eas109/ Day %20the %20

Dinosaurs %20Died.htm

3.1.2. Integracion de la ecuacién de movimiento

El propdsito de la dindmica es: dadas las condiciones iniciales de un siste-
ma y las fuerzas, determinar mediante la segunda ley de Newton las posicién
y velocidad futura del sistema. La segunda ley de Newton, también llamada
ecuacién de movimiento, determina la aceleracién del sistema @ = d?7/dt?.
Luego hay un problema matematico. Conocida la fuerza resultante debere-
mos integrar la ecuaciéon de movimiento y obtener la velocidad #(t) y posicién
7(t) si se conocen las condiciones iniciales del movimiento, es decir la veloci-
dad y posicién iniciales #(0) y 7(0). Como veremos dependiendo de las fuerzas
actuando, la integracién de la ecuaciéon de movimiento es més o menos simple.

Para el caso de la dindmica de un cuerpo la fuerza podria depender del
tiempo, de su posicién y de su velocidad, es decir la ecuacién que resulta es

Ert) =, L
m— = F(t,r,7), (3.17)

que en general no puede integrarse directamente porque el lado derecho, la
fuerza, depende precisamente de la incognita 7(t) y de su derivada #(t). En el
apéndice se profundiza més sobre diversos casos integrable y aqui nos limita-
mos a los principales. En el capitulo de sistemas de particulas se explican las
dificultades adicionales que se presentan en el caso de la dindmica de varios
Cuerpos.

Como posiblemente los alumnos de este curso atin no dominan el tema de
las integrales y menos el de las ecuaciones diferenciales, deje para més adelan-
te la comprensién de todos los pasos intermedios, pero analice los resultados
y sus aplicaciones.

Fuerza constante

De la segunda ley
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SIi

t, (3.18)

7(t) = 7(0)+ v (O)t+%t2

Estos resultados coinciden con lo establecido en la seccién de cinemética para
el caso en que la aceleracién es constante.

Fuerza dependiente del tiempo F(t)

Aqui se puede dejar expresado

W(t) = / (3.19)

ity = #0)+ t+m/ dt”/

donde las integrales se podrdn hacer cuando la fuerza sea dada en forma
explicita.

Fuerza dependiente de la posicién

En movimiento unidimensional. Si F' = F(x)7 tenemos que

mi = F(x), (3.20)
pero existe la identidad

.1 d

Y

de modo que se tiene una ecuacién diferencial

1d . 1
2d:E N EF(x)’
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de donde
9 )
2(t) — 32(0) = = / Fla)dz,
m
z(0)
o bien
2 [*® dx
p(t) = 4 |42 = F(x)dx = — 21
(1) \/a:<o>+m/x(0) ()i =5, (3.21)
y podemos finalmente separar variables en la forma
dt = - Q) !
\/¢2(0) + 2 [*0 P(a)da
e integrar por segunda vez
(3.22)

z(t) dr
- / |
z(0) \/552(0) +2 fxm(o) F(x)dx

El problema estaria resuelto si dada F(z), la integral la realizamos y es

posible de alli despejar x(t). Tarea no necesariamente simple.

Lo anterior puede simplificarse o calcularse para casos especificos de fuer-

zZas.

Por ejemplo la fuerza eldstica

F(z) = —kz,

se obtiene
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Sin perder demasiado podemos suponer que x(0) = 0 de modo que

m [*® dx
~VE 232(0) — 22
mo. x
- VET /E0)

de modo que finalmente

a(t) = \/%j:(O) sin \/gt. (3.23)

Ms4s detalles serdan dados al estudiar més adelante el llamado movimiento
arménico simple.
Para el 1ltimo caso particular, existe un método alternativo més fécil. En
efecto de
mi = —kx,

y si se define

tenemos que
¥4+ wlr=0,

y usted puede facilmente comprobar que una solucién general es de la forma
z(t) = C cos(wt + ¢).

La evaluacién de las constantes C' y ¢ segiin sean las condiciones iniciales
z(0), £(0), se hard mds adelante al estudiar el movimiento arménico simple.

3.1.3. Energia en el movimiento arménico simple

Para la situacién de la figura donde no hay roce la energia potencial
eldstica es

1
V= 51{31'2
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| F
AR
4—|—>4———>

Figura 3.1:

y si no hay otras fuerzas actuando o ellas no realizan trabajo (peso y Normal)
entonces la energia total E se conserva, esto es

1 1
E = §Mx'2 + §kx2 = constante. (3.24)

3.1.4. Amplitud del movimiento

La constante A se conoce como la amplitud del movimiento. Se caracteriza
que cuando x tiene ese valor, entonces la particula se detiene e invierte su
movimiento. Si usamos la conservacién de la energia podemos relacionar la
posicién con la velocidad en la forma

1 1 1
E==-Mi?+ ka®> = =LA 2
5 T +2k:c 2k (3.25)

Esta 1ltima relacién entre velocidad y posicién puede escribirse con v = &
P2 +wir? = WwiA? (3.26)
v\ 2 72
— — =1 3.27
(wA) * (A) ’ (3.27)

que es la ecuacién de una elipse sobre la cual se destacan las velocidades
méximas v = +wA y desplazamientos maximos x = +A.

3.1.5. Dinamica del movimiento circular

Cuando un cuerpo estd restringido a moverse en una trayectoria circunfe-
rencial, es mejor utilizar coordenadas polares. Aqui el radio serd constante y
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—
N

Figura 3.2:

variard solamente la coordenada angular . En la figura se ilustran las compo-
nentes polares de la fuerza que actia sobre la particula F,. y Fj. Recordando

lo establecido en el capitulo de cinematica
7 = R0, (3.28)
— RO+ ROG, (3.29)

a

la segunda ley de Newton en componentes polares serd

F, = m(-R0), (3.30)
Fy = mR9. (3.31)
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Figura 3.3:

En los desplazamientos de la particula la componente F). por ser perpendicu-
lar al desplazamiento no realiza trabajo. Si la componente Fj es una fuerza
conservativa la energfa serd constante

1
E = §mv2 + V = constante. (3.32)

Si hay roce entonces la energfa no es constante.

EsempPLO 3.1.1 Una particula de masa m puede moverse por el interior de
una superficie circular lisa de radio R cuyo plano estd vertical. Inicialmente
la particula parte del punto mds bajo con una rapidez inicial vy. Analice las
diversas posibilidades que tiene el movimiento de la particula en funcion de
la rapidez inicial.

Solucién. La figura ilustra las dos fuerzas que actiian sobre la particula
mientras ella permanezca en contacto con la superficie. Antes de plantear
nada matematico usted debe darse cuenta de las posibilidades y luego que eso
esté claro, proceder a un andlisis méas detallado. Es méds o menos evidente que
si la rapidez inicial es pequena, la particula efectuard oscilaciones. Si ella es
mas grande, la particula puede perder el contacto pasado los noventa grados.
Si es mayor atin, podrd dar vueltas completas. Las ecuaciones generales se
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reducen en este caso a

F, = —N —mgsinf = m(—R0’), (3.33)
Fy = —mgcosf =mR0, (3.34)
1 1 .
E = §mv§ = EmRQHQ +mg(R + Rsin®). (3.35)
De la tercera
vg -2
= —2g(1+sin6) = RO
R
De la primera, eliminando 6" se obtiene
02
N = —mgsinf+ m(% —2¢(1 +sin#)),
2
N = 0 mg(3sinf + 2).
R
de la primera
N —mRi* = —mgsin 0 (3.36)

= Vueltas completas. La particula realizard vueltas completas si N per-
manece positiva para todo #. Observando la expresiéon para N es caso
mas desfavorable ocurre si = 7, luego la condicién serd

mv2

?0 +mg(=3—-2) 20,

o sea,
vg = \/5gR.

» Oscilaciones. Para que esto ocurra la particula debe detenerse antes
que la normal se anule. Esto significa que # = 0 antes que N se anule.
Pero si 6 > 0 la ecuacién (3.36) indica que

N —mRO® = —mgsinf€ < 0,
N < mRé,

0 sea no puede anularse 0 primero. Luego pueden haber oscilaciones
sélo si # = 0 para 0 < 0, y eso requiere que

2
%

i 2g(1 +sinf) = 0 para 6 < 0,
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de donde

vo = v/2gR(1 +sinf) < v/2gR.

= Despegues. Para que la particula despegue, pierda el contacto, debe ser
N =0con 0 <6 < m/2luego

2
mug

0 = = —mg(3sinfd + 2),

vo = +/gR(2+3sinf),

V29R < vy < +/bHgR.

= Andlisis del despegue y siguiente punto de impacto

Sea 6 > 0 el angulo del despegue. De N—mR#® = —mgsinf para N = 0

podemos evaluar '
vy = RO = /gRsind,
y usando las ecuaciones de los proyectiles
x = Rcosf — vjtcos(m/2 —0),

1
y = Rsin«9+v{)tsin(7r/2—9)—59152,

reduciendo

r = Rcost —+/gRsinftsinb,

1
y = Rsinf+ \/gRVSiHQtCOSQ—§Qt2,
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calculemos
1
22+ 9% = R? — g\/gRVsin 0t® cos 0 + Zth‘l

y para x2 + y?> = R? que caracteriza al punto de caida, se obtiene el

tiempo
IR~
t =44/ —+Vsinfcosf
g

y asf evaluamos las coordenadas del punto de caida resultando después
de algunas simplificaciones

r = Rcos30 = Rcos(—30),
= —Rsin30 = Rsin(—30).

Esto es el punto de caida se produce en el angulo —36.

A

3.1.6. Bonus Track

Como se sabe, la mecdnica cldsica falla en varios &mbitos. Especialmente
en el mundo atémico y a velocidades muy cercanas a la velocidad de la luz.
Pero jcémo? si no andamos ni cerca de la velocidad de la luz. Sin embargo
algunos datos del reactor LHC' del Cern nos dicen otra cosa.

Algunos datos. Se acelerardan protones hasta que adquieran una energia
(cinética) de 7 T'eV y el nimero de protones de cada haz (habrdn dos) es
de 3.2292 x 10 protones. Con estos dos datos se pueden calcular varias
cosas, pero se necesitan versiones apropiadas (relativistas) de alguna férmula
y ciertos datos.

Energia cinética (relativista)

K = ——— — mgyc? (Krel)
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Velocidad de la luz

c=2,99792458 x 10°ms~!

Masa en reposo de un protén

mo = 1,6726231 x 10~ *" kg

Algunas conversiones

1TeV = 102eV =1,60217646 x 1077 J
1 Megaton = 4,184 x 10" ]
1y = 315569265

Calculos

Energfa cinética de cada proton

K =17x1,60217646 x 107 "J = 1.121 523522 x 1076 J.

Esta energfa cinética de cada protén corresponde a una rapidez que se
calcula en la seccién siguiente.

Rapidez de los protones

Hay que despejar v de la ecuacién 7?7

V 2Km002 + K?

vp = K+ m002 “
o reordenando
vp = 1-— —mOCQ 26 =
P K+ m062 N
= 0,999999991 c
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Una Carrera

En una carrera con la luz hasta a centauro que estd a 4,36 anos luz, la
luz demora

T = 4,36 x 315569265 = 1375881974

los protones del acelerador CERN demorarian

T d  137588197,4c

rotones — — — — 1 375 881 98,6
prot v, 0,999999991 ¢ ®

es decir llegan 137588198,6 —137588197,4 = 1. 2s més tarde. La luz ;gana
por nariz? En realidad una nariz bastante larga. Calcule su longitud.

La energia cinética total del haz de protones es

K = 7x2808 x 1,15 x 10" x 1,60217646 x 1077 J

= 3,621623757 x 108 ]

3,621623757 x 108 .
- 4,184 % 1015 = 8.655 888521 x 10 Megatones.

Una energfa cinética insignificante comparada por ejemplo a una liberada
por la explosién de una bomba de Hidrégeno o de la colisién del asteroide
que maté a los dinosaurios.

Equivalencia en masa

E 3,621623757 x 108
m = — =

- -9

Asteoride

Como un ejemplo cldsico (no relativista) un asteroide de 10 km de didme-
tro viene hacia la Tierra a una rapidez de 20kms~' y con una densidad de
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p = 6000kgm™3. Su energia cinética, que después de la colisién se transfor-
mard en diversas formas de energfa, puede calcularse

1 1 4
K = §mv2:§p(§7rR3)v2

1 4
= 5 X 6000(§7T)(5000)3(20000)2

= 6.283185307 x 10%]
= 1,501 x 10® Megatones,

pobres dinosaurios.

Otras curiosidades

Si una nave viajara a « centauro que estd a distancia de dos anos luz con
esa velocidad de los protones, para los terricolas el viaje demoraria digamos
dos anos. Para el piloto transcurrirfa un tiempo

2
Tyiore = 63113852,04/1 — L
C

= 63113852,00/1 — (0,999 999 991)2
= 8467.611785s
2,35h

Si la nave tuviera en total una masa en reposo de M = 200000 kg, la
energia necesaria para acelerar la nave hasta esa rapidez de los protones
serfa a lo menos

= 1.3396 x 10°J
= 3.2017 x 10'° Megatones

. Dispondremos algiin combustible con tal energfa? Si la masa total del
cohete se convirtiera en energfa tendriamos apenas

Mc? = 200000¢2 = 1.798 x 10?2 ]
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3.2. Ejercicios resueltos trabajo energia

EJjErcIcIO 3.2.1 Una particula se mueve sobre el eje X de un sistema de
coordenadas, sometido a una fuerza de atraccion hacia el origen de magnitud
k/x?, donde k es una constante positiva. Si la particula parte del reposo en
xr = a, demuestre que ella llegard al origen en un tiempo t , dado por

‘= 7TCL ma
a 2k

Solucion. La fuerza dada es conservativa porque

k 0. k
Fe_- - _ (=
x2 8:C< :c)’
de donde se deduce que
k
V= -
x

y como no hay otra fuerza tenemos que la energia se conserva

1
Bolpg2_E__E
2 T a

con condiciones iniciales x(0) = a, #(0) = 0. Luego

1, k1 1
2 TwE )
de donde
2k 1
e m(E_E)’

separe variables e integre

R

2 in2
Nota: —=— z =asin 9 —— = v/ M.
0 0

T VR A

A
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EJERCICIO 3.2.2 Demuestre que la ecuacion de movimiento de un péndulo
simple, formado por una particula de masa m suspendida de un hilo liviano
de largo L, es :

é+%sin9:0

Solucién. Hay varios caminos. Si usamos conservacién de energfa, con
energia potencial definida como cero en el punto méas bajo, tenemos que

1 :
E = §mL292 + mgL(1 — cos @)

que si se deriva respecto al tiempo da
mL?00 + mgLsin60 = 0

o bien )
0 + % sinf = 0.

A

EJERrcicio 3.2.3 Una particula de masa m se coloca en el punto mds alto
de un hemisferio liso de radio R y se perturba levemente de modo que ella
comienza a caer deslizando. Determine el punto sobre el hemisferio donde la
particula pierde el contacto con él.

Solucién. Considere la figura

la componente radial de la segunda Ley de Newton es

v?
— —_N+ 0,
me mg cos

y conservacién de energia

1
E = gmv2 +mgRcosf = mgR
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0 sea
v? = 2gR(1 — cosf)

que sustituida en la primera da
N = mgcost —2mg(1l — cos0)
= (3cosf —2)myg

2

3 0 sea el punto de despegue es 6 = 48,19°.

que se anula donde cosf =

A

EJERCICIO 3.2.4 Se tiene un péndulo constituido por una particula de masa
m unida por un hilo de largo L a un punto fijo. Si la rapidez de la particula
en el punto mas bajo es vy determine la energia mecanica de la particula con-
siderando que en el punto mas bajo la energia potencial es cero. Determine
ademds la ecuacion diferencial que satisface el dngulo 6.

T

S

m 0

Solucién. Si tomamos como nivel de referencia de la energfa potencial el
punto méas bajo, entonces

1 1 :
E = §mv§ = EmLQH2 +mgL(1 — cos?).

Si ademads derivamos respecto al tiempo se obtiene
mL?*00 + mgL(sin 0)0 = 0,

O sea

0+ %(sin@) =0.

A

EJsErciciO 3.2.5 Un proyectil de masa m = 1kg, se lanza desde el origen de
un sistema de coordenadas, con rapidez vy = 100ms—!, formando un dngulo
a = 37° con la horizontal. Si se desprecia la resistencia del aire, calcule:
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a) La energia mecanica del proyectil después del lanzamiento. b) El trabajo
realizado por la fuerza neta que actia sobre el proyectil, desde que se lanza
hasta que adquiere la altura mdxima. c) La energia cinética del proyectil en
el punto de impacto contra el suelo.

Solucién. Si el nivel de referencia para la energia potencial corresponde
al punto de lanzamiento, entonces la energia mecdnica (que es constante) es

1 1
E = §mv§ = 51(100)2 =50001J.

La altura méxima se calcula de

1}2
Ymax = L sin?a = 164.628 m.
2g

El trabajo realizado por la fuerza neta, el peso, es igual a menos la variaciéon
de la energfa potencial, es decir

W = —mg(ymax — 0) = —1646,28 J,
y la energia en el punto de llegada es la misma que al salir.

A

EJERCICIO 3.2.6 Sea
F = (122° — 622)i + 22y2°) + (3xy22% — 62°2)k.
Encuentre la funcion potencial escalar asociada a F.

Solucién. Debemos verificar primero que V x F = (0. Calcule entonces

0 3 k
VxF = 2 o 2
Y223 — 6222 2xyzd 3xy%2? — 6222
= (6zyz? — 6wy2?) + - -
= (0,0,0).

Sea entonces V' (0,0,0) = 0. Ademéds sabemos que

V(z,y,2z) = —/ﬁ~d77,
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y como camino tomamos tres segmentos a lo largo de los ejes. C : y = 0,
2=0,2:0—x2;Cy:2=0,r = constante, y : 0 — y; Cs : x,y = constantes,
z : 0 — z. Entonces

V(z,y,2) = — /(y2z3 — 6x2%)dr + 22y dy + (32y22* — 62°2)dz

— —/01(0) — /02(0) — /03(3:Uy2z2 — 62%2)dz

= —xy?2? + 3272

A

EJjErciciO 3.2.7 Una particula de masa m se mueve en el plano XY tal que:
7 = ai coswt + bjsin wt,

donde a y b son constantes positivas. a) Encuentre la trayectoria de la parti-
cula. b) Calcule la fuerza que actia sobre la particulas. ¢) Demuestre que la
fuerza es conservativa. d) ;Cudl es la energia potencial en x =a ey =b? e)
Calcule el trabajo realizado por la fuerza cuando la particula se mueve de A
hacia B. f) La energia total de la particula.

Solucién. Del vector posicion,

xr =acoswt, y = bsinwt,

de donde ) )
o )
arE=l (a),
(es una elipse). Ademads
F = md = —mw?F (b),

se trata de una fuerza conservativa porque es evidente que
il 1 2.2
F= —Vimw e,

y luego la energia potencial es
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Las coordenada de los puntos son A(a,0) y B(0,b) de manera que

1 1
Ug = §mw2a2, Up = §mwzb2 (d),

de modo que el trabajo es

W= —(Up—Up) = —ym(P —a®) (/).

La energfa total de la particula sera

1
E = §m212+U
L9 2. o 2 2 L 92
= W (a®sin® wt + b” cos wt)+§mwr

1 1

= Emw2(a2 sin? wt + b cos® wt) + amw2(a2 cos® wt + b sin® wt)
1

= Emwz(ab2 +b?).

A

EJERCICIO 3.2.8 Una particula de masa m, se mueve por la accion de una
fuerza conservativa cuyo potencial es U(x). Si en ty la particula estd en x1 y
en ty estd en xo, demuestre que: a)

dx
VE—-U(x)

donde E es la energia total. b) Si U(z) = 2ka? yent=0, z=a, =0
. Demuestre que:
| k
T = acos\/—t.
m

1
F = §m9'v2 + U(z),

x]
tg—tlz \/771/2/

Solucién. Tenemos que
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de donde
r = 2 (B-U)
T = - T
dx 2
el Z(E—
= = 2 (E-UW)
g - dx ’
2(E - U(x))
integrando

. /@/aC dz B /T/x dz
2 Ja \/ E — $ka? ko w/%—xz,

y finalmente

EJERCICIO 3.2.9 En la pardbola v = 2*/a que estd colocada verticalmente
sequn la figura, ademds del peso, de la fuerza de reaccion normal, actia sobre
la argolla una fuerza dada por:

—

F =y —xj.
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Inicialmente, la argolla estd en A y su rapidez es nula.
Ay

A

»
|

a X

|
|
|
|
|
L
X =

a) Determinar el trabajo que hace la fuerza F cuando la argolla se mueve
desde A hasta O. b) Calcule la rapidez de la argolla en O.

Solucién. Deseamos saber si la fuerza dada es conservativa, calculamos

PGk
o fi) fi) 9
y —x 0

A~

= J(—1-1)=(0,0,-2) £0.

No lo es. De modo que debemos calcular su trabajo directamente

o o
Wg = / F-df’:/ (ydx — xdy)

A A
0,2 0 20d
= Jv—dx—/ 22
a a a a
a? N 2 , a?
= _—— - =
3 3 3
Usamos ahora el teorema energfa trabajo
2
a
EO - EA = §7
1, a?
§mvo — (mgya) = 3
1, a?
570 ~ (mga) = 3

de modo que finalmente

1 2a?
vo = %ﬁ\/(ma(a—l—?)mg)) =1/2ag + %.




190 TRABAJO Y ENERGIA

A

EJERrciciO 3.2.10 Una particula de masa m, se lanza con rapidez inicial
vg sobre un plano horizontal liso. El aire ejerce sobre la particula una fuerza
resistente proporcional a la velocidad con constante de proporcionalidad k.
Calcule: a) La distancia total que recorre la particula. b) La energia cinética
de la particula en la mitad del recorrido. ¢) El trabajo total que realiza la
fuerza resistente.

Solucién. Tenemos

dv
m— = —ku,
dt
separando variables e integrando
v'd ko[ kt
Y. 2 dt=h—=-2
w U m J, Vo m
de donde

v(t) = voe

integrando nuevamente

muvg _kt

¢
x(t):/ vge_%dt:—(l—e m).
0 k

como la particula se detiene cuando t — oo, resulta que la distancia recorrida

es
muvg

En la mitad del recorrido el tiempo serd dado por
I1mvy  muyg okt m
S0 T 0 e = — (In2
ST = B0 e ) = = T (n2),

y la energia cinética serd

1 1 ¢
K = §m02:§mv§e’2%
1 1
= §mv§Z = gmvg. (b)

Por tltimo segtn el teorema energia trabajo, el trabajo total que realiza
la fuerza resistente es

1
Wp=K;— K; = —§mv(2). ()
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A

EJERrcICIO 3.2.11 Sobre una particula de masa m = 2 kg, actia una fuerza
F' desconocida. La particula se mueve sobre un plano horizontal dspero, de
acuerdo a la ecuacién itinerario v = 3 + t* donde x estd en metros y t
en sequndos. El coeficiente de roce cinético entre el plano y la particula es
i = 0,3. Calcule: a) La energia cinética de la particula en el instante t = 3 s.
b) El trabajo realizado por la fuerza F en el intervalo 0 — 3s.

Solucién. Tenemos que la rapidez es

= — =92
dt

Vg
La energfa cinética en t = 3 s serd
1 5, 1

La fuerza de roce realiza un trabajo

W = —uMg(xs — 1)
—0,3%x2x10(12 —3) = —54,0J.

El trabajo total es la variacién de la energfa cinética, es decir
Wpg — 54,0 = 36,

de donde
Wr=90J.

A

EJERrciciO 3.2.12 Un bloque de masa m = 4kg, inicialmente en reposo,
asciende a lo largo de un plano inclinado dspero de largo 1 m e inclinacion
respecto de la horizontal o = 53°, debido a la accion de una fuerza horizontal
constante de magnitud 60 N. Si al término del recorrido el bloque tiene una
rapidez de 1,2ms™!, calcule: a) El trabajo realizado por la fuerza de roce. b)
El trabajo neto resultante. ¢) El coeficiente de roce cinético entre el bloque y
el plano.
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Solucién. La normal es N = mgcosb3 = 24.073 N, la altura que sube
es h = 1 x sinb3 = 0,7986 m, el desplazamiento horizontal del bloque es
x =1xsin53 = 0,601 8 m. Podemos entonces calcular los siguientes trabajos
y el cambio de la energia cinética

Wy = 0,
Wiy = —4x10x0,7986 = —31.9447,
Wrp = 60x0,6018 = 36.108J,
1
K,— K, = 54(1,2)2 = 2.88J (trabajo neto resultante)

El trabajo W} realizado por la fuerza de roce satisface
Wi+ Wp+ Wy = Ky — K,
de manera que el trabajo realizado por el roce sera
W; =2.88 - 36,108 + 31,944 = —1.284 J,

y finalmente el coeficiente de roce lo despejamos de

O sea 1 284
P = oy gy — 0093

A




carituro 4

MOVIMIENTO ARMONICO

4.1. Movimiento arménico simple

El movimiento de un cuerpo sometido la accién de una fuerza eldstica
da lugar a un movimiento conocido como movimiento armoénico simple. Esta
fuerza se manifiesta cuando un cuerpo oscila unido a un resorte ideal. Un
resorte ideal tiene dos caracteristicas, su longitud natural [y que es su longitud
sin estar sometido a fuerzas y su constante eldstica k. La deformacion del
resorte es proporcional a la fuerza aplicada segin

F=k(l-1), (4.1)
donde [ es la longitud del resorte deformado, como se indica en la figura

< >
< »

lo
| | |

F

Figura 4.1:

Si una particula de masa M se mueve en una dimensién, digamos el eje
OX sometido a una unica fuerza restauradora eldstica de la forma, conviene
medir la coordenada de posicién x a partir de la longitud natural del resorte

de manera que .
F=—k(l—1y)t = —kai, (4.2)
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entonces la segunda ley de Newton nos da

| F
A
—r—>
IO
Figura 4.2:
Mz = —ku, (4.3)
P4wir = 0,
donde se ha definido
k
2= . 4.4
= (1.4)

La coordenada x satisface la célebre ecuaciéon del movimiento armonico
simple (MAS) cuya solucién puede escribirse en términos de dos constantes
Ay ¢ como

z(t) = Acos(wt + ). (4.5)

La constante A se conoce como la amplitud del movimiento y ¢ se conoce
como la fase inicial.

4.1.1. Evaluaciéon de las constantes

Si las condiciones iniciales son

z(0) = o,

T (0) = %o,
entonces al imponer dichas condiciones en (4.5) y su primera derivada resulta

rg = Acoso, (4.6)

vg = —Awsing,
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de donde
v
tang = -0 (4.8)
WIo
4.1.2. Periodo y frecuencia
Evidentemente la funcién
z(t) = Acos(wt + ¢).
es periédica con periodo T' dado por
wl =2, (4.9)
de modo que el periodo del movimiento es
27 [ M
T=""_=9 - 4.10
y la frecuencia, es el reciproco del periodo, es decir
1 1 |k
R iy 4.11
/ T 2 VM ( )
La frecuencia angular serd
2m k
=2nf = — =4/—. 4.12
w=nf=2 =2 (112

Como veremos en el ejemplo que sigue, movimientos arménico simples pueden

darse en variadas situaciones, atlin sin resortes.

4.2. Movimiento arménico amortiguado.

En nuestro mundo siempre existe roce de manera que el tratamiento del
movimiento arménico simple no refleja exactamente lo que ocurre. Por ejem-
plo si el movimiento se realiza en presencia de aire y suponemos que ademds
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Figura 4.3:

de la fuerza eldstica actia una fuerza de roce viscosa contraria a la velocidad
de la forma

[ =—28ii, (4.13)
con 3 alguna constante, la ecuacién de movimiento serd
f=—2pi,

la ecuacién de movimiento serd

M3 = —kx — 2pz,

o bien 5 .
Ahora llamaremos K
2 g —
UJO M 9

de modo que la ecuacién para el movimiento amortiguado es
.20,
T+ Vi +wir = 0. (4.14)

La solucién de esta ecuacién se obtiene suponiendo una solucién exponencial
de la forma

z(t) = Ae,
que al ser sustituida conduce a
2
P+ Mﬁp +wi=0

es decir hay a lo méds dos valores de p para los cuales la solucién tratada lo
es. Estos valores son
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2
pz—%i (%—%)

La naturaleza de las soluciones dependen crucialmente del signo de la canti-
dad subradical. Asi distinguimos tres casos:

4.2.1. Caso sub amortiguado.

Si el roce es pequeno, en forma més precisa si

2
% —wi <0,
definamos
2
w={|wi— £
0 M2 )

y la solucién puede escribirse en términos de dos constantes A y ¢ asf
x(t) = Aert cos(wt — @),

es decir hay oscilaciones cada vez de menor amplitud. El movimiento se
denomina cuasi periédico y el cuasi periodo estd dado por

B 2T 27

T = —— (4.15)
w
w2 — %
4.2.2. Caso amortiguado critico.
Aqui
/82
Y =0
los dos valores de p son iguales y la solucién es
2(t) = (A + Bt)e 7, (4.16)

donde dependiendo de los signos de las constantes A y B puede haber a lo
més una oscilacién y luego la amplitud decae asintéticamente a cero.
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4.2.3. Caso sobre amortiguado.

Si el roce es muy grande, es decir si

2
% —w >0,
los dos valores de p son reales y distintos luego la solucién es p = —% +
2
-3
82 _ . (£
z(t) = et (Ae (3 g)t+Be \/(m g)t), (4.17)

la coordenada cae asintéticamente a cero.

4.3. Movimiento oscilatorio forzado forzado.

Si se agrega una fuerza externa forzadora de la forma F'(t), la ecuacién
de movimiento serd sin amortiguacién sera

i+ %x = F(t). (4.18)

Esta es una ecuacion lineal de segundo orden, no homogénea. Un teorema de
las matematicas nos informa que la solucién es la suma de una solucién par-
ticular de esa ecuacién mds la solucién de la parte homogénea, la encontrada
en la seccién anterior. La solucion de la parte homogénea, en cualquiera de
los tres casos explicados a la larga decae a cero, luego si nos olvidamos de los
transientes iniciales, el cuerpo terminard moviéndose de acuerdo a la solucién
particular.

Una solucién particular.
Si la fuerza forzadora es periddica de la forma
F(t) = AcosQt, (4.19)
es conveniente darse cuenta que

F(t) = AcosQt = Re(Ae™™),
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y mejor resolver la ecuacién
i+ wir = Ae™, (4.20)

en el entendido que de la solucién que encontremos debemos quedarnos con
la parte real.
La solucién puede adivinarse de la forma

x(t) = Ce™,
que si es sustituida en (4.20) conduce a
—Q*’C + wiC = A,
de donde A
C= Zo

es la amplitud de la respuesta del sistema. Finalmente la solucién puede escri-
birse como una combinacién lineal de la solucién oscilatoria sin forzamiento
y la solucién particular forzada

, A
x(t) = Bcoswot + C'sin wgl + 2 cos(Qt).

Supongamos condiciones iniciales
z(0) =0, #(0)=0,

luego al imponerlas

A

0 = B+ 2
+w%—Q2

0 = OWO.

Finalmente

t) = 4 ——— cosQt
x(t) w%_chOSWO +w%_92cos ,

que puede escribirse en la forma
A
z(t) = g (cos QU — coswyt) . (4.21)

Ahora es posible determinar la conducta del sistema si la frecuencia de la
fuerza forzadora (2 se acerca a la frecuencia propia o natural de oscilacién del
sistema, wy.
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4.3.1. Resonancia

Si €0 — wg podemos tomar el limite mediante el teorema de L “Hopital
resultando
x(t) — itsincuot
2&)0 ’
o sea la amplitud tiende a infinito pero creciendo linealmente con el tiempo.

4.3.2. Movimiento amortiguado forzado.

Si se agregamos al caso anterior la fuerza amortiguadora , la ecuacién de
movimiento serd
28.  k

T+ — —x = Acos . 4.22
x+M:E+M:E cos Qt (4.22)

Esta es una ecuacion lineal de segundo orden, no homogénea. Un teorema de
las matematicas nos informa que la solucién es la suma de una solucién par-
ticular de esa ecuacién mas la solucién de la parte homogénea, la encontrada
en la seccién anterior. La solucién de la parte homogénea, en cualquiera de los
tres casos explicados a la larga decae a cero por causa del amortiguamien-
to, luego si nos olvidamos de los transientes iniciales, el cuerpo terminard
moviéndose de acuerdo a la solucién particular.

Una solucién particular.

Si la fuerza forzadora es periédica de la forma
F(t) = Acos i, (4.23)
es conveniente darse cuenta que
F(t) = Acos Qt = Re(Ae™),

y resolver mejor la ecuacion

2 .
I+ 2, +wiz = A" (4.24)
M
en el entendido que a la solucién que encontremos debemos quedarnos con
la parte real.

La solucién puede adivinarse de la forma

x(t) = Ce™™,
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que si es sustituida en (4.24) conduce a

2
—Q*C + Mﬁm +wiC = A,

de donde
A

2 _ ()2 4 2697
wy — O + =7

C:

es la amplitud de la respuesta del sistema. Finalmente la solucién puede
escribirse

que puede escribirse en la forma

x(t) = A cos(Qt — ¢). (4.25)

V(@3 —02)2 + (22):

4.4. Equilibrio estable

Un sistema unidimensional donde la fuerza que actia es derivable de un
potencial V' (z) mediante
oV (x)
or '
tiene puntos de equilibrio, o sea donde la particula puede permanecer en re-
poso, donde F' = 0, es decir esos puntos corresponden a maximos o minimos
o valores constantes de potencial. Si el origen de la coordenada z se colo-
ca donde V' (z) tenga un minimo y consideramos pequenios desplazamientos
podemos expandir mediante el teorema de Taylor hasta términos cuadraticos

F=-—

V(@) = V() + SV0) + S V(0),

donde la primera derivada del potencial V'(0) = 0 y la segunda derivada
V”(0) > 0. Luego la fuerza aproximada para x pequeno es

F=—xV"(0),
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y tiene signo contrario a x, es decir la fuerza trata de acelerar la particula
hacia el punto de equilibrio. Este punto de equilibrio donde la energia poten-
cial es un minimo, se denomina estable. Al revés, si se trata de un méaximo,
V"(0) < 0y la fuerza

F=—zV"(0),

tiene el mismo signo que x. La particula tiende a alejarse del punto de equili-
brio apenas se salga de el. Este punto de equilibrio donde la energia potencial
es un maximo, se denomina inestable. Finalmente si el potencia es constante,
la particula se quedara donde se la coloque en reposo. Este punto de equilibrio
donde la energfa potencial es constante, se denomina indiferente.

El movimiento que tendrd entonces lugar cerca de una posiciéon de equi-
librio estable, serd arménico simple

mi = —zV"(0),

o bien
4wl =0,

donde se ha definido

w? = >. (4.26)

4.5. Osciladores acoplados

En general los sistemas tienen una, dos, tres o mas coordenadas necesa-
rias para especificar su posicién. Ese numero de coordenadas se denomina
numero de grados de libertad del sistema. Analizaremos mediante ejemplos,
las oscilaciones libres de sistemas de dos grados de libertad. Oscilaciones for-
zadas de sistemas de dos grados de libertad. Los conceptos de frecuencias
propias de oscilacién, las llamadas coordenadas normales y el fenémeno de
resonancia. Para sistemas complejos de un mayor nimero de grados de li-
bertad, el problema se torna matemédticamente mas complejo pero las ideas
son las mismas. Veremos que los sistemas que oscilan tienen en general un
cierto nimero de frecuencias llamadas frecuencias propias de oscilacion y que
el sistema puede oscilar con cada una de estas frecuencias en formas o mo-
dos llamados propios de oscilacion. Estos modos normales pueden excitarse
independientemente con las condiciones iniciales adecuadas. Con condiciones
iniciales arbitrarias, el sistema tendrda un modo de oscilacién consistente en
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una cierta superposicién de los modos normales. Ademas se vera que si el sis-
tema se excita con fuerzas perturbadoras forzantes cuya frecuencia coincida
con alguna de las frecuencias propias, se manifiesta el fenémeno de resonan-
cia, donde la amplitud del modo de esa frecuencia, crece.

EjempPLO 4.5.1 Considere el péndulo doble indicado en la figura (4.4), donde
el largo natural del resorte sin masa es Ly, que coincide con la separacion de
las masas en su posicion de equilibrio. La constante eldstica es k y la longitud
de los hilos es L. Fstudie las oscilaciones pequenas en torno a los valores de
equilibrio 0 = 0 y ¢ = 0. Para simplificar algo tome mgL = kL?.

Figura 4.4:

Solucién. La energia potencial es
1, 2
V = —mgLcost — mgL cos ¢ + 5er (I —1p)7,

que evidentemente tiene un minimo para # = 0, ¢ = 0, la posicién de equili-
brio estable. Para valores pequenos de 6 y ¢, la energia cinética es

K = smi?i + ),

y la energia potencial puede aproximarse a

V= %mgL(QQ + ¢*) + %mgL(Q — ¢)> =mgL (0* + ¢* — 09)
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de aqui se deducen las ecuaciones de movimiento aproximadas

ov ov

mlLf = —%, mL¢ = _a—¢7
o bien:

L
que si las sumamos y restamos se desacoplan

i+2@20—¢) =0, ¢5+%(2¢—9):0,

é+éﬁ+%(0+¢) = 0,
i-d+20-9) = 0

con las frecuencias propias : :

wi= /L W :\/3—9
1 L7 2 L

correspondientes a las coordenadas normales que se reducen (salvo un factor
irrelevante) a

§1:‘9+¢, §2:9—¢.
Estos dos modos son independientes, por lo cual se pueden establecer cada
uno de ellos independientemente, y variardn con las frecuencias propias wy y

wo. Es decir
0+¢ = Dcos L
L Y
0—¢ = Ecos(\/gfgt—&t),

con constantes D, F, 9, € determinables con las condiciones iniciales que se
tengan. Debe notarse que la diferencia de los dngulos es el modo de mayor
frecuencia.

A

EJemMPLO 4.5.2 Con relacion a la figura (4.5), dos particulas de igual masa
m oscilan horizontalmente unidos a resortes iguales con constante eldstica k,
de modo que los extremos exteriores de los resortes estdn fijos. Analice las
oscilaciones pequenas de las particulas en torno a sus posiciones de equilibrio
estable.
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Figura 4.5:

Solucién. Si z; y x5 indican las desviaciones de las particulas respecto a
sus posiciones de equilibrio, la energia potencial es

1 1 1
V= 5/@% + §l€(l’g —x1)*+ 5/{90%

y la energfa cinética es
1
.2 .2
K = —(mi] + mi3),

2
Las ecuaciones de movimiento para las dos particulas resultan ser

mil = k(il]g — l‘l) — /f.fL‘l,
mi’g = —k?(l’g —ZL‘l) —k’ZL’Q,
o bien con w? = k/m
jl = (.UQ(IQ — 21’1),
i’g = —LL)2<21'2 — 21’1)

y, debido a la simetria, se observa que las ecuaciones se desacoplan suman-
dolas y restandolas

,Ci'g—i'l = —3(,02(1'2—1'1)

i’g—f‘fl = —w2 (ZL'Q —|—x1),

por lo cual las frecuencias propias son

| k [k
W1 = —, Wy = 3—.
m m

y las coordenadas normales resultan ser

1 = T2+,

2 = T2 — I1-
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A

EJEMPLO 4.5.3 Con relacion a la figura (4.5), dos particulas de igual masa
m oscilan horizontalmente unidos a resortes iquales con constante eldstica k
los de los extremos y ky el central, de modo que los extremos exteriores de
los resortes estdn fijos. Analice las oscilaciones pequenas de las particulas en
torno a sus posiciones de equilibrio estable.

Figura 4.6:

Solucién. Si z; y x2 indican las desviaciones de las particulas respecto
a sus posiciones de equilibrio. Las ecuaciones de movimiento para las dos
particulas resultan ser

m:'tl = ]{31(1'2 — ZL‘l) — k’[L’l,
mig = —kl(l’g — Il) — ]{TIQ,
o bien

. k1 k

Ty = —(xz - Il) - —Z1,
m m

. k1 k

Ty = ——($2 - $1) - — g,

m m

y nuevamente, debido a la simetria, se observa que las ecuaciones se desaco-
plan sumdandolas y restdndolas

.. . 2k, + k
Tog —T1 = —%@2_%1)»

To+T1 = —E<I2 + 1)

por lo cual las frecuencias propias son

| k |2k + K
W1 = —, Wo = .
m m
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M, M,
K, Kz
<R =R
— —> —>
Xl X2
X
Figura 4.7:

| k [k
W1 = -, Wy = 3—.
m m

y las coordenadas normales resultan ser
1= T2+ Ty, S2=T2— 1.

A

4.5.1. Movimiento forzado

Considere dos osciladores acoplados donde el resorte izquierdo de con-
tante eldstica k; estard en un caso unido a una pared fija (z = 0) y en el
segundo caso, tendrd un movimiento dado o forzado.

Oscilaciones libres. Mantenemos primer resorte con extremo izquierdo
fijo, es decir

x=0.

Considerando las fuerzas eldsticas actuando en cada bloque, podemos escribir

Mi, = —kixy + ko(z2 — 1),
Myiy = —kQ(I2 - xl);

Para simplificar algo tomemos M; = My y ki = ko = k resultando

. k k
1‘1+M1‘1—M(ZL’2—5L‘1) = O,

i’2 + M(ZBQ — Il) = O,
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Que es lo tipico que sucede. Se obtienen ecuaciones (dos), lineales, de segundo
orden (derivada superior 2), homogéneas y acopladas. Lo ultimo significa
que ambas incégnitas de posicién z; y o aparecen en ambas ecuaciones.
Una forma de solucién, explicada para este ejemplo, que tiene siempre los
mismos pasos consiste en. Suponga soluciones exponenciales con exponente
imaginario, la solucién fisica es la parte real de ella

1 = Ae™t, 14 = Be™'.
Si se hacen las segundas derivadas
i = —w?Ae™!, iy = —w?Be™t

y se reemplaza resultan

—_— 2 —_— — =
(5 —w)A- B = 0,
k koo

dos ecuaciones lineales homogéneas para los coeficientes A y B. Como usted
debe saber, sélo hay solucién distinta de la trivial si el determinante de los
coeficientes es cero, o sea

sean cuyas raices son

W = (§+1\/5)£

2 T2V
31 -\ k
2 e —_—— — —
2= (2 2\/5) M

En términos de esas frecuencias wi y wo,llamadas frecuencias propias de
oscilacién las soluciones son

r1 = Re(Ae™" 4 Aye™2t),
Ty = Re(Bleiwlt—l—Bgei“’?t),

donde
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QA =Q3B—w’B

A (§5—w?)

B %
A -G 1 1
A - =—— — V5 =r,
By M 2 2
A _ G-G-0AE _ 1 1.
By E 2 2 ’

z1 = Re(r1Bie™" + ryBye™?"),

Ty = Re(Bleiwlt—l—Bgei“’?t),

donde Bj, By son complejos determinados de acuerdo a las condiciones ini-
ciales

1'1(0) = 7’1R,€Bl+T2ReB2,
22(0) = ReBj+ Re Bs,

ZE1<O) = —TIwi Im B1 — W2 Im BQ,

IQ(O) = —Wi Im Bl — W2 Im Bg,

cuatro ecuaciones para las partes reales e imaginarias de B; y Bs. En general
resultaran

B, = |By| e, By = | By ez,

luego

r1 = 711|Bi|cos(wit + @) + ry | B cos(wat + ¢,)
Ty = |Bi|cos(wit + ¢;) + | Ba| cos(wat + ¢s)

4.5.2. Modos normales

Los modos normales se despejan de

w1t iwat

r1 = 1B 4+ 1ryBye’? =11 + 1€,
jwrt oot

To = DBie"" + Bee™? =& + &y,
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— 1
r —To 10
— 1
£ = G P <—2I1 — T2 +$2\/5) V5,
r —T9 10
4.5.3. Movimiento forzado

Las ecuaciones de movimiento son esencialmente las mismas, pero el pri-

mer resorte se estira r; —

. k k
x1+M<x1—$>—M<x2—l’1) = O,
fg—FM(xQ—Il) O,
x = (Csint,
o bien
xl—i—Mxl — M(i’g—l’l) = MCSIHQt
i’g—f‘M(l'Q—l’l) = 0
busquemos solucién particular
xr1 = DsinQt, zy = Esin ),
reemplace
k k k
-¥D+—D—-—(E-D) = —C
k
~PE+—(E-D) = 0
+ M( ) )
que tiene por soluciones
2
o ¢
M2 Ot — 302 L 4 L
k k
D = - ¢ —— (92 - —)
O =302 + {m M M
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el denominador puede verse es

Qf — 392% + ]\]}—22 = (02 —w))(Q* — w)),
por lo tanto
p- = ¢
M2 (2 — wi) (2 — w3)’
> - et ()
(Q2 —wh) (P —wi) M M)’

amplitudes forzadas que se van a infinito si {2 coincide con algunas de las
frecuencias propias. ;Cémo se van a infinito?
La solucién general, parte forzada maés solucién no forzada es

C k kY
w1 = 11 |Bi|cos(wit + ¢;) + ra|Ba| cos(wat + ¢y) — A (Q2 _ M) sin Qt,
k2 C
zy = |Bi|cos(wit + ¢p) + |Ba| cos(wat + ¢y) + sin Q.

Supongamos que inicialmente
ZL’l(O) = 0, 1‘2(0) = 0,1’1(0) = O,ZL‘Q(O)

0 = r|Bi|cos(¢y) + 12 | B cos(¢y)

0 = [Bifcos(¢,) + | Ba| cos(¢,)
: . C k 5 K
0 = —r1|Bi|wysin(¢,) — 79 |Ba|wasin(¢,) — (2 — ) (P = w%)M 0° — i Q
) . k? C
0 = —|Bi|wisin(¢) — [Ba|wasin(g,) + N (O = o) [ = w%)ﬂ
se observa que deben ser ¢; = 7, ¢y = 3
C k 5 K
0 = —r|Bi|wi =12 |Ba|wy — =) (=) M (Q — M) 9)
k2 C
0 = —|Bl|w1—|Bg|w2—|——2 2Q
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que tienen por solucién

|B| _ ﬁﬂQz—'—%(_g_’_%\/g) C
' M w1V5 (22 — wi)(22 - wj)’
bl 3VOke®  C
|Bo| = ——0 2 (2 — 2)
M w2\/3 (22 — wi)(2? — w3)

Con esto usted tiene una solucién totalmente determinada pero complicada.
Tarea. Pruebe que para las condiciones de resonancia, a la larga (tiempos
largos)

resonancias () = w;

CE (£ —w?
T, = - M (z\g ;)tcoswlt,
2wy (w3 — wi)
folt
M2
= My t
) 2(,01 (w% — w%) COS w1,
resonancias () = wy
C (b~ )
M \M 2
t t
x 2 (6 — ) g (coswat) ,
folt
Ty = —M22tcosw2t.

2 (w3 — wp)ws

4.5.4. Otro caso

Ahora agregamos un tercer resorte fijo a un muro en su extremo derecho.
Sean para simplificar algo las masas iguales a M, entonces

(T

Mi'l = —k1<1'1 — x(t)) + k/(.’llg - l'l),
Mi’g = —k’,(l‘g — .I’l) - ]C.fg,
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reordenando
. k+E K k
T + Wi T — MSL‘Q = MI‘T(t),
v k+EK B ﬁ’ _ 0
T2 M T2 Mxl = )

De acuerdo a un teorema de las matemaéticas las solucién general es la solucion
de la ecuacién homogénea (oscilaciones libres) més una solucién particular
de la ecuacién completa.

4.5.5. Oscilaciones libres

k+ K K

I+ v Tyt T 0,
i 4 k+F _ i’ _ 0
T2 Wi T2 M$1 = Y

Nuevamentente suponga soluciones exponenciales con exponente imagi-
nario, la solucién fisica es la parte real de ella

v = Ae™t, 14 = Be™'.
Si se hacen las segundas derivadas
F = —w?Ae™t, Fy = —w?Be™,

y se reemplaza resultan

ek K
2 A_Yp —
( AT 0,
" ki
—— A+ (=P B =
ATt =) 0,

dos ecuaciones lineales homogéneas para los coeficientes A y B. Como usted
va debe saber, s6lo hay solucién distinta de la trivial si el determinante de
los coeficientes es cero, o sea

. k+EN K
(45 () =0
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sean cuyas raices son

B 2+k+k’ _ +£’
M M
B 2+k+k’ _ K
M M
=
s k+2F
Wy = M

En términos de esas frecuencias w; y ws,llamadas frecuencias propias de
oscilacién las soluciones son

71 = Re(Ae™" + Aye™?t),
Ty = Re(Bie™' 4 Bye™?),

donde la razon entre los coeficientes es

A_ (=57

=—F
B o

que tiene sélo dos valores segiin cada una de las dos frecuencias propias

A _ (kS
B .
4y _ ()
B E |

luego las solucién de la ecuacién homogénea es

xr, = Re(Bleiwlt—BQew”),
9 = Re(Bie™' 4 Bye™?),

donde By, By son complejos que deberdn ser determinados de acuerdo a las
condiciones iniciales impuestas en la solucién completa.
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4.5.6. Movimiento forzado

La ecuaciones del movimiento forzado pueden ser resueltas para el caso
de una perturbacién arménica de la forma

x(t) = C'sin Qt

luego las ecuaciones son

T N ky
T1+ Txl — MZEQ = Mlc Sin Qt,
LR N

T2 Wi L2 M$1 = Y

y sus soluciones pueden adivinarse
xr1 = DsinQt, x9 = EsinQt,

reemplazando

k+ K k' k

D—-—F = —

M ) M M
K k+ K

——D + (=02 E =0
VA VR

Estas ecuaciones algebraicas no homogéneas pueden resolverse. Note que el

determinante de los coeficientes es el mismo de la ecuacién homogénea con

w? que tiene por raices que tiene por soluciones w? y w3 es decir

N I\ 2
Det = (—92—1— k+k> - (£> = (2 — W) (Q* — w)).

(—Q% + C,

M M

Resolviendo las ecuaciones por medio de determinantes resultan

LN/ _K
det( M M, )
0 —0°+5E

P e ae-g)
v (-2+HNC
(2~ D)@ -3

B - ¢

(22 — wi) (2 — w3)
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amplitudes forzadas que se van a infinito si {2 coincide con algunas de las
frecuencias propias. ;Cémo se van a infinito?
La solucién general, parte forzada més solucién no forzada es

5 (0 )0

r1 = |Bi|cos(wit + ¢;) — | Ba| cos(wat + ¢,) + (%2 )2 =) sin ¢,
& C
Ty = |Bi|cos(wit + ¢;) + | Ba| cos(wat + ¢,) + = w]\g)(QQ — ) sin .
Supongamos que inicialmente
551(0) = O, 5172(0) = 0, .T1<O) = O, 1'2(0)
0 = [Bi|cos(¢y) — Bz cos(ey)
0 = |Bi|cos(¢y) + [Ba| cos(¢y)
, , £ (-2 + ) C
0 = — |Bll w1 Sln(¢1) + |B2| W2 Sln(¢2) + (]S\/[)Q . w%)(QQM_ w%)Q
0 = —|Bi|wisin(¢;) — |Ba|wasin(¢y) + 2= w]?)(fp — w%)ﬂ
se observa que deben ser ¢; =7, ¢ =7y
L (-2 +EHE) O
M M
e (R 1
b
0 = —]B1|w1—|32]w2—|— M Q)

(@ =)@ )

que tienen por solucién

kCQ  —Q2M + k + 2K

2wy M?(Q% — w?)(? — w3)
kCQ —O2M + k

2wy M2(2 — W) (92 — wl)

|B1| =

|Ba| =
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Con esto usted tiene una solucién totalmente determinada pero compli-
cada.

201 (02 + wi) sin(wit) + £ CQ w? (=02 + wi) sin(wat) + wi (=N + (w4 w})) Csin

= (2 — W) (22 — w3)
. @wl( 02 + w2) sin(wyt) — CQ wi(— QQ+w1)Sln(W2t)+%(W§ wl)wlemQt
(92 — wi) (2 —wj)
=
, k42K
wy = T

Tarea. Pruebe que para las condiciones de resonancia, a la larga (tiempos
largos)

resonancias () = w;

G (—w? + wi) sin(wit) + gowi(—wi + wi) sin(wst) + wi (—wi + §(wi +wi)) C'sin

I =
(2 — wi)(w} — wj)
w1 (—w? + wd) sin(wit) + wil (—w} +w3) C'sin Qt . .
= revisar signo
(@ =) f ~ ) TR

o 201 (=02 + wi) sin(wit) — CQ wi(—Q% + wi) sin(wat) + 3(w3 — w})wiC sin
2 o )

[T
cQ

Sy (Wi — wit) sin(wit) + 3(w3 — wi)wiC sin O ) )
= 5 , revisar signo
(22 — wi)(wf — w3)

resonancias () = wy
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CAPITULO O

Sistema de referencia no
inercial

5.1. Ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones de Newton para un sistema de particulas deben ser formu-
ladas respecto a un sistema inercial de referencia. De ser necesario utilizar un
sistema no inercial, ya sea porque esté acelerado o tenga rotaciones respecto
al inercial, podemos establecer las relaciones entre el movimiento absoluto,
respecto al sistema inercial, y el movimiento relativo respecto al sistema no
inercial en uso, como se explica a continuacién. Respecto a la figura (5.1) si
7" indica el vector posicién absoluto y 7’ indica el vector posicion relativo de
una de las particulas del sistema, tenemos que

—

Wt (5.1)

P =

Para relacionar velocidades y aceleraciones, debemos considerar que la ve-
locidad relativa y aceleracion relativas son las derivadas del vector posicion
relativo con vectores unitarios considerados constantes, entonces si

Pl = x'i’+y’j’—i—z’k',
la velocidad y aceleracién relativas son

ﬁrel _ jjli’ +y-/j/ + 2-;11{:/,
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3

Figura 5.1: Sistema no inercial

a rel _ Z'L",i/ + y/j/ + 2,/{7/.

La existencia del denominado vector velocidad angular & del sistema mévil,
serd justificada en el capitulo sobre rotaciones, por ahora bastard aceptar
que las derivadas de los vectores unitarios méviles estdn dadas por wWx el
respectivo vector unitario, de modo que se puede obtener

— d — —
v = —(Fa+7
S (Tat7),
d .
— Tat @7+ + 2R,
= Gk @ by S G 4T+ 2R,
dt dt dt
es decir
T=Us+G X7 +07, (5.2)
de manera similar puede demostrarse que
G=ada+ax7 +20x 0™ +Tx (G x7')+ar. (5.3)

Esta expresiéon es conocida como teorema de Coriolis. Aqui @ representa
la aceleraciéon angular o sea la derivada respecto al tiempo de la velocidad
angular. En esta expresion los términos 20 X 7 ™ y G4 +a X 7'+ @ X (G x 77)
son conocidos como la aceleracién de Coriolis y la aceleraciéon de arrastre de
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la particula respectivamente. Considerando lo anterior, la Sequnda Ley de
Newton en el sistema no inercial de referencia tiene la expresion

ma'™ =F —m(ay+ax7 +28xT"™+@3x (& x7"), (5.4)

que puede interpretarse diciendo que la particula obedece la segunda Ley
en un sistema no inercial, pero a la fuerza real F' hay que agregarle fuerzas
ficticias dadas por

Farrestre — (i + @ x 7'+ @ x (@ x 7)),

Fcorwlzs = —9MID X T rel'

5.2. Movimiento relativo a la tierra

Un ejemplo bastante cotidiano de sistema no inercial de referencia lo
constituye la Tierra. Su no inercialidad se debe principalmente a la rotacién
terrestre respecto a su eje, que es muy aproximadamente constante y equiva-
lente a una vuelta completa en 24 horas. Su valor en consecuencia es bastante
pequeno

2m
“ 7 24 % 3600

Ello justifica la denominada aproximacién w? ~ 0, donde se desprecian los
términos en w?. Si se considera como modelo a la tierra como perfectamente
esférica de masa M y radio R, podemos elegir como sistema no inercial fijo
en la tierra un sistema con origen en la superficie terrestre en una latitud
que denominaremos A. El eje z se elije vertical-no necesariamente radial—
el eje x perpendicular a z dirigido hacia el Sur, el eje y perpendicular a los
anteriores, o sea hacia el Este, como se indica en la figura (5.2). La desviacién
entre la vertical del lugar y la direccién radial € estd exagerada en la figura.
Su estimacion se hace en la seccién siguiente.

=7.2722 x 107° 71,

5.2.1. Vertical y aceleraciéon de gravedad del lugar

Un primer efecto de la no inercialidad del sistema de referencia terrestre
es que la vertical del lugar se desvia de la direccién radial terrestre y que
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=
v

Figura 5.2: Sistema fijo a la Tierra

la aceleracién de gravedad depende de la latitud. En efecto, la definicién de
peso y de vertical se hacen de acuerdo a una plomada de masa m en situacion
estacionaria en la Tierra. Asi la vertical es la direccién de la plomada y el
peso es de magnitud definida como la tensién en el hilo de la plomada. Para
esa situacion estacionaria, la aceleracién y velocidad relativas son cero, por
lo tanto una aplicacién de la ecuacién 5.4 a esta situaciéon implica

GMm . .

0="T— Fz T mida,

donde se ha considerado que ademds de la fuerza gravitacional actia la ten-
sién del hilo, la velocidad angular es constante y 7’ = 0. De acuerdo a lo
explicado la direccion de T es el eje z y su magnitud se define como mg, el
peso del cuerpo y g la aceleraciéon local de gravedad. Entonces tenemos que

GMm .
7 T+ mda. (5.5)

~

mgz =

Ademads, la aceleraciéon del origen A esta dada por

@4 = who X (wko x RF) = Rw?(sin \ ko — 7). (5.6)
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De modo que si se toma la magnitud de la ecuacién (5.5) se obtiene

GM\* 2GM
g = \/( 7 ) 7 Rw? cos? X\ + R2w* cos? A, (5.7)
GM\? 2GM
= \/( 7 ) —( 7 R2w?)w? cos? A (5.8)
que se reduce en el Polo a
GM
9p = R2

y en el Ecuador a

GM
Je = (?) - Rw2.

La razén entre la aceleracién centripeta en el ecuador Rw? y la aceleracién
de gravedad en el polo usualmente designada por 3 estd dada por

Ruw?
= _—— =342 1073
B GV 3.4257 x 1077,
de modo que
ge = gp(1 = B).

Para el caso de nuestro planeta (Serway, [?]), los valores numéricos para radio
promedio terrestre R = 6,37 x 10° m, masa de la tierra M = 5,98 x 10** kg,
constante de gravitacion G = 6,67259 x 107! Nm?kg >, w = 522 57!
permiten estimar g,, g numéricamente y aproximar la expresién (5.7) como

sigue

9p = 9.8337ms >
ge = 98ms?
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Figura 5.3: Gravedad local, tierra esférica (a) y real (b)

M\? 2GM
g = \/(Cj%? ) - 22 Rw? cos? A + R2w* cos? \ ((a))
GM 2Rw?cos? A R%*w* cos? A
> 1- o GZM?
2 R4

= gp\/l —2Bcos? A + B2 cos? A
gp(1 — Beos? \) = g.(1 + Bsin® \)
9,8(1 4 0,003 4257 x sin® \)

Sin embargo, la tierra no es esférica y de acuerdo a la Unién Internacional de
Geodesia y Geofisica de 1967, (pag. [?]) el valor de g al nivel del mar varia
con la latitud de acuerdo a

g =9,780309(1 + 0,00530238 sin> A—  0,000005850 sin*(2)) +  ((b))
0,00000032 sin? A sin? 2)\).

Ambas expresiones estdn graficadas en funcién de A (de 0 — 7/2 = 1.5708)
por las curvas superior (a) e inferior (b) respectivamente en la figura (5.3).
Para propdsitos practicos las antiguas férmulas todavia se usan, la llamada
férmula de Cassinis se cita como referencia

g = 9,780490(1 + 0,0052884 sin* A — 0,0000059 sin*(2))).
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Desviacién de la vertical

Una estimacién del dngulo € , entre la vertical y la direccién radial, puede
obtenerse de la misma ecuacién referida anteriormente haciendo un producto
cruz de ella con 7. El resultado que se obtiene es

2

Sine = ——— sin \ cos A, (5.9)
9

o sea desviacion cero en el Ecuador y en el Polo y desviacién méxima para la-
titud de 45 grados del orden de 0,1 grados. De acuerdo a los valores numéricos
senalados la ultima expresion puede ser aproximada a

e =~ 0,003 sin A cos . (5.10)

5.2.2. Ecuaciéon de movimiento aproximada

Para movimientos en la vecindad del origen A, la ecuacién (5.4) con la
ayuda de la ecuacién (5.5) puede ser escrita como

L= ~  GM
ma = F — mgk + R2m

F—m(d X7+ 20 X U+ & X (J X 7).

Hemos suprimido las (') y se entiende que las posiciones, velocidades y ace-
leraciones son de ahora en adelante relativas a la Tierra. Ademds si con-
sideramos que @ = 0 y denotamos por f la fuerza actuante, fuera de la
gravitacional, la aproximacion considerada es

ma = f — mgk — 2m@ x 7. (5.11)

El movimiento de una particula bajo la influencia de la aceleracién local de

—

gravedad solamente (f = 0) dado por la ecuacién (5.11) estd determinado en
esta aproximacién (w? ~ 0) por

a=—gk—23 %70,
de donde por integracién

7 = 5(0) — gtk — 2& x (7 — 7(0)),
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que si es sustituida en la expresién de la aceleracién haciendo w? = 0 e
integrada dos veces, conduce a

ST

= —gk — 23 x (3(0) — gtk)
= —gk — 23 x 7(0) + 2t x k

de donde la velocidad estd dada por
7= 9(0) — gtk — 2t x T(0) + gt?& x k,
y la posicién por
7 = 7(0) 4+ 7(0)t — %gt% — 25 x 0(0) + %gt?’ﬁ x k.

Esta expresion constituye la solucién para el movimiento de un proyectil en
las cercania de la Tierra para condiciones iniciales arbitrarias. Debe obser-
varse que para cualquier caso se tiene que

WX k=wcos\)

o0 sea ese término contribuye siempre a desviar la particula hacia el Este. Ese
término puede ser compensado para tiempos no muy grandes por el cuarto
término si la particula parte hacia arriba.

5.2.3. Péndulo de Foucault

Respecto al sistema de referencia Terrestre una masa puntual m se une
mediante una cuerda liviana inextensible L a un punto fijo de coordenadas
(0,0, L) de modo que la particula estd en equilibrio relativa a la tierra (es-
tacionaria) en el origen del sistema. Para una perturbacién pequena de la
posicién més baja, la ecuacion de movimiento (5.11), escrita en coordenadas
cartesianas tiene por componentes

ma, = T, —2m(—w(sin\)y),
ma, = T, —2m((wsin\)& — (—wcos\))z,

ma, = T,—mg—2m(—wcos\)y.

La tension en la cuerda puede ser escrita como

= x Yy L—=z
T=|-=T —-<T,——T
( Y ) L )7
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de modo que

o= ——T 4 2ugsin ),
mL
S A A\ A
i s w(Zsin A + Zcos A),
I —
Z = ZT—g—i—wacos)\.
mL

De la tercera ecuacion del ultimo grupo, si z es pequeno, entonces T =
mg — 2mwy cos A. De modo que las ecuaciones aproximadas de movimiento
en el plano zy serdn

:t+%x—2wysim:0,

i+ %y—i—wa’sin/\ —0.
Si denotamos por ) = (—wsin A\)k y por B = (z,y) al vector posicién en el
plano, las dos iltimas ecuaciones pueden ser escritas en una sola como
T h_atx i 950 (5.12)
dt? " L '
donde se derivan solamente las coordenadas. En términos simples, esas deri-
vadas son la velocidad y aceleraciéon del punto del plano relativas al sistema
(x,y, z). Podemos relacionar con las velocidades y aceleraciones relativas a
otro sistema que tiene el mismo origen y rota con velocidad angular €2, pero
despreciando términos en 22, de acuerdo a

d- 0~ - =

B — 2RO

dtR 8tR+ X R,

E - P . D
2 p - ZRi9gx 2
gzt = geltt 2 xgh

por lo tanto la ecuacién para la variacion relativa de las coordenadas es

— — g —
— 200 x — R — 20} x — ZR~
8t2R+ X 8tR 3 R—l—LR 0,
o bien 52
Y 3198
8t2R+ LR ) (5.13)
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Esto es, oscilaciones de frecuencia angular w = 1/g/L respecto a un sistema
que rota respecto a la vertical del lugar con la frecuencia angular (precesién de
Foucault) (—wsin A\)k. El movimiento de este péndulo ha sido iniciado desde
el origen con alguna velocidad inicial pequena. Si el movimiento es iniciado
desde un punto alejado de la vertical, se manifiesta otro efecto (precesion del
péndulo esférico) que se describe en la seccién siguiente y con mas detalles
en el apéndice.

5.2.4. Péndulo esférico

Un efecto similar al de Foucault pero de menor magnitud ocurre cuando
el movimiento del péndulo se inicia desde una posicién alejada de la vertical
con alguna velocidad inicial de precesién o nula, aun cuando este movimien-
to sea respecto a un sistema inercial. Este efecto de “drea” es deducido en
el apéndice y en la referencia Synge, p.56 [?], ¢ la velocidad angular aero-
lar es (3/8)a’wsin \”. En el movimiento relativo a la tierra que rota, si el
movimiento de la particula se inicia desde un punto alejado de la vertical
quemando un hilito que la sostiene (en reposo relativo a la tierra), la rota-
cién terrestre causa que exista una velocidad absoluta de precesién inicial
distinta de cero, por lo cual el efecto de precesién proporcional al drea de
la elipse se manifestard. Sin rotacién terrestre el movimiento estarfa en un
plano vertical. Considerando la rotacién terrestre veremos que si la amplitud
angular inicial es pequena, la 6rbita proyectada en un plano horizontal es
una elipse que precesa en torno de la vertical con una velocidad angular de
precesién mucho menor que la de Foucault.

5.3. Teorema de Larmor

Respecto a un sistema inercial, si parte de la fuerza que actiia sobre una
particula es perpendicular a la velocidad y a una direccién fija l%o de modo
que R

ﬁ = ]?"‘ ov X k?o,
una simplificacién de la ecuaciéon de movimiento en el sistema de referencia
inercial se logra si se utiliza un sistema de referencia (no inercial) que rota
con velocidad angular constante en la direccién fija ko. La segunda ley de
Newton nos daria, para un origen A fijo

ma " = f+a¥ x kg —m(28 x 7"+ & x (& x 7)),
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pero aqui conviene elegir «J = wky, resultando
ma " = f 4 (T + who x 7) X ko — 2mwky x T — mwky x (wko x 7)),
o bien

ma " = f4at ™ x ky+ aw(ky X 7) x ko 4+ 2mwi " x kg

—mwhko x (wko X 7)),

y si se escoge w de modo que los términos dependientes de la velocidad

relativa se cancelen, o sea
o
Ww=—-—), (5.14)
2m
se obtiene que la ecuacién de movimiento en ese sistema rotante de referencia
es

2 A ~
ma " = f+ %(ko x (ko x 7)),

ecuacién que puede ser aproximada, si el término en o puede ser despreciado,
a la siguiente ecuacion

ma rel _ ,]?

O sea, el efecto de una fuerza perturbadora pequena (o <& 1) del tipo
considerada equivale a resolver el problema dado por la fuerza f en un sistema
que rota con la velocidad angular adecuada (5.14). Un ejemplo lo constituyen
electrones o cargas e que estdn describiendo ¢rbitas debido a la presencia
de alguna fuerza central f. Si se aplica un campo magnético de magnitud
constante B en una direccion fija ko la fuerza adicional llamada fuerza de
Lorentz estd dada por

e X B =eBvU x ky.

Por lo tanto, la influencia de un campo magnético pequeno es hacer precesar
las érbitas en torno a un eje en la direcciéon del campo magnético con la
velocidad angular de Larmor

eB
Ww=—-——
om’

si el campo magnético es pequeno.
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5.4. Ejercicios resueltos

EJercIc1O 5.4.1 Una barra lisa OM de largo 2a, ubicada en el plano vertical
que contiene al Este, estd inclinado en un dngulo o respecto de la horizontal.
Por ella se desliza una argolla pequena P, partiendo desde el extremo M.
Calcular la reaccion de la barra sobre la argolla cuando ella pasa por el punto
medio de la barra si se toma en cuenta la rotacion de la tierra.

Solucion. Para este caso utilizamos
mad = f — mgk — 2m@ X U,

donde f serd la reaccién normal que no tiene componente a lo largo de v.
Las coordenadas de la particula seran

r=0, y, z=ytana,

luego
7 o= yj+ytanak,
7 = gj+ytanak,
@ = §j+ijtanak,

Proyectando la ecuacién de movimiento a lo largo de v

~

a-v=—gk-0,
0 sea
j+itan’a = —gtana,
tan «
j = 9 5 = —gsinacos a, y(O):2aCOSOé, ?J(O):O-
sec” o
luego
1 5.
y = 2acosa—§gt Sin ¢« cos v,
Yy = —gtsinacoso
ademads

W = —wcos A\l + wsin \k,
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si despejamos f y reemplazamos
£ =mii(j + tan k) + mgk + 2mgw(— cos M + sin \k) x (j + tan ak),

O en comp onentes

fe = 2mgwtsinacosasin ),

. . ) A
fy = —mgsinacosa — 2mgwt sin® a cos A,
f. = mgcos® o+ 2mgwt sin o cos a cos A,

el tiempo serd obtenido de
1, .
Yy = 2acosa — §gt Sin av cos @ = a cos a,

luego

EJERCICIO 5.4.2 Una particula se lanza verticalmente hacia arriba con ve-
locidad Vo en un punto de latitud A. Encontrar el punto sobre el que vuelve
a caer st se toma en cuenta la rotacion de la tierra en la aproximacion usual
de primer orden en w.

Solucién. Usamos
1 - 1 >
7= 7(0) + 90}t = 59tk — 16 x 7(0) + 598°F x k,

con 7(0) = Vok, #(0) = 0, ademés que & X k = —w cos \j, & x 7(0) = & x Vok
resultando

=
Il

1 . L1 .
Votk — §gt2k — Vot?d x k + ggt?’@' x k,
~ 1 s 1
= Votk — §gt2k: + (Vot? — ggt?’)w cos \j
0 sea
1
z = Vbt—ﬁgtz,
1 2
y = (Vg—ggt)wt COS A,
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caeenz:O,t:%y

4w
y= =Vy—cosA\.
3°0¢2

A

EJERCICIO 5.4.3 Una particula se mueve, por la accion de la gravedad, sobre
un plano inclinado en el dngulo o respecto de la horizontal y que rota con
pequena velocidad angular respecto de un eje vertical fijo, que intercepte el
plano en el punto 0. Tomando ejes rectangulares OXY fijos en el plano de
modo que el eje OX estd orientado a lo largo de la linea de maxima gradiente,
demostrar que si inicialmente la particula parte del reposo desde 0, que su
desviacion desde OX, después de t sequndos, viene dada aproximadamente
por

1 5.
—wgt” sin 2«
6

siempre que se desprecien los términos en w?.

Solucién. Aqui no se considera la rotacién terrestre. Para el sistema
OXY Z podemos usar

N —mgky = m(23 x 7+ @),
l%o = —sinai+ cosak
donde R
W = w(—sinai + cos ak),
tomando las componentes z, y de la ecuacién resulta
—2w(cosa)y+ i = gsina
2w(cosa)t +4§ = 0,
integramos la primera

—2w(cos )y + & = gtsina,

2

reemplazamos & en la segunda despreciando términos en w* resultando

2w(cos a)gtsina + §j = 0,

O sea

1 = —2wgt cos asin @ = —wgt sin 2,
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e integrando dos veces
1
Y= —éwgt?’ sin 2av.

A

EJERCICIO 5.4.4 Una particula de masa m se mueve en movimiento armdo-
nico simple y = acosnt en una ranura suave orientada en E a 0 sobre la
superficie de la tierra en un punto de latitud \. Demostrar que, si desprecian
los términos que contienen el cuadrado de la velocidad angular de la tierra, la
reaccion de la ranura tiene una componente horizontal en dngulo recto respec-
to al movimiento y de magnitud 2manw sin X sinnt y una componente vertical
cuya magnitud fluctia armdnicamente, con una amplitud 2manw cos \ .

Solucién. Nuevamente
mad = f — mgk — 2mad X U,

donde f serd la reaccién normal que no tiene componente a lo largo de v.
Las coordenadas de la particula seran

xr =0, y=acosnt, z =0,

luego
7 = a(cosnt)j,
U = —an(sinnt)j,
a = —an®*(cosnt)j,
ademés R
W = —wcos \i + wsin Ak,
luego
f = md+mgk + 2ma x 7,
= —man®(cosnt)j + mgk — 2m(—w cos \i + wsin Ak) x an(sinnt)j,
= —man®(cosnt)] + mgk — 2m(—w cos \k — wsin \i)an(sin nt),
0 sea

fr = 2manw(sin \)sinnt,

f: = mg+ 2man(w cos \)(sinnt),

que prueban lo pedido.
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A

EJERCICIO 5.4.5 Una particula de masa m puede deslizar sin roce en el in-
terior de un tubo pequeno doblado en forma de un circulo de radio a. Inicial-
mente se hace rotar en torno de un didmetro vertical el tubo con velocidad
wo estando la particula en una posicion definida por el dngulo 6y respecto de

la vertical. Estudiar el movimiento subsiguiente de la particula.
A

©p

sl

Solucién. De acuerdo al Teorema de Coriolis, tomando como sistema de
referencia rotante al aro, la aceleracién absoluta es

—

G=do+— X T+20 x T + 3T x (& x 7) +ae,

dt
donde

a = 0,

dco

= -0

dt ’
W = WOIC N

g = a@@,

aet = abh — a92f7

entonces resultard
~ N ~ ~ N .9 = N
ma = m(2wok x aff + awik x (k x 7) + abf — ad ) = N — mgk.
La ecuacién de movimiento resulta eliminando N lo que se logra toméndola

componente tangencial -0 de la tltima ecuacién. Asi

awd(k x (kx#))-0+af = —gk - 0,
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O sea

w2k x (kx7)-0+0 = gSiﬂ@,

a
0 — w?cosfsing = 9 sine.
a
Podemos integrarla una vez sabiendo que
0(0) =6y, 6(0) =0,

resultando

Loz 1 o 2 g

50 + Ewo(cos 0 — cos®0p) = —E(COSQ — cosb).

Analicemos sobre la existencia de un punto de retorno, donde 8 = 0. Una
solucién es el punto de partida #y. Otro existe si

2
costly = —cosfy — _g2 > —1,
awg

lo cual requiere que
w? > —29__
07 1 —cosby’
Esto significa que si se cumple lo anterior, la particula oscila entre 6y y 6;.
Caso contrario la particula oscila entre 6y y 2 — 6. Note que en el primer
caso existe un punto estacionario 6, donde 6 = 0, este satisface

cosf, = —%
awg
y se cumple que
cos f1 + cos by
cosy = ————

2
A

EJjERCICIO 5.4.6 Una particula de masa m, puede deslizar, sin friccion en
un tubo rigidamente unido en un dngulo 6y = 60° con un eje vertical que
gira con velocidad constante wq tal que w2 = 2g/rg. Si la particula se lanza
por el interior del tubo con las condiciones iniciales: 1 = 1o, T = —+/gro/2
encontrar el menor valor que alcanza el radio r en el movimiento de la par-
ticula.
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Solucién. Similarmente al problema anterior, tomando como sistema ro-
tante al tubo, tenemos

—

a= O_i_E><7“—|—2w><17"’el—|—w><(wxr)+c?7°6l,
donde

a = 0,

ddo

— =0,

dt

W = CUO]C,

7l = 7P,

a Pi7,

luego resulta

— ~

md = m(2wok x 7 + w2k x (k x r7) + ) = N — mgk.

Tomemos la componente radial

~
A

2wor(k x ) -7+ wi(k x (k x r#)) -7 + 7 = —gk - 7,
luego
P — wgr sin? 0y = —g cos .
Pero w? = 2¢g/ry luego
2

. g .
i = ZZrsin? 6y — g cosby.
To
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El punto donde la particula podria estar estacionaria es

1 cosby 1
Te ==To—5— = =
2 Ysin? Oy 2

Luego en el punto de partida la particula es lanzada hacia el punto esta-

cionario. ;Llegard? Integrando la ecuacién de segundo orden respecto a r
tenemos
l, 1, g

572 _ 57%0 — 7“_0( 2 —r3)sin? 0y — g(r — r0) cos bg.

Hagamos 7 = 0 y 6y = 60°

9o _ 92 23 1
4 — TO( 7/.0)4 g(r T0)27
3
0 = —r?—2r,
To
2
Tmin = ST
3 0

EJjERrCICIO 5.4.7 Un plano suave inclinado en un dngulo con respecto a la
horizontal estd rigidamente conectado con un eje vertical en 0 (fijo en el
espacio) alrededor del cual se mueve con una velocidad angular uniforme.

Una particula de masa unitaria se mueve bajo la accion de la gravedad sobre
el plano.

Pruebe que si x es el desplazamiento de la particula a lo largo de la linea de
mdzrima pendiente que pasa por 0, entonces:
d*x d?

x
I + w?(3cos* o — I)W + rw* cos? a = gw?sin a.
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Si se desprecian los términos en w?, pruebe que:
1 .
y(t) = —gwgt sin 2«

st la particula parte en reposo del origen.

Solucién. Si tomamos como sistema de referencia al sistema OXY 7 el
cual rota con velocidad angular & = wky, tenemos que

—

d . .
m(aoqtd—j><F+2c3><17”el+c3><(63><7#)+676l) = N —mgk,

m(26 x 77 + G x (G x 7) +ad) = N — mgko,
tomando las componentes segiin ejes X, Y resulta
2whko X ) -1 +w(wsinfa—12)+F = —gsina,
2wky x &i- ) —wy+i§ = 0,
o bien
.. 201, 2 2 . .
I —2wycosa —wrcos®a = —gsina,
i+ 2wicosa —w?y = 0,
luego haciendo algunas derivadas
F—2wycosa —w?rcos’a = —gsina,
B — 2w cosa — w?icos’a = 0,
Y+ 2wicosa —w?y = 0,
eliminamos ¢ entre la primera y la tercera
. (Y + 2w cos ) s '
T — 2w 5 cosa —w rcosa = —gsina,
w
i — 2= cosa — 4icos’a — wrcos’a = —gsina,
w

de la segunda del grupo anterior eliminamos

T — w?icos?

v = 2w cos o
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resultando
d*x d*x
— +w?(3cos® a — 1)—= + 2w’ cos® a = gw’sina,
dt dt
Ahora, las ecuaciones originales al despreciar términos en w? son
T —2wycosa = —gsina,
y+2wrcosa = 0,

integrando la segunda
Y+ 2wz cosa =0,

de vuelta en la primera
1
T =—gsina =1 =—gtsina =1 = —§thSin&,
luego
1
= wgt’sinacosa =y = gwgt3 sin o cos a.

A

EJERCICIO 5.4.8 Una particula de masa m cae desde el reposo desde una
altura h. Determinar x, vy, z en funcion del tiempo, tomando en cuenta la
rotacion de la tierra, en la aprorimacion usual de primer orden en w.

Solucién. Esto es resuelto por (?7)
1, 1 .
7= 7(0) + v(0)t — §gt2k — 125 x 9(0) + ggt?’cﬁ x k,
colocando las condiciones iniciales adecuadas
01 .. 1 .
7= hk— gt’k + gt’s x k,
2 3
~ 1 o 1 4 .
= hk— Egt k+ ggt W oS \J

0 sea
r = 0,
L 3
y = ggtwcos)\,
1
z = h— =gt
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A

EJjErcicIO 5.4.9 Una particula de masa m cae desde una altura h por el
interior de un tubo liso vertical. Determinar z en funcion del tiempo y la
reaccion del tubo debido a la rotacion terrestre.

Solucion. Ahora, llamando N la reaccion normal, tenemos

ma = N —mgk — 2md X U,

con
7 = ik,
a = sk,
luego
mik = N—mgl% —2mid X k,
mik = N-— mg/% — 2mzw cos \},
de donde
1
Z = —g:>z:h—§gt2,

N = (2miwcos)) = —(2mgtw cos \)j.

A

EJERCICIO 5.4.10 Una particula de masa m estd vinculada a un plano liso
horizontal OXY sometida a una fuerza —kr hacia un origen O en el plano,
siendo k una constante, Determinar las coordenadas sobre el plano (x,y) y
la reaccion del plano en funcion del tiempo tomando en cuenta la rotacion
de la tierra.

Solucién. Similarmente, con z = 0
md = Nk — ki — mgk — 2m@ x .

Usando coordenadas cartesianas en el plano AXY y tomando componentes
X,Y tenemos

T = ——z+2ywsin A,
m

k
j = ——y— 2twsin\.
m
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Estas son las ecuaciones diferenciales a integrar. Lo dejaremos como trabajo
de investigacién.

A

EJERCICIO 5.4.11 Una particula de masa m estd vinculada a un plano liso
horizontal. Determinar las coordenadas sobre el plano (x,y), y la reaccion
del plano en funcion del tiempo tomando en cuenta la rotacion terrestre.

Solucién. Ahora, a diferencia del problema anterior no hay fuerza elds-
tica, luego resultard

T = 2gwsin A,

= —2zwsin \.

Es preciso dar condiciones iniciales para integrar. Supongamos que inicial-
mente

z(0) = 0,
y(0) = 0
#H0) = U,
y(0) = V.

Al integrar una vez resultard

T —U = 2ywsin\,
y—V = —2zwsinA.

Luego, en la aproximacién w? = 0, se tiene

F = 2(V —2zwsin \)wsin A ~ 2Vwsin A,
—2(U 4 2ywsin \)wsin A ~ —2Uw sin \.

Movimiento uniformemente acelerado que es trivial integrar.

A
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CaPiTULO O

Sistema rigido de particulas

6.1. Cantidades cinematicas

Las cantidades cinemaéticas, que dependen de las velocidades de las parti-
culas del cuerpo, adquieren una forma especial cuando se trata de un sistema
rigido de particulas. De acuerdo a lo estudiado en el capitulo sobre rotaciones,
la descripcién del movimiento de un cuerpo rigido puede hacerse en términos
de tres coordenadas que den cuenta de los desplazamientos de un punto del
cuerpo y de tres dngulos o pardmetros que den cuenta de las rotaciones del
cuerpo. Por esa razén existen en general solo seis variables necesarias en la
descripcién del movimiento de un cuerpo rigido y por lo tanto, es suficien-
te considerar solamente las seis ecuaciones escalares (2.35) y (2.36), o bien
reemplazar alguna de ellas por el teorema de conservacion de energia, si ello
corresponde. Aqui solamente indicaremos las consideraciones especiales que
permiten expresar tanto la energfa cinética y el momentum angular de un
cuerpo rigido, en términos de su velocidad angular y la matriz de inercia.
Las ecuaciones dindmicas aplicables son aquellas recién citadas de un siste-
ma de particulas. Considerando la relacién bésica entre las velocidades de
dos puntos de un cuerpo rigido, ver fig.(6.1)

U="74+0XT,
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podemos expresar el momento angular de un sistema rigido de particulas que
mantiene un punto O fijo como

Lo =Y mifi x (& x 73), (6.1)
i
o bien, para un cuerpo rigido continuo que mantiene un punto O fijo
Eoz/dmfx (& x 7). (6.2)
- — -
V=V, + 0 X r’ \
dm
v: 8 XF —
,,.,7

v

el

X

Figura 6.1: velocidades de un cuerpo rigido

Si se considera la siguiente forma de realizar un producto cruz (ver rotacio-
nes)

. O _a/z a/y b:v N
ixb=| a 0 -—a b, | =(@x)b,
—Qy Ay 0 bz

cualquiera de las dos expresiones (6.1) o (6.2) puede escribirse, al usar nota-
cién matricial, de la siguiente forma

Lo = Ho&.

donde Hp es una matriz 3 x 3, la denominada matriz de inercia del sistema
relativa al origen O y que, para el caso de un cuerpo rigido continuo, por
definicién es

Hp = —/dm(FX)z.
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y para un sistema rigido de particulas
Ho =~ m;(Fix)*.
6.1.1. Energia cinética y momentum angular

Se deja como ejercicio, en este resumen, probar que:

EJERCICIO 6.1.1 En el movimiento general de un sistema rigido de particu-
las, pruebe que:

Lo = Mg x g+ Hod,
Le = Hed,

1, 1.
K = §MUG+§M'HGw

EJERCICIO 6.1.2 En el caso que un punto 0 se mantenga fijo, pruebe que:

LO = MFG X UG + HGcU = Hocv,
[_:G == HGC‘U7
K U4M}*H* 1*H*
= -Mv W W= ZW- Hyw.
DD S R

6.1.2. Algunas propiedades de la matriz de inercia

La expresion explicita de la matriz de inercia (sus componentes), depende
del origen elegido, asi como de la orientacion de los ejes. Sus componentes
las indicaremos de acuerdo a

I:r:r I:L"y ]:vz
H = Iyr Iyy Iyz )
Iza: Izy Izz

siendo los elementos de la diagonal llamados momentos de inercia y los de
fuera de la diagonal, productos de inercia

Ixa: = /dm(y2—|—z2), Iyy :/dm($2+22), etc.

Iy, = I,= —/mydm, etc.
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Por ser la matriz de inercia una matriz real simétrica, ella puede ser dia-
gonalizada. Las direcciones para las cuales ella es diagonal, se denominan
direcciones o ejes principales de inercia del cuerpo, en el punto seleccionado.
Cuando hay dos valores propios repetidos, todos los ejes del plano corres-
pondiente a esos dos vectores propios, son ejes principales de inercia. Si los
tres valores propios son iguales, todo eje es en ese punto es principal de iner-
cia. En cualquier caso, siempre es posible escoger tres direcciones principales
de inercia ortogonales entre si. Las propiedades de simetria de un cuerpo,
cuando existen, ayudan en la determinaciéon de las direcciones principales
de inercia. Para lo que sigue, consideraremos cuerpos rigidos homogéneos de
modo que las propiedades de simetria del cuerpo coinciden con sus simetrias
geométricas. Pueden entonces probarse los siguientes teoremas:

6.1.3. Teoremas

» TEOREMA 6.1
Todo eje de simetria, es principal de inercia en todos sus puntos.

» TEOREMA 6.2
Un eje perpendicular a un plano de simetria de reflexién, es principal de
inercia donde se intersectan.

» TEOREMA 6.3
Un eje paralelo a un eje de simetria, es principal de inercia donde lo corta
perpendicularmente el plano que contiene al centro de masas.

6.1.4. El elipsoide de inercia

Las consideraciones anteriores admiten una visualizacién grafica. La for-
ma cuadratica
7T Hof =1,

o bien desarrollada explicitamente en la forma
221, + y2Iyy + 221, + 2y + 21,02 + 20, yz = 1

representa en general, un elipsoide centrado en el origen seleccionado del
cuerpo pero rotado respecto a los ejes elegidos, ver figura (6.2). Los semiejes
del elipsoide serdn en consecuencia los ejes principales de inercia del cuerpo en
ese origen, puesto que para esos ejes, la forma cuadrética no tiene productos
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de inercia. Este elipsoide puede degenerar desde un cilindro de seccién eliptica
si algin momento de inercia es cero, hasta una esfera si los tres momentos
de inercia son iguales. Esta superficie, llamada elipsoide de inercia, que estd
fija en el cuerpo, debe por lo tanto tener las mismas propiedades de simetria
del cuerpo. Por ejemplo, si uno de los ejes elegidos es de simetria de rotacion
del cuerpo en el origen seleccionado, ese eje debe ser uno de los semiejes
del elipsoide, es decir un eje de simetria es principal de inercia en todos sus
puntos. Igualmente, si el origen estd en un plano de simetria de reflexién del
cuerpo, el elipsoide debe tener ese mismo plano como plano de simetria de
reflexién. Es decir dos semiejes del elipsoide estdn sobre ese plano y el tercero
es perpendicular a ese plano. En consecuencia todo eje perpendicular a un
plano de simetria de reflexién es principal de inercia donde se intersectan con
el plano. Otra consecuencia que se entiende con claridad cuando se piensa en
el elipsoide de inercia es la siguiente. Si el origen estd en un eje de simetria
de rotacién en un dngulo distinto de 180°, el elipsoide debe tener esa misma
propiedad, por lo tanto los dos semiejes del elipsoide que son perpendiculares
a ese eje deben ser iguales, o sea esos dos correspondientes momentos de
inercia deben ser iguales.

Figura 6.2: Elipsoide de inercia

Rotaciones de los ejes.

Si la matriz de inercia H es conocida en componentes para un siste-
ma ortogonal de ejes en un punto de un cuerpo rigido, podemos obtener la
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matriz en componentes para ejes rotados ortogonales €1, €2, é3 en el mismo
punto simplemente proyectando la matriz de inercia sobre estos nuevos ejes

de acuerdo a
~T ~
leje, =€, - Heéy .

Debemos remarcar que la matriz de inercia en un punto de un cuerpo rigido
es Unica. Lo que cambia al cambiar ejes en un punto, son sus elementos o
componentes.

Traslaciones de los ejes, Teorema de Steiner

Si se consideran traslaciones (paralelas) de los ejes, la relacién de trans-
formaciéon de la matriz de inercia es particularmente simple si uno de los
origenes es el centro de masas G. Tal relacién de transformacién, conocida
como teorema de Steiner sigue del siguiente anélisis. Considere que

Ho - —/dm(Fx)2,

siendo
—y? - 22 Ty Tz
SN2
(Fx)” = Yz —x? — 2? yz
2 2y —x% — 2

Si consideramos coordenada (2,1, 2') relativas a G con origen en el punto
(a, b, c) entonces

xr = x/+a,
=y +b
2z = 2 +b,

si consideramos ademds que

/x'dm = /y'dm = /z’dm =0,

entonces podemos no considerar los términos que resulten lineales en 2’ o v/
, A . . . . .
o Z'. Asf entonces (= significa equivalente bajo la integral)

vy = (' 4+a)(y +b) 22y +ab,
V422 = )+ ) E W)+ )+ +
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por lo tanto

T Y —xz
—(Fx)? = —yz 2+ —yz

—Zx —2Yy x? + y2

y/2 + 212 —x’y’ —x

é —y’z’ CC'Q + Z/2 —y'z’ +

— ! —z’y/ 22 + y/2

A+ —ab —ac
—ba a®*+c* b ,
—ca —cb  a?+?

de donde se obtiene el teorema

A+ —ab —ac
Ho=Hg+ M —ba >+ —bc ,
—ca —cb  ad®+ b

donde a, b, ¢ son las coordenadas cartesianas de G respecto al origen O.

EJERCICIO 6.1.3 Se tiene un sdlido homogéneo en forma de un cono recto
circular de altura h, radio basal a, masa m y semi dngulo en el vértice .
Demuestre que:

a) En el vértice sus momentos principales de inercia son A = B =

(g2 + 4h?), O = e,

b) En el centro de su base son A= B = Z(3a® +2h?), C' = %.

. . . 2
¢) El momento de inercia en torno de una generatriz es I = 3™ (1 +

1
£ sec? ) sin® .

6.2. Ecuaciones dinamicas

Como se estableci6, ver ecuaciones (2.35, 2.36, 2.37) y méds generalmente
n (77?), las ecuaciones dindmicas aplicables a un sistema de particulas y en
particular a un cuerpo rigido son

—

d_P — ﬁext

dt
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para el movimiento del centro de masas, y

dLy =
— Fext
dt o
o)
dLe =
— Fext
dt G-

es decir para punto fijo O de un sistema inercial, el centro de masas G o un
punto A arbitrario, siendo entonces
LA _ Fest _ \fAC x i, (6.3)
dt
Aunque no es comtn utilizar la ultima forma, en una seccién mas adelante
mostraremos que bajo ciertas condiciones su uso simplifica muchos proble-
mas.

6.2.1. Movimiento Plano

Cuando todas las velocidades de un cuerpo rigido son paralelas a un plano
fijo, por ejemplo el plano zy, se tiene un movimiento plano. La velocidad
angular del cuerpo serd de la forma

W = wk,

y en consecuencia el momentum angular en G estard dado por

Ia:;c I;cy Ia:z 0
Lo= | Ly I, I, 0
sz [zy [zz w

Si se trata de una lamina (z = 0) o bien simplemente si los ejes son principales
de inercia entonces

B I, I, O 0 R
Le=| Ije I, O 0 | =1, wk.
0 0 I, w

Presentaremos algunos ejemplos de dindmica plana de un cuerpo rigido, los
cuales permiten ademds una solucién mds simple si se usa la relaciéon general
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(6.3). La utilizacién de la ecuacién (2.37) normalmente involucra calcular el
torque de alguna fuerza desconocida que debe ser finalmente eliminada utili-
zando la ecuacién de movimiento de centro de masas. Compare ese método,
con el método utilizado en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 6.2.1 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension

A oscila verticalmente de la forma y4 = asinwt.
Y

A
a sin(ot)

O

Péndulo de Kapitza

Solucion. Para este caso tenemos

A~

. L
IA9:—Mg§sin9—M(Fg—FA) X@A'k,

~

pero puede fécilmente verse que (7 — Ta) X da - k = —%aw2 sin wt sin ¢
obteniendo en dos pasos

140 = —MgE sin 6 + M§aw2 sin wt sin 6.

A

EJEMPLO 6.2.2 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension
A oscila horizontalmente en la forma x4 = asinwt.
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a sin(mt)
@) q

Péndulo forzado

Solucién. Para este caso

~

. L
IA9: —MggsinH—M(Fg—FA) X5A~k,

pero similarmente (7 —74) X @4 -k = —Law? sin wt cos f entonces obtenemos

2
en dos pasos

. L L
1,40 = —Mg§ sin 0 + Mgaaﬂ sin wt cos 6.

EJEMPLO 6.2.3 Péndulo de longitud L, masa M cuyo punto de suspension
A se mueve sobre una circunferencia vertical de radio R con velocidad angu-
lar constante w.
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Barra extremo sobre circunferencia

Solucién. Para este caso tenemos
. L . . . o ~
140 = —Mgasmg— M (Fg —Ta) X dyg -k,

pero (Fg — 74) X da - k = —Law?sin(% — wt + §) obteniendo

. L L
140 = —Mga sinf + Manz cos(wt — 0).

A

EJEMPLO 6.2.4 Mouvimiento de rodadura de una rueda excéntrica de radio
R y masa M sobre un plano horizontal. En este caso la aceleracion del punto

de contacto A del cuerpo con el suelo es de magnitud ay = R92 hacia arriba.

v X

Disco que rueda



254 Sistema rigido de particulas

Solucién. Suponiendo que el centro de masas esta a distancia h del centro
geométrico, tenemos

(’I?G_FA) X _»A-]AC: ‘Fg—FA|R92SiH¢,

pero
sin ¢ sin 0

h o |I'G_I'A|’

entonces .
(FG — FA) X 5A -k = R0 hsin&,

y finalmente
140 = —Mghsin — MR hsin 6.

El momento de inercia puede ser obtenido mediante el teorema de Steiner
Iy = Ig + M(h* + R* — 2hr cos?).

A

EJEMPLO 6.2.5 El mismo ejemplo, pero la rueda es actuada por una fuerza
horizontal constante de magnitud F sobre su centro.

Disco tirado por fuerza

Solucién. Simplemente agregamos el torque de F' obteniendo
146 = —Mghsin® — FR — MR hsin 6.

A
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EJEMPLO 6.2.6 Movimiento de rodadura de una rueda excéntrica de radio a
sobre un cilindro fijo de radio R.

Rueda sobre cilindro

Solucién. En este caso, demostraremos primero que la aceleraciéon del
punto A del cuerpo en contacto con el cilindro es de magnitud a4 = aRw?/(R+
a) hacia el centro de la rueda. Aquf la velocidad angular de la rueda estd re-
lacionada con el 4ngulo # mediante w = (R + a)f/a y RO = ap.

La velocidad de A es cero, luego

—
S

0=70+adxCA,

de donde .
(R+a)f = wa.
Adema&s
-
g = Uo+wxCA
6A = 60‘%% XCT>4+L3X(L3XCT>4),
— R+ a)ii— (R+ )i+ EED a4 5 x (6 x OA)
a
— (R+a)00 — (R+a)0’7 — (R+a)if + & x (& x CA)
= —(R+a)92f~l—w2af
2
= Yy utar =

(R+a) R+a
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(;habrd un camino més corto?)
Si el centro de masa estd a distancia h del centro geométrico, podemos
obtener

(Fg—FA)XC_L‘A‘]AC = aAhsind)
2
- ;R_:uahsingb,
entonces
. : aRw®
Ija = —Mg(hsm(@—kgb)—asm@)—MR+ah81nd),
-2
; 0 2
R+alA9 = —Mghsin(l—}—E)9+Mgasin9—MaR h(R+a) sinﬁe,
a a R+a a? a
. a . R+a, Mga*sinf 2 . R
1.0 = —Mgh 0 — M RO hsin —0.
4 TR+a™ * (R+a) ——
A

EJEMPLO 6.2.7 Movimiento de rodadura de una rueda de masa M y radio
R, sobre una plataforma que oscila de la forma asinwt.

a sin(wt)
—>

Rueda sobre plataforma movil

Solucién. Aqui la aceleracién del punto A tiene dos componentes, aw? sin wt,
52 . . . . ., o =
RO pero solo la primera importa, dando por simple inspeccion (7g — 74) X
da -k = Raw?sinwt lo cual conduce a

IAé — — M Raw? sin wt.

A
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6.3. Ejercicios resueltos

EJERCICIO 6.3.1 Una semiesfera homogénea de radio a estd en reposo sobre
un plano horizontal liso con su base paralela a una pared vertical lisa, sobre la
cual la superficie semi esférica, se apoya. La semiesfera comienza a moverse
partiendo del reposo, deslizando sobre el piso horizontal y la pared, ambas
sin roce. Demuestre que cuando la base alcanza la posicion horizontal, la

rapidez angular y la rapidez del centro de masas de la semiesfera son w =

% gla,v= %aw respectivamente. Demuestre ademds durante el movimiento

siguiente, el dngulo entre la base y la horizontal no excede de cos_l(%).

Solucién.
A

r A
< L

»

El centro de masa del cuerpo estd a distancia 3a/8 del centro. Mientras no
despega, el cuerpo mantiene su centro fijo, y la tinica fuerza que realiza torque
respecto a ese punto es el peso. Si en la segunda figura 6 es el dngulo que ha
girado la linea que contiene el centro de masa, entonces

I = Mgga cos @,

donde el momento de inercia es I = 2Ma?/5, luego

2Ma? .. 3
5@ 0 = Mggacos 0,
0 sea 15
0= 1—(3% cos b,
que podemos integrar porque
1d.
h=-214"
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obteniendo 1 15
. 2 B _g .
29 =16a sin 6,

y cuando la base se coloca horizontal § = /2 resultando

. 1
w=40= —5g,
8 a
y
v §aw
oM =g

Puede probarse que en esta posicién el cuerpo despega y tiene una energia
inicial (respecto a la posicién inicial del centro)

1 .2 3

y su momentum en la direcciéon horizontal es

3 3 [1bg
Po=M-aw=M-ay|/ —=.
! 8 8V 8a
Esas dos cantidades son conservadas, pero ahora todo el cuerpo se traslada y
rota, de manera que la coordenada x del centro de masa varfa. Asf la energia
se puede escribir

1 1 . 3
E = =Muvty + ~Iomt’ — Mg cos = 0,
2 2 8
ademas

. 3 15¢
Mz = M-=-ay]/—=
o s“V8 o

3a 0

= — oS
Yom 3 ;
yCM = —%981119.

Cuando 6 sea un extremo, # = 0, y en ese caso, Yoy = 0 y la ecuacion de
energia da

1.3 [15¢g., 3a
— ) — Mg—cosf =
5 8a> ggcos 0
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que se reduce a
45

cosf) = —,
128

osea 6 =69.417°.

A

EJERCICIO 6.3.2 Un disco uniforme de radio a que estd rotando con rapidez
angular inicial ) alrededor de su eje, se coloca sobre un plano horizontal don-
de el coeficiente de roce cinético es . Si la superficie se apoya uniformemente
sobre el suelo, demuestre que el disco se detendrd en un tiempo %aQ/ (gp)-

Solucién. Si la fuerza normal estd distribuida uniformemente, la que
actia sobre un elemento de drea dA = rdrdf en polares serd

AN = 29 varap,

mTa?

la cual produce un torque retardador

dr = —prdN = — 19,2149,

Ta?
siendo el torque total

umg a? 2
— — 27 = —=pmga

' =
ma? 3 3

luego la desaceleracién angular estard dada por

1 2 4
§ma2oz = —gHmga = o= —g%,
luego frena cuando
4 3Q
0=y =22
3 a dug

A
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