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P1. Un péndulo con roce se describe por la ecuaciéon de movimiento:

P2.

P3.
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¢ = 7 sin(¢) — o

L

donde L es el largo del péndulo y el coeficiente de roce. A partir de la ecuacién de movimiento,
escriba la discretizacion de Verlet que permitiria calcular la posiciéon en funcién del tiempo

para una desratizacién temporal dada.

En una demostracién fisica, un profesor “pone a
competir” diversos cuerpos rigidos redondos. Esto lo
hace soltandoles del reposo al mismo tiempo desde
la parte superior de un plano inclinado. Suponiendo
que los cuerpos ruedan sin resbalar y una ausencia de
roce viscoso asociado al aire. ;Cudl cuerpo llega a la
base primero y “gana la carrera”?

[propuesto]Considere una escuadra formada por dos
barras uniformes de igual densidad de masa p y de
largos a y b, respectivamente, unidas de modo que
forman un angulo recto entre si y que cuelgan con
un hilo desde el cielo, como se indica en la figura.
Las longitudes de la escuadra satisfacen la relacién
b = a® + 2ab

e Calcule el angulo 6 cuando el sistema estd en
equilibrio.

e Determine la posicién horizontal del centro de
masa con respecto a la cuerda.

e Calcule y haga un grafico de la energia potencial
., Qué valor toma la energia potencial cuando
estd en equilibrio?
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P4. [propuesto] Un carrete consiste en 2 discos de radio

P5.

R unidos por un cilindro de radio r que enrolla una
cuerda ideal de largo co y R > r. Suponga que un car-
rete de masa M tiene un momento de inercia Icps con
respecto a su centro de masa. La idea del problema
es predecir, mediante el uso de las herramientas del
curso, el movimiento intuitivo que tendra el carrete
tras aplicarle una tension 7T horizontal. Para ello se
le recomienda trabajar la configuracién mas general,
en donde la tension 1" se ha inclinado en un angulo 3
como se indica en la figura.

e Calcule la condiciéon para que el carrete deslice
sin resbalar

e Calcule la aceleracion angular

e Establezca el valor apropiado de 8 que le permite
recuperar la configuracién inicial y concluya.

[propuesto] Considere una semi-esfera de radio R,
hecha de un material de densidad pg, que se encuentra
sobre una superficie horizontal y apoyada contra una
pared tal como se muestra en la figura adjunta. El
centro de masas de una semi-esfera homogénea queda
sobre el eje de simetria y a una distancia b = 3R/8 de
la base. Suponga que entre la semi-esfera y el suelo el
coeficiente de roce estético es p = 3/16 , mientras que
entre la pared y la semi-esfera el roce es nulo.

(a) Haga un diagrama de cuerpo libre para la semi-
esfera, .

(b) Encuentra la magnitud y direccién del torque, re-
specto al punto de apoyo P, ejercido por la fuerza
de gravedad cuando la semi-esfera esta ladeada en
un angulo.

(¢) Encuentre la fuerza de roce entre la semi-esfera
y el suelo .
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P1.

Pauta

En esta pregunta nos piden la ecuacién de movimiento para ¢, es decir que dejemos ¢;41 en
funcién a ¢; y ¢;_1, por lo cual debemos aplicar Verlet en ambos lados de la igualdad. Primero
comenzamos encontrando qu lo cual nos entrega una expresién dependiente solo de los dngulos:

Gitr1 — 20 + di1
At2

¢i = (1)
Luego como queremos despejar ¢;11, lo ideal es que del lado derecho no existan términos de
este tipo, por lo cual en el ¢; , hacemos Verlet Atrasado, quedando:

A (2)

b=
al reemplazar (1) y (2) en la ecuacién inicial y el sin(¢) como sin(¢;), queda:

i+1 — 2¢0i + ¢i— . i — Qi
R N

al despejar ¢; 1 obtenemos la ecuacién de movimiento pedida.

Git1 = %At%in(@-) — YAlpi — pi—1] + 20 — pi—1
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P2. Antes de comenzar, se debe aclarar que este ejercicio puede ser resulto por muchos métodos,
pero a modo de comprender en detalle el concepto de Momento de Inercia, se optard por
resolverlo con Energia.

Utilizando la Conservacion de Energia se decide comparar el instante inicial de la carrera
(cuando parten del reposo) con el fin de la misma. Ya que se pide ver cudl cuerpo es el que
llega primero, es conveniente evaluar la velocidad de los cuerpos.

Ey = FE,

Ki+U =Ky +Uy+ W

Si bien por formalidad de este curso se incluye el Trabajo en la ecuacién de Energia, bajo los
supuestos dados se puede despreciar W a razén que la friccién cinética no efectia trabajo si
los cuerpos ruedan sin resbalar.

1 1
0+ mgh = (§mvfm + §Iw2) +0

Para esto se toma por dado que en el reposo vey, = 0y Uz = 0 debido a que se toma como
altura referencial la meta de la carrera.

1 1
mgh = §mvgm + §Iw2

2mgh = mu?,, + Iw?

Ahora dado que tenemos un numero no especificado de figuras a analizar (nunca llevarse por
lo que aparece explicitamente en los dibujos) es conveniente analizar la velocidad final de cada
cuerpo, categorizando el momento de inercia para cualquier tipo de figura.

I = ymR?

Dénde v € [0, 1] representa un valor adimensional que depende de la forma del cuerpo.

2mgh = mv2, + (ymR?)w?

vcm )2

2mgh = mv2,, + (ymR?)( 7
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2mgh = mv? | + ymv?

Qgh = Ugm + 7U3m

2gh = v2,(14+7)

2gh
14+~

Vem =

Viendo la expresién de la rapidez de un cuerpo se puede ver que esta no depende de la masa
ni del radio, sino que sélo del factor + propio de cada figura geometrica.

Teniendo claro esto, queda evidenciado que el cuerpo ganador de la carrera es aquel con el
menor 7 asociado, siendo (en caso de las figuras conocidas) la esfera.

1.0.1 Concluisones adicionales

e Con este resultado queda evidenciado que el Momento de Inercia representa la ” oposicién
del cuerpo al movimiento rotacional”.

e Los cuerpos con v pequena siempre vencen a aquellos con v grande, porque menos de su
energia cinética se dedica a rotacion y mas a traslacién.

e Ya que la rapidez no depende de la masa o el radio, todo cilindro sélido uniforme pose
la misma rapidez en el cuerpo de la base (y en cualquier punto de la bajada) debido a
tener igual v. Lo mismo es cierto entre esferas, anillos, etcétera.
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P3. Para calcular el angulo # donde se encuentra en equilibrio lo primero que hay que hacer es
encontrar el Centro de masa del sistema el cual sera:

-~ MyR,+ MR,
Rcm Y Y
Ma + Mb

donde M, = ap y My = bp, ya que tienen densidad uniforme.
Ahora debemos encontrar R, y Ry:
Ry: Sabemos que |R,| = §, entonces:

R, = (gsin(Q), %cos(@))

Ry: Sabemos que Ry, = 71 + 73, [Fi| = a y |13| = b, entonces:
71 = (a* sin(f),a x cos(0))

. b b .
7y = (—5608(9), 53171(9))
> . b b .
Ry = (a* sin() — 5005(0), a* cos(0) + ism(Q))
por lo que Royy es:

(%31’71(9) + ab * sin(f) — %003(6), ‘12—2003(0) + ab * cos(0) + %82’1@(0))
a+b

Reyv =

ya conociendo el centro de masas, pasamos a calcular la condicién de equilibrio: Y 7 =0

lo cual implica en este caso Roas x p(a + b)g 7 = 0, con lo cual nos damos cuenta que el

producto cruz solo multiplica las componentes perpendiculares, por lo que queda finalmente:
Ry xpla+b)g=0

con lo cual empezamos a despejar el angulo en el que esta en equilibrio.

a—;sm(G) + ab x sin(9) — %608(9)
a+b

pla+b)g=0

si seguimos quitando terminos de la ecuacién llegamos a la siguiente expresion

(a® + 2ab)sin(0) — b*cos(0)
a+b

=0

pero sabemos que b? = a? + 2ab por lo que queda la igualdad sin() = cos()

donde la solucién es 6 = g
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P4. DCL
Mg
Ecuaciones

> F,=Tcospi+ fr=Mi (3)

Ec. de Newtoz para el eje x
> F,=Nj+TsinfBj— Mgj=0 (4)

Ec. de Newton para el eje y
Z Tp = ((R —rcos B)j + rsin fi) x (T(cos i+ sin fj)) = I,d (5)

Ec. de torque para el punto p
I, = Ica + MR? (6)

Teorema de Steiner para el punto p

Ideas y condicién de rodadura

La idea es ver hacia dénde se desplaza este sistema, para ello existen muchas formas. Una
es calcular cuanto vale la aceleracién del centro de masa, otra un poco mas complicada es
ver hacia dénde apunta la fuerza de roce con el piso. En este caso calcularemos el vector
aceleracién angular. Para que el carrete ruede sin resbalar se necesita una fuerza de roce
que convierta el movimiento rotacional en movimiento lineal, y que ademas esta fuerza no
produzca trabajo sobre el carrete, es decir f_;“ > (. Dicho de otra forma, N > 0, condicién que
juntada con la ec (2) no da como resultado.

Mg
- > sen(p)
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juntando (3) y (4):

T(R —rcos B) cos B(j x i) + Trsin® B(i x j) = [,@

Qy

—T(R — rcos 3) cos Bk + Trsin’® gk = I,
T(—Rcos 3 + rcos® f 4 rsin? ﬁ)f{ = I,a
T(r — Rcos B)k = I,d

—T(Rcosf — r)f{
ICM =+ M R?

a=

Resultados

De aqui se deduce que @ producird un giro horario si Rcos 8 > r, es decir, la rueda se trasladara
hacia la derecha.

Si Rcos 8 < r entonces la rueda se trasladara hacia la izquierda.

Si Rcos 8 =r ;No se moverd?

En el caso particular en que 8 = 0 se movera hacia la derecha.
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P5. (a) En este punto es importante fijarse en que existen 2 fuerzas normales, con el suelo y la
pared.

(b) Ya llegado este punto queremos saber el torque para eso debemos saber el r¢;, desde Py
luego hacer el producto cruz con la fuerza peso (aqui es muy importante considerar que
son vectores), si vemos el dngulo que nos sirve (), se repite donde muestra la figura es
decir podemos determinar en coordenadas cartesianas, el r;,, quedando:

ry = R+ bx sin(f),r, = bx* cos(f)
sabemos que 7, = 72 + ryy quedando:
Tem = b % cos(8)T + (R — bx* sin(5))y

P

sigue que Peso = M gy, entonces al hacer el producto cruz entre 5, y Peso la componente
en ¢ se anula con el peso, y solo queda 7, = 1| Peso| es decir:

Tp, = bMg * cos(f3)
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(c) para esta parte necesitamos primero encontrar una relacién que nos permita encontrar
el roce, para esto aplicamos »_ F, = 0, lo que nos entrega que Ny = fr, por lo que
basta encontrar N7, para encontrar fr, como ya sabemos el torque del peso respecto a

b ) y
p, entonces buscamos el torque de N respecto a p.

ry =—R,7y =R

entonces la condicion de 7 = 0 es solamente la multiplicacién de r, y Ny pero con signo
opuesto al otro torque mas el otro torque:

_ Mgb x cos(f3)

Ny 7

que es el mismo valor de fr pero con signo opuesto.
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