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Conceptos importantes de "Sélidos rigidos":

Motivacién:
El movimiento de un objeto extendido, como una rueda que gira en torno a su eje, no se puede explicar al representar el
objeto como una particula: en cualquier momento diferentes partes del objeto tienen distintas velocidades y aceleraciones
lineales. Sin embargo, el movimiento de un objeto extendido se analiza al representarlo como un conjunto de particulas,
cada una con su propia velocidad y aceleracion lineales.

Al tratar con un objeto en rotacion, la explicacion se simplifica mucho al suponer que el objeto es rigido. Un objeto
rigido no es deformable; es decir, las ubicaciones relativas de todas las particulas de que estd compuesto permanecen
constantes. Todos los objetos reales son deformables en cierta medida; no obstante, el modelo de objeto rigido es 1til en
muchas situaciones en que la deformacion es despreciable.

Comenzaremos extendiendo algunos conceptos del curso FI1001, donde se entendia el objeto como algo puntual, pero
ahora seran vistos como un sistema compuesto, aunque es posible notar que gracias al concepto de ¢entro de masas', las
nociones adquiridas para algunos conceptos seguirdan actuando de igual o de forma andloga a lo ya acostumbrado:

Definicién 1. Centro de masas:
La masa es una propiedad inherente a cada cuerpo, y es aditiva, para hacer un andlisis de un sistema de particulas se
utiliza el centro de masas (como por ejemplo para calcular el torque que realiza su peso), la idea del centro de masas es
dividir el cuerpo en n celdas, donde cada celda tiene una masa m y una posicion r, donde M es la masa total del cuerpo.
entonces su centro de masas serd: 1

Rey = M Z mi":;

Esto lo podemos generalizar y podemos verlo desde un punto de vista macroscépico, donde el centro de masas entre dos
cuerpos se puede obtener a partir de sus centros de masaE|

o 1 o
Ryeto = M Z My Remi

Observaciéon 1. Sobre el centro de masas
Notamos que la definicion anterior es independiente si la densidad del cuerpo es uniforme o no, aunque en este curso, por
simplicidad se estudian cuerpos con densidad uniforme.

Definicién 2. Momentum lineal en un cuerpo:
El momentum lineal en un sistema de n particular se obtiene como la suma del momentum lineal de cada una por separado,
o0 lo que es equivalente al producto de la masa total M y la velocidad V en el centro de masas R.

Ptotal = sz = Mtotalvcm

Definicién 3. Energia potencial gravitatoria en un cuerpo:
La energia potencial gravitatoria de un cuerpo de masa m se puede obtener a partir de la posicion del centro de masas del
mismo:

U= thotachm

1Dudas y sugerencias al correo: manuel.torres@ug.uchile.cl
2Qeneralmente esta ecuacién nos permite descomponer cuerpos complejos en elementos menores, lo que permite calcular un centro de masa,
facil para cada elemento y luego componiéndolo se obtiene el centro de masa neto (ver problema 1 aux extra nro. 1)



Definicién 4. Momento de inercia:

El momento de inercia refleja la distribucion de la masa de un cuerpo en rotacion y representa la oposicion de un cuerpo
a cambiar su estado de rotacion, el momento de inercia SOLO depende de la geometria del cuerpo y de la posicién del eje
de giro, y se escribe de la siguiente forma:

I, = Zmirf = jrz(?m = JprQBV

Donde m es la masa i-ésima y r la posicion i-ésima de la masa, ademds se presentan generalizaciones de esta ecuacion
(integrales) las cuales permiten calcular la inercia de un cuerpo parametrizando, pero en éste curso las inercias serdn de
casos particulares por lo que serdn conocidas.

Algunos momentos de inercia (Objetos de masa Mﬂ

objeto eje momento de inercia /
masa puntual a distancia d Md?

aro radio R en su centro MR?

disco radio K en su centro %MRQ
cascaron esférico radio R en su centro %MRQ

esfera radio R en su centro %MRQ

barra largo L en su extremo %ML:Z

placa lados ay b en su centro LM(a® + b?)

Ahora veremos dos teoremas necesarios para poder calcular la inercia bajo ciertas condiciones:

Teorema 1. Ejes paralelos o "Steiner': Teorema 2. FEjes perpendiculares:

Podemos obtener el momento de inercia de un cuerpo para Para un cuerpo plano, si I, e I, son los momentos de iner-
cualquier eje de rotacion paralelo al eje de giro a partir de cia con respecto a ejes en el plano e I, con respecto a un eje
Iem, realizando un "desplazamiento"donde d es la distancia perpendicular, entonces:

entre el centro de masas y el eje de giro.

L=1,+1,
I,=1.,+ Md>

Observacién 2. Masa inercial v/s Momento de inercia

Eziste una gran diferencia entre masa y momento de inercia. La masa es una propiedad inherente de un objeto, mientras
que el momento de inercia de un objeto depende de su eleccion del eje de rotacion.

Por lo tanto, no hay un solo valor del momento de inercia para un objeto. Existe un valor minimo del momento de inercia,
que es el calculado en torno a un eje que pasa a través del centro de masa del objeto.

Definicién 5. Energia cinética de rotacion:
Podemos escribir la energia cinética en un movimiento rotacional cuando hay una velocidad angular (t) en un eje fijo de
la siguiente forma:

3Inercias utilizadas en el curso (recomendable memorizar)



Definicién 6. Momento angularﬁ
El momentum angular se define como:

Lneto = le = ZFI X _p)l = Z(Fl X Ul)ml
Definicién 7. Torque:
El torque respecto a un punto O se define como:

Tozzt_;=z7::i Xﬁzloa
Donde 7; es el radio desde el punto O hasta donde se aplica la fuerza f;, y « es la aceleracion angular del cuerpo

Observacion 3. Algunos comentarios sobre el torque:

a)Debemos darnos cuenta que con lo visto hasta ahora, podriamos entender el torque como un concepto andlogo a la fuerza
pero en rotaciones.

b)Ademds ast como la fuerza es la derivada temporal del momentum lineal, andlogamente el torque es la derivada temporal
del momentum angular.

Definicién 8. Condicidn de equilibrio (Estdtica):
Entenderemos a equilibrio estdtico como la condicion en la cual un cuerpo que estd sometido esta inmaovil y esta condicion

no se altera en el tiempo. B .
DT =0AY F=0
Vem =0A@ =0

Definicién 9. Condicién de rodadura perfectal]

La rodadura perfecta es la composicion de dos movimientos por separado, la traslacion pura con velocidad Vip, y la rotacion
puta con velocidad angular w, esto da como resultado un movimiento en el que no hay deslizamientos (osea el cuerpo no
fricciona con la superficie).

2l
l‘:L

2v
wR v
+ v = v
R v 777 7777
rotacion pura traslacién pura con
alrededor de O rapidez v = wR rodadura perfecta

Observacion 4. Conservacion de la energia en la rodadura:
Podemos decir que la energia se conserva a que al tener rodadura (no hay deslizamientos) no tenemos friccion, por lo que
dntes se perdia de energia por el roce, ahora pasa a ser energia cinética rotacional.

En el eje fijo O (sobre el centro de masas) se tenia que la energia cinética es K = lem

2

.. . .. . I,w? . . . . . .
cuando el eje instantdneo de rotacién se mueve, teniendo K = ~5—, oséa ahora se utiliza la inercia en el eje fijo P.

2 .7 .
Y pero esta expresion cambia

K- I, w? N chfn _ Ipw2

2 2 2

Demostracion 1. Energia cinética bajo condicion de rodadumEl
Queremos corroborar que:

2 2

I w mVer,  Tyw

2 2 2

K =

4Ver la demostracién en la pauta del control de lectura 5

5Se explicara con detalle en la clase auxiliar del dia Lunes 2 de Octubre.

6E] siguiente desarrollo es MUY importante saber realizarlo ya que es una herramienta fundamental para resolver los problemas utilizando
conservacién de la energia.



Tenemos que en el centro de masas durante una rodadura en un punto P, hay dos componentes para la energia cinética,
lo que podemos obtener superponiendo ambos movimientos que componen la rodadura, entonces:

K =
2

Pero por condicion de rodadura sabemos que Ve, = wR

Como se puede notar tenemos el teorema de Steiner, por lo que:

I w

Iopw?

L Ve

2

m(wR)?

K —
= 2

= K=

= K =

Problemas:

P1.

P2.

(Pregunta para revisar conceptos) Un yo-yo estd
formado por dos discos uniformes cada uno de masa
M y radio R. Uniendo estos discos hay un eje de radio
r y masa despreciable. Un hilo se enrolla en torno a
este eje y su extremo se sostiene desde una cierta altu-
ra. En un instante, el yo-yo se deja caer, partiendo del
reposo. Inicialmente se encuentra a una distancia D,
del extremo superior del hilo. Encuentre la aceleraciéon
del centro del yo-yo.

p—
=1

M

e ————————

R

(Pregunta de control) Se tienen dos cilindros de ma-
sas Ma y Mb, radios Ra y Rb y momentos de inercia
respecto a sus centros Ia e Ib, tales que:

i I
MaR%, ~ MgRZ

Los cilindros se mueven sobre un plano inclinado en
un angulo, rodando sin resbalar, debido al roce estati-
co con la superficie. Los cilindros estan unidos por su
centro mediante una cuerda ideal que forma un angulo
con respecto al plano inclinado.

2

w?(Iepm + mR?)

a) Determine la aceleracién del sistema
b) Calcule la tensién de la cuerda

Mp.Ra.Ig

.-'/.

P3. (Pregunta de control) Un cilindro de radio a y masa

m se encuentra en el punto mas alto de un semicilin-
dro de radio R, con el cual tiene un coeficiente de roce
estatico p. En cierto instante, el cilindro es sacado de
su punto de equilibrio y comienza a rodar sin resbalar
sobre el semicilindro.

a)Plantee la ecuacién de movimiento del centro de
masa del cilindro mientras que éste rueda sin resbalar.
b)Encuentre la velocidad del centro del cilindro en
funcién del angulo theta mientras que rueda sin res-
balar.




