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Catedra 11

Poliedros Integrales.

En esta catedra se demostraran las implicancias pendientes del teorema visto en la clase anterior, se verd una caracte-
rizacién de los vértices de un tipo de poliedro en particular, para luego establecer criterios sobre las matrices que los
definen que nos permitan determinar cuddo un poliedro es integral. Respecto a lo pendiente de la clase anterior, s6lo
queda demostrar la implicancia 2. = 1. del siguiente teorema:
Teorema 1. Sea P el poliedro definido por P(A;b) # 0, racional y puntiagudo. Los siguientes son equivalentes:

1. P es integral. i.e. P = conv(P NZ"™).

2. Cada cara de P tiene un punto integral.

3. Ve € R™, (maz{c'z : x € P} < +00 = Ja* dptimo integral).

4. Ve € Z™, (maz{c'z : x € P} < +00 = Ja* dptimo integral).

5. Ve € Z",max{ctz : x € P} € ZU {400}.

Observacién: Siempre ocurre que conv(P NZ™) C P.

Demostracion: (2. = 1.) Como P es puntiagudo, por M-W para poliedros puntiagudos tenemos que:

P = conv(V(P)) 4+ cono(R(P))
y por 2. tenemos que:
V(P)=V(P)nZ"
Luego,
conv(V(P)) = conv(V(P)NZ") C conv(PNZ")
Y como P es poliedro racional, por Meyer tenemos que:

rec(conv(P N Z™)) = rec(P)

Por lo tanto,
P C conv(PNZ™) + rec(conv(PNZ") = conv(PNZ™)g

Pregunta: ;Cudndo un poliedro P = P(A;b) es integral?. En otras palabras: si P tiene vértices Z, y sea * vértice que
es solucién tinica de un sistema A’Z* = b, jcudndo ocurre que A~V = z* € Z"?

Pregunta previa: Sea A € Z"*", ;cuando ocurre que A~! € Z"*"?

Para responder esta pregunta, recordemos el siguiente resultado de Algebra Lineal:

Teorema 2. Sea A € Z"*", entonces:

A € 2" = |det(A)] =1
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Demostracién: (=) Sea A € Z"*", entonces:

1 =det(I) = det(A)det(A™') = det(A) € ZNdet(A™") € Z = |det(A)| =1

Donde la primera implicancia se tiene debido a que el determinante es suma y multiplicacién de coeficientes en Z.

(<=) Sea A € Z™*". Recordemos el resultado de Cramer:

1 T
det(A)

donde CT = adj(A) y Cij = det(App)—;,jn—;) ¥ como A esté en Z™*™ se deduce que Cj; € Z,Y(i,j) € {1,..,n} x {1,..,n}
y se concluye lo pedido.

Ejemplo: Veamos el caso cuando P=(A;b) = {x € R" : Az = b,z > 0}. P~ es puntiagudo, pues podemos escribirlo de la
siguiente forma:

-A -b
A T < b
-I 0

Y en este caso, notamos que —I es una matriz de rango n y por lo tanto, P~ tiene vértices.

Definicién 1 (Base). Sea A € R™*™ con m > n, entonces, un conjunto de indices B C [n] tal que A4p es invertible (m
columnas 1.i.) se dice Base de A.

Definicién 2 (Solucién Bésica/ Solucién Bésica Factible). Se dice que x € R™ es solucidn bdsica de P=, con A € R™*"™
m>n, rg(A) =m,siz = (rp,on) tal que 2y =0y x5 = (Aep) 1b. Si ademds x € P~, se dice que x es solucién bdsica

factible (s.b.f.).

Teorema 3. Las s.b.f. de P=(A;b) son exdctamente sus vértices.

Demostracion: ( =) Sea z s.b.f. de P~ y supongamos que Jy, z € P~ tales que:
T=Xy+(1—XNz, Xe€]|0,1]

Luego, 3B base tal que = (z5,2n) = ((4dep)™1,0) = 0=ax = lynv + (1 — N)zy = yny = 2y = 2n = 0. Ahora,
sea x € P= con xxy = 0 (recordar que y y z cumplen con esto), entonces:

b= Ax = Aeprp + AenTN = Aepp
=0

Como Aep es invertible, entonces x5 = (Aep)~1b, y por lo tanto, como z arbitrario, yg = 25 = 25 = (Aep)~'b. Como
T =y = z, entonces, T es vértice por ser punto extremo.

(<= Sea Z punto extremo de P= y sea I = {i € [n] : z; > 0}.

P.D.Q.: Ae; es una matriz con columnas [.i..

En efecto, sea y; € Rl tal que Aa;y; = 0. Notemos que lo anterior es una combinacién lineal de columnas de Aq;. Si
yr # 0, sea y = (y7,0) € R™.

= Ay = Aeryr + Aepu\1Yn\1 = 0
N~ —/ ——
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Recordemos que Az =0,z >0y z; >0y, por lo tanto, Je > 0 tal que:

Alxtey)=b, Trteyr>0 A ZpprEeyppr =0

1, 1, _
. 5(1’+6y)+5((£76y) =
Pero lo anterior es contradiccion, dado que Z es punto extremo. Por lo tanto, las columnas de Ao son [.i..

Sea B una base al extender I con columnas en [n]\I

— A,p es invertible. => b= AZ = AepZp + AenZn = Tp = (Aep) 'b, Ty =0 = T es s.b.f.

Pregunta: Ahora podemos abarcar la pregunta planteada anteriormente para el caso que se ha estado estudiando, i.e,
jcudndo P=(A,b) = {z : Ax = b,z > 0} es integral?

Definicién 3 (Matriz Unimodular). Sea A € Z™"™mesn con m < n. A se dice unimodular si para todas sus sub-matrices
cuadradas maxilames C, det(C) € {0,£1}
Teorema 4. P = P=(A;b) es integral ¥b € Z™ <= A es unimodular.

Demostracién: ( <= ) Sea b € Z™ Por Teorema 1 y Teorema 3 tenemos lo siguiente:

P es integral <= todas sus s.b.f. son integrales

Sea B base, A.p es invertible. Como A.p es invertible y es cuadrada maximal de A, |det(Aep)| = 1 y luego,
(Aep)™! € Z™*™. Por lo tanto, T = (Zep, Ten) = ((Aep)1b,0) € Z™.

(=) Sea C = A,p sub-matriz cuadrada maximal de A.
» si B no es base = det(B) =0
» si B es base, entonces Vb € Z™, la s.b.f. = (C~!b,0) asociada a B es integral.

= C'=[C"te;|C en]........ C~le,,] € Z™*™
1| 2 [oreen] m)
ez™

czm ezm

Con e; € R™ vector canénico con 1 en la i-ésima coordenada, i € {1,..,m}. Por Teorema 2 se concluye que
|det(C)| = 1.

Definicién 4 (Matriz Totalmente Unimodular). A € R™*™ es totalmente unimodular (T.U.) si todas sus sub-matrices
cuadradas C' satisfacen det(C) € {0, £1}.
Ejercicio: Sea A € R™*"

» Aes T.U. <= AT es T.U.

» Aes TU. < (A|I,,) es unimodular.

Teorema 5 (Hoffman - Kruskal). Sea A € R™*"
1. P={z e R": Az < b,x > 0} es integral Vb € Z™ <= A es T.U.
2. P(A;b) ={z € R": Az < b} es integral Vb € Z™ <= A es T.U.
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Ejemplo: Sea G = (V, E) grafo bipartito completo, sea ¢ € R¥, definimos el problema de matching fraccionario de peso
maximo como sigue:

m%x{ch Yo e V,z(d(v)) <1,z >0}
r€RF

Queremos llegar a la forma:

max{c’z: Az < b,x >0}
zERE

;,Cémo se ve la matriz de incidencia A en este caso?

Sus filas (nodos de G) se dividen en dos partes, L'y R, i. e,. V(G) =L U R donde v € L y v € R. Esto nos entrega una
matriz donde en cada columna hay un 1 en L, un 1 en R, y el resto son 0’s. Veamos que A es tiene esta forma.

Demostracién: Supongamos que no. Sea C' sub-matriz cuadrada de |det(C)| > 2, con C minimal. Si alguna columna
tiene s6lo 0’s, det(C') = 0. Si alguna columna tiene s6lo un 1, entonces 3D submatriz tal que det(C) = det(D).

=— Todas las colummnas tienen un 1 en L y un 1 en R. Por lo tanto, existe combinacién lineal no nula de filas que es 0.
= det(C) = 0.



