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1. Cortes de Chvatal para PLE

Recuerdo:
Avrea factible: Para PLE: P N Z".

Un Corte de Chvatal es una desigualdad o’z < |3] valida para PN Z" con o’z < B desigualdad vélida para Py
« € Z" integral.

Lema 1. Sea P = P(A;b).
alx < B wdlida para P <= IXN € R", A > 0 tal que \TA=aT y \Th < 3
Demostracion:
Tz < B vélida <= max{a’z: Az <b} <
= min{b"\: ATA=a,A>0} <7
— IIN>0,ATA=0a,bTX<p

Observacion: o'z < 8 valida se obtiene como combinacién cénica de desigualdades de Az < b.
Ejemplo:

Sea G = (V, E) grafo.

P={zeR":2(6(v)) <1Vv e V,z >0}

Se demostré que P es integral si el grafo es bipartito.

Asi, si G es bipartito, tendremos que P NZ" = {x™ : Mmatching}

Si no,
Edmonds: conv(PNZ") ={x € P: x(E(S)) < L‘%‘j VS CV}
Sea SCV.
z(0(v)) <1 YoeV(S) (1)

-z, <0 VeelS

Sumando en (1)

151> ) 2(8(v)) = 22(B(S)) + 2(8(5))

veES

Asi, tendremos que
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Notando que
2(BES)= Y w=1-a
e€E(S)

podemos deducir que

e < | 5|

es un corte de Chvatal.

Definicién 1 (Cerradura de Chvatal para poliedro P). P" es el conjunto obtenido al agregar a P todos los cortes de
Chvatal.

Teorema 1. Si P es un poliedro racional, entonces PC" es un poliedro racional y el nimero de Cortes de Chudtal
necesarios para definir P€" es finito.

Demostracion:

Si P es racional, spg P = {x : Ax < b} con A y b integrales.

P = {z e R": aTx < |B] con (o, B) tq « integral y oTz < 3 vélida }
={z e R": \TAz < |A\"Tb] con A € RT,\" A integral }

Proposicién 1. P¢" = P':= {x € R" : \T Az < [A\Tb] con AT A integral ,\ € [0,1]™}
Demostracion:
C: P€M C P’ es directo.
D: Sea A € RT, con AT A integral. Se define X' = X — [A].
P cPni{z: NTAz < | NTb|}
=Pn{z: N Az < | N0, (M7 Az < [A\]Tb}
CPn{z: A" Az < [XTb] + |A|Tb)}

Luego, utilizando que b es integral, tendremos que [NTb] + [A|Tb= |(N + [X\])Tb] = [A\Tb].

Por lo tanto,
P CcPniz: \"Az < [A\Tb) X € R, AT A integral }

Se concluye que P’ C PC". [

Para terminar la demostracién, notamos que {A € R7" : XA € [0,1]™} es un conjunto acotado. Luego, el conjunto {74 :
A € [0,1)™, AT A integral} es finito.

Asi, P¢" se obtiene usando un conjunto finito de cortes (todos racionales).
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Ejemplo:

P={x:2(6(v)) <1l,veV,xz >0}
P = Ppaten, = conv{x™ : M matching }

Problema: No siempre es suficiente agregar los cortes de Chvétal a P para obtener conv(P NZ™). Es decir, no siempre
es cierto que P¢" = conv(P N Z")

Mas atn, si S = PN Z"™, entonces existen desigualdades validas para S que no son cortes de Chvatal.
Ejemplo:
Consideremos G = (V, E) grafo. Los conjuntos estables de G son

P={zeR} :zx,+2,<1, Ve=uvekE}

Una formulacion posible para el maximo conjunto estable es:

Sea G el complemento de C7. La desigualldad 172 < 2 es vélida en P N Z", pero no es corte de Chvatal (ni miltiplo).
Esto pues, todo trio de vértices en V' debe contener aristas. Para ver que no es corte de Chvétal:

1Te=XaTz < )\|B] =2
con « integral, A > 0, oz < 8 valido en P.
Pero el vector z* = % es factible en P. Luego, 8 > oTaz* = e _ 1T

Pero,

2X
7 3
S>A>-—-2=_
-2 2
1 2
=3 < 3 (no puede ser entero)
2. Certificados de Chvatal
Sea o < B con a, 3 integrales.
Un certificado de Chvéatal es una sucesién de desigualdades oz < [B1], ad'z < |B2], ..., afx < |Bx] tal que
1. ay,..., ay integrales.
2. ap = q LB’CJ :ﬂ
3.Vi=1,....k : alz < |Bx] se puede obtener como combinacién cénica de desigualdades en {Az < b,afz < |B],
Oégx S |_B2j7 ceey 04533 S I_BkJ}



Facultad de Ciencias Fisicas y Mateméticas Universidad de Chile

Una certificado de Chvatal para o’z < 8 garantiza que a”x < 3 es vélida para P N Z".
Equivalentemente, si se define P(9) := P y P() = (PG=1)Ch tendremos que P D P D .. D conv(P NZ")
Lema 2. Sea F cara de P poliedro racional. Entonces F) = P N F

Corolario 1. Vk >0 : F¥) = pE) O

demostracion:

Por induccién que si F = PN H, con H hiperplano, entonces F*) = P(*) 0 H.

Caso base: directo.

Paso inductivo: suponemos que VI < k se tiene la propiedad.

F(k) — (F(k—l))Ch _ (P(krfl))Ch N F(krfl)
=PF U n(PkE-YnH)
=P®NH

donde la segunda igualdad es por el paso inductivo y porque F*~1 es cara de P*—1),

Teorema 2. Si P = {z € R" : Az < b} politopo racional tal que P NZ™ = (). Entonces 3 certificado de Chvdtal para la
desigualdad 0"z < —1 (Equivalentemente 3k tal que P*) = ().

Demostracion:
Induccién en dim(P).

Si dim(P) = —1, entonces P = () (Farkas). Si dim(P) = 0, entonces P = {a} (propuesto).

Supongamos que dim(P) > 1. Sea F cara propia de P. Entonces
F={z: Az <b,a’z =}, con o’z < 3 valida para P.
Como P es racional, «, 8 son integrales.
Sea z* = min{alz : z € P}
e Sidg € Z con q < z* tal que a”z < ¢ admite certificado de Chvatal, entonces 3k tal que P*) = (.
e En otro caso, tomemos el minimo ¢ (¢ > z*) tal que o’z < ¢ admite certificado de Chvéatal.
Entonces 3k e N: PF) £y P*) C P {aTz < q}.
Sea Q = {z € P® : aTx = ¢q}. Como o’z = § definia cara propia de P, Q es cara propia de P,
D=0 =(P")nQ
= pk+n {aT2z = ¢}

pth ¢ {z: alx < q}

Entonces se concluye que o’z < ¢ — 1 es corte de Chvatal para P*+0

.., contradice la eleccion de ¢ I



