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Catedra 10

1. Teorema Fundamental de la PLM (Meyer)

Teorema 1. Sea (M) un PLM
max{c'z:z € S}

donde S = PNZF NRY, P = P(A;b) = {x € R" : Az < b}.
Si A, b racionales = conv(S) es un poliedro racional.
Mas Ain:
1. rec(Conv(S)) = rec(P).
2. Eziste un conjunto finito de politopos racionales P',...,PM y un conjunto finito de rayos integrales R, tal que

rec(P) = cono(R) y:

M M
S = U P + conoz(R), conv(S) = conv(U V(P") + conoz(R).

i=1 i=1

Demostracién: Por MW tenemos que: P = conv(X) + cono(R). M4s atin, como P es racional: X = {¢*,...,¢°} C Q" y
R={rt,..rt} CZ". Luego,

P = {szq +2Wu AeR,1"A=1,peR,}, S=PnZ”NRC

i=1 Jj=1
Se define: .
P'={>"Ng"+> pr'| XeR,1"A=1,p€0,1)"}, & =P nz’nR®
i=1 j=1
Sea C' = conoz(R) = {Z;Zl wir?| € N}. Veamos ahora que P = P’ + C:
() Obvio.

(D) Sea x € P, luego tenemos que:

x_ZAzq +Zw7 qu +Z — Lus)) T]+ZLM3

Jj=1

Notamos que y7_; Xig" + Z] 1 (1 LNJJ)TJ € Py que ZJ 1|_M]JT] eC.
Luego tenemos que x € P’ + C.

De forma similar mostramos que S = S’ + C
Observacién: P’ acotado = politopo racional.

YLy eP conY' € B, Y? €, |proyy: P' N Z¥| es finito.
Si definimos v = proyy1 P’ N ZF, tenemos que:

U {Yl}XQYl :UPZ

Yieqy
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Donde los P? son politopos racionales.
Con lo que tenemos que:

M M M
S = U P4+ C;  conv(S) = conv(U PY) + conv(C) = conv(U V(P%)) + conv(R)
i=1 i=1 i=1
Observacién: P = conv(X) + cono(R) = cono(R) = rec(P) Por lo tanto: cono(R) = rec(conv(S))
Corolario 1. Si E = [n] (El PLM es un PLE).

El resultado anterior se simplifica a:
S=PnNnZ"

S =X + conoz(R)

donde X es un conjunto finito.
En palabras: existe un conjunto finito de puntos integrales X y un conjunto finito de rayos integrales R tal que:

S = X + conoz(R)

conv(S) = conv(X) + cono(R)
Corolario 2. Se deja propuesto probar que si solo A es racional igual se tiene que rec(conv(S)) = rec(P)
Teorema 2. Sea P = P(A;b), A, b racional. S = PNZF NRC y definmanos:
o PIM = mgx{cTz|z € S}

o 2PLE = max{cTz|x € P}

» 2PE = max{cTz|r € conv(S)}

Entonces:
1. S Ceconv(S)C P
9 ,PLM _ ,PLx o ,PLR
Mads ain, si PLM es factible = [P = foo = 2PIM = ;PLx = ;PLE — 4]
Demostracion:

1. Obvio

2. Probemos la segunda parte:
Si tenemos que:

2PER — o0 <= Frayo r € rec(P) : cl'r > 0

Pero rec(P) = cono(R).
Luego obtenemos:

t
’I’ZZ)\H};, R={r'}l_, = r"cR:cTr'">0
i=1

Como PLM factible,
3z’ € S

Para N € N: 2% + N7t € S y ademas ¢ (z° + Nr?') — +oo cuando N — 400
Ademas si:

LPLM _ PLx _

—00 = S=0 = conv(S)=0 = =2 —00

Solo falta ver: —oo < zFPLM = PLx |

Sea z* € conv(S), 6ptimo para PLx.
Como c?'r < 0. Vr € rec(P) podemos suponer que:

M

e com}(U p')

i=1
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Denotamos politopo @ = conv(Ui]\i1 p%).
Luego podemos pedir que z* sea un vertice de Q). Pero V(Q) C Uﬁl pt C 8.
Por lo que tenemos que z* € § = LM = PL*

2. Optimizacion combinatorial

Definicién 1. S se dice conjunto integral si: S C R"™ : S = conv(S UZ")
Teorema 3. Sea P = P(A;b) poliedro racional y puntiagudo. Los siguientes son equivalentes:

1) P es poliedro integral.

2) Cada cara de P tiene un punto integral.

3) Ve e R" : (méx{cTz:z € P} < +00 = 3 solucién integral x*)

4) Ye € Z™ : (méx{cTz : z € P} < +co0 == 3 solucidn integral x*)

5) Yee Z" : (méx{cTx: 2 € P} € ZN{o0})

Demostracion:
» 1) = 2): Sea F cara de P.

Sea z € F C P = conv(PNZ"). Luego 3z, ...,a" € PNZ" tal que x = >/, Mz’ con \; > 0,17\ = 1.
Observacién: Los x* también estdn en F.
Sea I =act(F).VjeJ: bj=alz= S Aial &t < S by = by =<

Todos los ' € F = cualquier z* € F NZ".

» 2) = 3):Sea ce€ R™ tal que mdx{cTz: 2z € P} < +oo.

Tomemos F = argmax{c’x : x € P} el cual es cara. Por 2) tiene un punto integral.
= 3) = 4): Directo.
» 4) = 5):cTa* € Z
» 5) = 1) : Por contradiccién:

Sea z° en vértice no integral, es decir, z§ fraccional para algin j.

2° = argmax{cz : x € P} para cierto ¢ = > jcact(ze) Y-

Como P es racional, C se puede escalar a ser integral. Como z° es el inico maximo:

Con e; direccién canénica j y M € N,M >>0 = MZ¢ es direccién tal que z° es el inico maximo.

MeTx® — McTx® = (McTx° + ela°) — Mc"2° = ela® =x; =< porb).

€L €7



