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Auxiliar 1

Resumen

Def 1. Un sistema de coordenadas curvilineas es una trans-
formacion invertible, suficientemente diferenciable r : D C
R3 — R3, de modo que a toda tripleta (u,v,w) € D le co-
rresponde un unico punto en el espacio

(u,v,w) = (m(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w)).

Ademds, suponemos que la matriz jacobiana del sistema de
coordenadas es una matriz invertible para todo (u,v,w) €
D.

Asociado al sistema de coordenadas curvilineas, en cada
punto se define un triedro de vectores unitarios i, 0, w de la
siguiente manera:
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De la misma forma se define ¢ y .

Def 2. Se dice que el sistema de coordenadas 7
es ortogonal si los vectores unitarios del tiedro {
finidos por
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son mutuamente ortogonales para cada (u,v,w) € D

Def 3. Dado un sistema de coordenadas ortogonales ¥ =
7(u,v,w), definimos los factores de escala como las siguien-
tes cantidades:
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Operadores Diferenciales en coordenadas
ortogonales

Sea f : Q C R® — R una funcién diferenciable y un punto
(u,v,w) € D tal que ¥(u,v,w) € Q. Como el triedro @, w
es ortonormal y, en particular, una base de R3, podemos es-
cribir:

VI = (V) i)+ (V) 0) 0+ (V) )

Luego, reemplazando la definicién de los factores escalares y
utilizando la regla de la cadena se concluye que:
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Razonando similarmente, consideremos un campo vectorial
F:QCR3 — R? de clase C! y denotemos por

F, = F,(u,v,w) := ﬁ(f’(u,v,w)) ~A(u, v, w).
Definiendo de la misma forma F, y F,,, obtenemos que
F = Fyii+ F,0 + Fu.

Con esto, de manera analoga al caso anterior, es facil mos-
trar que la divergencia en coordenadas ortogonales adquiere
la forma:
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Por otro lado, repitiendo el anélisis para el rotor obtenemos
que:
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Problemas

Pl Sea F : Q C R? — R3 un campo vectorial y f,g : 2 C R3® — R campos escalares suaves. Pruebe las siguientes
identidades:

—

(i) V(fg)=f-Vg+g-Vf, (i) div(fF)=Vf-F+ fdivF.
(iii) rot(fF)=VfxF+frotF,  (iv) A(fg)=fAg+gAf+2Vf-Vyg.
P2 Un campo vectorial F:Q CR3— R3 de clase C* se dice central si es radial y sélo depende de la distancia al origen,

esto es, si el campo puede escribirse en coordenadas esféricas como F(7) = ¢(r)#, para alguna funcién ¢ : (0, 00) — R
de clase C*.

1. Muestre que todo campo central Fes irrotacional, es decir, rot F=o.

2. Verifique que si F(r) = ¢(r)#, entonces

. 10
divF = T—ZE(TQMT)).

3. Concluya que todo campo solenoidal admite un potencial de la forma:
K

V(ir)=—+¢C, K,CeR
r

P3 Sea ¢ : R? x R — R? una funcién de clase C'.

1. Demuestre que

b b
rot/ o(F, t)dt = / rot (7, t)dt.
a a
Indicacién: Puede serle 1til recordar la regla de Leibnitz:
o [° b9
— 7, t)dt = — (7, t)dt,
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donde 7= (x,y, z) y u respresentan cualquier variable cartesiana.

2. Considere el campo vectorial F(7) = g(r)d expresado en coordenadas esféricas, donde r = ||7]| y g : R — R es
una funcioén escalar. Verifique que div F' = 0 y pruebe que

. . d -
rot (F(t7) x tF7) = 2tF(tF) + t2%F(tF).
3. Sea ahora F un campo vectorial tal que div F =0 en una bola B de R? centrada en el origen. Entonces, se puede
probar que la identidad del punto anterior es vdlida en B (no lo haga). Considere ahora el campo vectorial

1
G() = / B x 47 dt.
0

Usando lo anterior concluya que rot G=FenB.
P4 Considere las ecuaciones de Euler en régimen estacionario en presencia de un campo gravitacional:
pVT - T+ Vp = —pgk.
1. Demuestre la identidad vectorial
VT -7 = %V(v% + 02 +02) =T x (V x D).

2. Deduzca que para el caso de un flujo irrotacional e incompresible (p constante) se satisface la ecuacién de
Bernoulli:
p
2
3. Un estanque cilindrico de radio R contiene agua hasta una altura h. En el fondo del estanque se practica una
abertura de radio € < R. Suponiendo que el flujo es irrotacional, estacionario e incompresible, demuestre que la
rapidez con que sale el liquido es aproximadamente /2gh. Justifique brevemente las aproximaciones que haga.

(v% + v% + v§ + p + pgz = constante.

P5 (Propuesto): Determine Af en coordenadas esféricas.
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