CAPITULO I11.
CALCULO DIFERENCIAL
DE FUNCIONES DE
VARIAS VARIABLES

SECCIONES

1. Derivadas parciales. Derivadas direccionales.
2. Diferenciabilidad.

3. Plano tangente.

4. Derivacion de funciones compuestas.

5. Derivadas de orden superior.

6. Formula de Taylor.
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1. DERIVADAS PARCIALES. DERIVADAS DIRECCIONALES

Sea f : D C R™ — R"™. La nocién de derivada esta relacionada con la
. .z — —> — — . . ~
variacién f(2 + ) — f(@'), para valores de w arbitrariamente pequenos,

—_ . . . ., —_—
donde ahora u indica la direccién en la que se mueve el punto .

Observemos que, a diferencia de las funciones de una variable, ahora no tiene
— = —
: - f(7 4+ w) - f(7) :
sentido la expresion — , pues el denominador es un vector.

U
Debemos pues modificar adecuadamente la definicién de derivada.

Definicién. Si 7 € intD y @ € R™ es un vector unitario arbitrario,
sea h € R suficientemente pequefio para que el segmento [z, 2 + hu]
esté contenido en D. Llamamos derivada direccional de f en el punto =
segtn la direccién del vector w a

[(@ +h0) - (&)

==l

11— —> ’
:1
f(z, w) = lim

f(@ +har) — f(T)

[El cociente representa el promedio de variacién de f

por unidad de distancia segiin la direccién del vector .|

Observemos que, si m = 1, s6lo hay dos vectores unitarios, (1,0) y (0, 1), que
son las dos tnicas direcciones posibles en R. Si m = 2, todas las direcciones
(o vectores unitarios) pueden escribirse como (cos,sen ), para cada ¥ €
[0, 27).

Otras notaciones usuales para la derivada direccional son

f'(7,%) = Daf (@) = f3(T).

. — s .

En el caso particular de que uz, = (0,...,0,1,0,...,0) sea el k-ésimo vector
. . — — . . . s .
unitario coordenado, f'("x, ug) recibe el nombre de derivada parcial k-ésima

— . . s .
de f en o', o derivada parcial respecto a la k-ésima coordenada xy, y la no-
tacion que utilizaremos es

0

= —f(Z), 1<k<m.
g/ () 1<k <m

Dyf(7) = fi(T)

En este caso, la definicién equivale a la definicién de derivada de una funcién
de una variable, pues basta suponer constantes el resto de las mismas.
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Para los casos mas comunes de funciones de dos o tres variables u = f(z,y, 2)
utilizaremos la notacién mas difundida

of
oz’

Dyf—f;—g, D.f=f =

of

— /_ —_—

Enunciamos algunas propiedades que se deducen de las definiciones anterio-
res.

(1) Si v = =, entonces (T, V) = —f'(Z, ).

A lo largo de direcciones opuestas, las derivadas direccionales toman
valores opuestos.

(2) Si descomponemos la funcion en sus componentes f = (fi,..., fn),
entonces
(7, W) = 3fj(Z, W), Vji=1,...,n.

En este caso,
(@) = (AT, W), fo(@, W)
En particular, las derivadas parciales se obtienen como

Dyf(Z) = (Defi(Z),...,Dpfu(T)), 1<k <m.

(3) Si F(t) = f(T +tW), entonces F'(0) = f'(7, ).
En general, F'(t) = f'(7@ +tu, ).

4) Si f(Z)=aT + b, f(T,7) =aW, VT, 7.

(De este modo se extiende la férmula de la derivada de f(z) = az+b.)

(5) Si f(T') = |22, entonces f'(Z',u) =27 - .

(Esta férmula generaliza la férmula de la derivada de f(z) = 22.)
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En algunos de los problemas que siguen mostramos ciertos hechos relevantes,
como por ejemplo:

¢ Puede haber funciones para las que existen ambas derivadas parciales
pero no existe ninguna otra derivada direccional (problema 3.5).

¢ La existencia de derivadas direccionales en cualquier direccién no es con-
dicién suficiente para la continuidad de una funcién (problema 3.7).

PROBLEMA 3.1

Calcular las derivadas parciales de primer orden de las siguientes
funciones:

(a) f(x,y) = zarcsen(x — y).

cos 2tu
(b) f(t,u) = 2y
B TYZ
(C) f(x,y,z) - :1:2+y2+22‘

VI,
(d) f(il?,y)—/o e dt (x> 0,y >0).

Solucion

Para calcular las derivadas parciales de una funcion, basta aplicar las reglas
usuales de derivacién de funciones de una variable, manteniendo constantes
el resto de las variables.

of B x
(a) i arcsen(r —y) + Wi i ik
of —x

oy V1i—(z—y)?

Of  —2u(t® + u?)sen 2tu — 2t cos 2tu

(b) ot (t2 +u?)? ’
of _ —2t(t? + u?) sen 2tu — 2u cos 2tu
ou (12 + u?)? '

( ) g_yZ(—.’IJ2+y2+Z2)

“or T (22 +y2 +22)2 7
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of vz(z? — 9% + 22)
oy (22 +y2+22)27
of  ay(a® +y® - 2°)
0z (22492 +22)2°

(d) Recordando el teorema fundamental del célculo integral,

of _ o2y . Y
ox 2\/zy’
of —ay T
— = . .
y 2,/zy

PROBLEMA 3.2

Siendo f(z,y) = In/x2y + arctg(z2y), comprobar que se verifica la

of

. of B
igualdad z %(x, y) — 2y 8—y(m, y) =0.

Solucion

Para abreviar los célculos, llamamos z = f(x,y) y t = 22y + arc tg(z?y). De
este modo, z = Inv/t = (1/2)Int y

0z 1 2zy Ty 1
oo oy — | =~
oz 2t [ Y 1+x4y2] t [ 1+:U4y2]

0z 1], . z? z? 14 1
— = — |+ —| == —.
oy 2t 1+ x4y 2t 1+ xty?

Multiplicando por z la primera igualdad y por —2y la segunda, se obtiene
inmediatamente la igualdad propuesta.

PROBLEMA 3.3

Encontrar una funciéon z = f(z,y) que verifique la identidad

0z x
oxr  x2 492’
Solucion
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Integrando respecto a x, resulta:

fag) = [ 55 do = 5 e+ 4) + (o).

donde ahora la constante de integracién es una funcién que depende de y
(cualquiera de ellas tiene derivada parcial nula respecto a x).

PROBLEMA 3.4

Hallar uwna funcion u = f(z,y,2) tal que (fy, fy, f.) = F, donde

— — — —
Fz,y,2) =yz2e +y+2) i +az(z+ 2y +2) j +ay(z +y+22) k.

Solucion

Por hipétesis,

0
L= paryta), 1)
o = aslet 2y, 2)
0
a—‘i = ay(r+y+22). (3)

Integrando respecto a = la primera igualdad, resulta:
fa,y,2) = a?yz + ay’s + xyz + g(y, 2). (4)
Derivamos este resultado respecto a y y lo igualamos con (2):

of
Jy

0
:m2z+2xyz+:z:z2—|—8fg =zz(x + 2y + 2).
Y

Esto implica que Dyg = 0; por tanto, g s6lo depende de z, g(y,2) = h(z).
Sustituyendo esta expresion en (4) y derivando con respecto a z, obtene-
mos:
ZJZC = 22y + xy? + 2zyz + W (2).
Al igualar este resultado con (3), se deduce que h'(z) = 0, o bien h(z) = C.
En definitiva:

f(x,y, 2) = 22yz + xy’z + 2y2® + C.
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PROBLEMA 3.5

Hallar las derivadas direccionales de la funcion

x+y stx=06y=0,
f(x7y):
1 en el resto,

en el origen.

Soluciéon

Por definicién,

s 00 = h
_ . f(h,O)—f(0,0)_ , h—O_
i R w
8f _ ’ f(07k)_f(070)_ ’ k_o_
gy 00 =l i = jim =1

SN—
—
IS
th
=
=
th
=)
SN—
—
&

. . . .« s —
Sin embargo, para cualquier otra direccién v = (a,b

— —
derivada direccional no existe pues f(hu)hf(O) = %

que no tiene limite

cuando h — 0.

PROBLEMA 3.6

Dada la funcién

2z .
T — :c2+ng42 st (x,y) # (070)>
few {1 st (z,y) = (0,0),

calcular las derivadas direccionales de f en el origen.

Soluciéon

Elegimos una direccién arbitraria mediante el vector unitario v = (cos, sen ).
Entonces, si t # 0:
_ 2t2 cos ¥ sen 9

(D(t) = f(t v ) = f(t cosﬁ,tSenﬁ) = tQ(COSQﬁ n Sen2 19) = sen Qﬁ
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Como ®(0) = 1, la funcién ® serd continua si sen2¢ = 1, es decir 9 = 7/4
6 ¥ = b /4. En estos casos, ®'(0) = 0. En el resto de valores de ¢, ® es
discontinua en 0 con lo que ®'(0) no existe.

=l

Otra forma: Si ¥ = (h, k) es un vector unitario,

f(th,tk) — f(0,0)

Dzf(0,0) = lim

t—0 t
2t2hk
e
= lim——— = lim —
t—0 t t—0 t

(observemos que h? + k? = 1).

El limite anterior no existe cuando el numerador es distinto de cero y es cero
cuando el numerador se anula. Tenemos por tanto,

- Si h =k = 1/+/2, entonces Dyf(0,0) = 0.
-Si h =k = —1/v2, entonces Dzf(0,0) = 0.

- En el resto de direcciones no existe Dzf(0,0).
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PROBLEMA 3.7

Hallar las derivadas direccionales de la funcion

x = yéy_f_; s1 (w’y) 7& (0’0)’
fz,y) {0 si (2,y) = (0,0),

en el origen.

Solucion

Sea u = (cos,sen}) un vector unitario arbitrario. Definimos

t sen ¥ cos? ¥
F(t) = f(tud) = .
(t) = f(tw) sen? ¢ + t2 cost ¥

Entonces

F(t)—F
PO, @) = F(0)=lim L —FO
t—0 t
sen ¥ cos? ¥ costcotgd  si send # 0,
= 11m =
t—0 sen2 1 + t2 cos 0 si sen) = 0.

Asi pues, existe f’ (6, ) para cualquier direccién w. En particular, son
nulas ambas derivadas parciales en el origen. Sin embargo, la funcién no es
continua en el origen pues, aunque los limites iterados en el origen son nulos,
si nos aproximamos a lo largo de la parabola y = 22, tenemos

, 9 , xt 1
lim flz,0) =l 55 =5 70

En la grafica de la superficie se observa que, a lo largo de la parabola y = 22,

la funcién es constante pero toma el valor 1/2, mientras que, a lo largo de
los ejes de coordenadas, toma el valor cero.
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PROBLEMA 3.8

r—y+1 st xzy > 0
Sea f(z,y) =4 "’ L
y—xz—1 s xy<0.

(a) Estudiar la continuidad de f.

(b) Calcular las dertvadas direccionales de f en el origen.

Solucion

(a) Fuera de los ejes z = 0, y = 0, la funcién es evidentemente continua.

- Veamos si es continua en un punto (0, yy) del eje x = 0:

. —yo+1 (por un lado del eje)
lim  f(z,y) = ,
(2,9)—(0,50) yo — 1 (por el otro lado del eje).

Esto indica que la funcién es continua si —yg + 1 = yg — 1, es
decir si yg = 1, y discontinua en los demds puntos del eje Y.

- Estudiemos ahora la continuidad en un punto (zg,0) del eje y = 0:

zo+1 (por un lado del eje)

lim  f(x,y) = )
(z,9)—(20,0) —x9—1 (por el otro lado del eje).
Sixzg+1=—x9—1, es decir xyg = —1, la funcién es continua; en

el resto de los puntos del eje X, es discontinua.
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En definitiva, la funcién es continua en

{(z,y) eR* 1w #0, y# 0y U{(0,1),(~1,0)}.

(b) Por definicién de derivadas parciales,

of £(h,0) = £(0,0) ht1-1_

el - K = I 1;
8a:<0’0) s h iy h ’
of - FOR) = 0,00 k11

= = 1 =lim —— = —1.
oy (0,0) B0 k ko0 k

Esto indica que existen ambas derivadas parciales en el origen.

. . . —
Para calcular el resto de derivadas direccionales, sea v = (cos «, sen «)
un vector unitario arbitrario, con cosa # 0 y sen « # 0. Entonces:

i) Sisena-cosa >0,

f(tcosa,tsena) — f£(0,0)

D;f(0,0) = lim

t—0 t
, tcosaa—tsena+1—1

= Ilim = cosa — sen .
t—0 t

ii) Sisena-cosa <0,

f(tcosa,tsena) — f(0,0)

Dzf(0,0) = lim

t—0 t
, tsena—tcosaa—1—1

= lim = 00.
t—0 t

. . . —_ . .,
Deducimos de lo anterior que, si el vector v apunta en la direccién
del segundo o cuarto cuadrantes, la derivada direccional no existe.
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PROBLEMA 3.9

22442 . 0
Sea f : R? — R definida por f(z,y) = ¢ *¥ qu rHy#
0 stz +y=0.

Se
pide:
(a) Calcular las derivadas parciales Dy f(0,0) y D2 f(0,0).

(b) Calcular la derivada de la funcién en el punto (0,0) segin la
direccién del vector v = (a,b).

Solucion

(a) Aplicando la definicién de derivadas parciales, tenemos:

f(h,O)*f(0,0)_ ¢ h_

D1f(0,0) = lim P =pmn =
k) — k

. — . . .
(b) Teniendo en cuenta que ¥ es un vector unitario, es decir a® + b? = 1,

Dy£(0,0) = lim “Ylim2=0 sia+b=0.

Fta,th) — £(0,0) [ =5 sia+b#0,
t—0 t 1
t—0
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2. DIFERENCIABILIDAD.

Debido a la existencia de funciones que poseen derivadas direccionales en
un punto para cualquier direcciéon pero no son continuas en dicho punto, el
concepto de derivada direccional no es el adecuado para generalizar el de
derivada de funciones de una variable.

Es sabido que, si f : R — R es derivable en z = ¢, la funcién

fleAh)—f©) .
Eu(h) = i fl(c) sih#0,
0 sih =0,

verifica lim E.(h) = 0. Ademds

h—0
fle+h) = f(c) +hf'(c) + hEc(h)

(férmula de Taylor de primer orden), de modo que hE.(h) representa el error
cometido al aproximar f(c+ h) — f(c) por hf’'(c). Esta misma férmula de-
muestra también que dicho error hE.(h) es un infinitésimo de orden superior
a h cuando h — 0, es decir }IL{% hE.(h)/h = 0.

Por otra parte, como funcién de h, la expresiéon T.(h) = h - f'(c) es una
funcién lineal.

Teniendo presente lo anterior, se puede dar una definicién de derivada que
extiende a la definicién andloga para funciones de R en R.

Definicién. Dada una funcién f : D C R™ — R" y un punto = € int D,
decimos que f es diferenciable en T si existe una aplicacién lineal T}, : R™ —
R™ tal que

donde lim E,(7') =
7—0

J(@+T) ~ (@) - T(@) _,
K] |

lim
7—0

La funcién lineal T,,(7") recibe el nombre de derivada total o diferencial total
de f en 7', y se denota comtinmente por dfz(v').

Las primeras propiedades de la diferencial son las siguientes:

(1) Si una funcion es diferenciable en un punto, su diferencial total es
unica.

(2) Si f es diferenciable en T, entonces f es continua en T .
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(3) Si f es diferenciable en T, existen las derivadas direccionales de f en
—_ . . - — — 7
Z para cualquier direccion v (|| V|| = 1) y ademds

FHE) = dfe(P).

(4) Si descomponemos la funcion f : R™ — R™ en sus componentes f =
(f1,-.., fn), entonces f es diferenciable si y sdlo si fi es diferenciable,
para todo k € {1,...,n}.

(5) Si f es diferenciable en @ y v = (v1,...,vm) es un vector arbitrario
de R™, entonces

dfz(V) =Y Dpf(T) - vk
k=1

En el caso particular de campos escalares, es decir funciones f : R™ —
R, un pequeno abuso de notacién (cuando no hay lugar a confusién)
permite expresar la diferencial de forma similar a la notacién utiliza-
da para funciones de una variable. Para ello, indicamos una direccién
arbitraria mediante el vector v = (dx1,...,dz,) y escribimos la dife-
rencial como
df (z1,...,2n) —gli-da:1+-~-+§[i-da:n

sin hacer mencién explicita de la dependencia de la diferencial con
respecto a .

(6) Si llamamos vector gradiente de una funcién f : R”™ — R en un punto
—
T a

VHZ) = (Dif(T), ..., Du(T)),

de lo anterior se deduce la formula de Taylor de primer orden

J(@+7T) = J(@)+ VI@)- T+ 7] Eo(T) con lim B,(T) =0,

7—0
para funciones f : R™ — R.
(7) Por otra parte, si f : R™ — R, como
— —
dfz(v) =V f(x) v = V@) 7] cosa,
—

donde « es el dngulo entre V—f”(x) y v, su valor es maximo cuando
V_J%(:r) tiene la misma direccién y sentido que v (pues cosa = 1) y
su valor es minimo cuando tiene sentido contrario (ahora cosa = —1).
En el primer caso, su valor es dfz(7') = HV—f”(m)H el

—
Ademés, si Vf(z) # 0, el vector gradiente apunta en la direccién de
mayor crecimiento de f.
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(8) (Condicidén suficiente de diferenciabilidad.) Sea f : R™ — R una
funcion tal que existen las derivadas parciales D f (1 <k <m) y son
continuas en una bola de centro x . Entonces f es diferenciable en 7 .

El reciproco es falso: en el problema 3.19 encontramos un ejemplo de
una funcién diferenciable pero donde no son continuas las derivadas
parciales.

(9) (Forma matricial de la derivada.) Debido a que la diferencial de
una funcién es una aplicacién lineal, puede definirse mediante su re-
presentacién matricial con respecto a las bases candnicas de R™ y
R"™, respectivamente. Se define asi la matriz jacobiana de una funcién
f:R™ — R"” en un punto zg a

Difi(zo) ... Dmfi(zo)
Jf(w0) = Df(x0) = : :
len(x()) HER Dmfn(l'O)

donde fi (1 <k < n) es la k-ésima funciéon componente de f y D;fj
(1 <j <m) la j-ésima derivada parcial de f.

La fila k-ésima de dicha matriz es (D1 fi(20), - . ., Dm fi(20)) y coincide
precisamente con el vector gradiente de fi en xg.

(10) (Teorema del valor medio.) Un resultado interesante, que extiende
en cierto modo al correspondiente para funciones de una variable, es
el teorema del valor medio.

Sea f : R™ — R™ una funcion diferenciable en un abierto D C R™.
Sean x,y € D dos puntos tales que el segmento que los une [x,y]
estd contenido en D. Entonces

Va €R", Iz € [x,y]:a - (M—M) :7'f/(773/_:z)-

En el caso particular de que n = 1, se puede tomar a = 1 y el teorema
toma la forma conocida
- — N
fV) = (@)= f(Z,y—2) = Vf(2) - (y — 2).
Si n # 1, lo anterior puede no ser cierto, como se comprueba con la
funcién f(t) = (cost,sent); en este caso, f(2m) — f(0) = (0,0), pero,
para cualquier t € [0, 27],

f'(t,27) = 2r(—sent, cost),
que es un vector de longitud 27 y, por tanto, no nulo.

Como corolario del teorema del valor medio, se puede demostrar tam-
bién que, si f : R™ — R" es una funcién diferenciable en 2, donde 2
es un abierto y conexo de R™ (o bien convexo), y df(z) = 0, Vz € ,
entonces f es constante.
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(11) (Derivacién bajo el signo integral.) Si una funcién de dos varia-
bles viene definida mediante una integral, para calcular sus derivadas
aplicamos el siguiente resultado:

Sea f : R? — R una funcidn continua en un conjunto compacto D C R?

tal que = es también continua en D.

ox
(a) Si definimos

b
F(z) = / f(y) dy,

entonces F' es derivable y

bo
F'(x) = afi(x,y) dy.

(b) Si h1,hs : R — R son dos funciones derivables, entonces

ha(zx)

F(z) = /h @y

es también derivable y

ha(x) 8f

F'(@) = f(o ha(@)-Hy(a) = (a0 @)+ [ S (o .

hi(x)

PROBLEMA 3.10
Para las siguientes funciones, hallar la derivada direccional en el
punto P y segin la direccién que se indica:
(a) f(z,y,2) = 2%y + v26Y — 2YC?,
P=(-2,3,0), v =(1/3,-2/3,1/3).
(b) flz,y,2) = (x/y), P=(11,1), v =(21,-1).

Solucion

Aplicaremos en ambos casos la férmula f4(7) = V—f(a:) S0V
(a) V—>f(x, y,2) = (2zy + ze¥ — ye*, 2% + xze¥ — we?, xe¥ — xye?);
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— 5 _
1 -2 1> _ —21—2¢é
37373 V6 o

1
fq%(_27370) = 7(_15767_263—1_6)'(

V2/3

(b) Th(.y,2) = (y (T /) ) 1n<a:/y>);

f(1,1,1) = (1,-1,0); |7 = V6;

1 1
L(L 17 1) = = (17 _110) : (27 17 _1) = =

S
S

PROBLEMA 3.11

Estudiar la diferenciabilidad en el origen de la funcién
f:R? = R definida por

rsen(4darctgy/x six#0
flzy) = ( /o) )
0 stz = 0.

Solucion

Comprobemos en primer lugar que la funcién es continua en el origen. Toma-
mos para ello € > 0 arbitrario y elegimos § = £. Si un punto (z,y) pertenece
a la bola centrada en el origen y de radio 4§, es decir \/z2 + y2 < §, enton-
ces

|zsen(darctgy/x)| < |z| < Vat4+y2 <d=ce.
Calculamos a continuacién las derivadas parciales en el origen:

of .. hsen(4arctg0)
or 0 =T T
of ., 0
oy »0 = =0

Para que la funcién sea diferenciable debe ser cero el limite

fl@,y) = 1(0,0) — - 5£(0,0) — y - 5L (0,0)
VAt
xsen(darctgy/x)
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Ahora bien, si nos acercamos al origen mediante rectas arbitrarias y = mux,
el limite anterior queda de la forma:

sen(4 arctgm) ‘ #0.

lim
z—0 |x|\/1 +m

Deducimos pues que la funcién no es diferenciable en el origen.

2 <7
P x\wm
0 o \\\v
00 \§§ o

En la grafica de las curvas de nivel de la funcién, la regién més oscura
representa los valores menores de la funcién y la region maés clara representa
los valores mayores de la funcién. Se puede observar asi la variaciéon de la

funcién en un entorno del origen.

PROBLEMA 3.12

Sea )
T st (:L‘aya Z) 75 (0,0,0)

_ e
T,Y,2) =
f@:9:2) {0 si (z,y,2) = (0,0,0).

Demostrar que existen las derivadas parciales fy, f, fi en (0,0,0),
pero que f mo es diferenciable en (0,0,0).

Solucion

Las derivadas parciales en el origen valen:

6f , f(ha 0, 0) — f(07 070) 0

Ox (0,0,0) ) h T hs0h 0
af . , f(O,k,O)—f(0,0,0) _ 0 —
ay(OOO) = k ==
9 0,0,0) = 1 Q0N SO00 1,0
0z j—0 J =0
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Una condiciéon necesaria para que la funcién sea diferenciable es que sea
continua. Veamos que no lo es en el origen.

Observamos en primer lugar que los limites iterados toman todos el valor
cero; sin embargo, si calculamos el limite de la funcién a lo largo de la curva
r = y? = z, resulta:

r-x-x 1

lim f(z, V7, 2) = lim ——— =

m
z=0 e—0 23 + 23 423 3
distinto de cero.
Deducimos de lo anterior que la funcién no es diferenciable en el origen.

Con este problema y el anterior, hemos comprobado que la existencia de
derivadas parciales no es condicién suficiente para la diferenciabilidad de
una funcién.

PROBLEMA 3.13

Calcular las derivadas parciales en el punto (0,0) y estudiar la
diferenciabilidad de la funcion
LA si(m,y) # (0,0),

2, — ) w2+yt
f(z,y) {1 si (z,y) = (0,0).

Soluciéon

i) La funcién no es continua en el origen porque, si calculamos el limite a
lo largo de las rectas y = max, obtenemos:

) . 1+m? 2
Y fw, ma) = lim == s = Lm0

el cual depende de la pendiente m. Concluimos entonces que la funcién
no es diferenciable en el origen.

ii) Las derivadas parciales en el origen son, por definicién,

or C g RO - F0,0) 11
_ 2
g(0,0) ~ g JOR - FO0) VR



PROBLEMA 3.14

Estudiar la diferenciabilidad de la funcion

f(x7y7z) = {

(sen(zz),ze™,1/z) si z#0,
(0,0,0) si z=0.

Solucion

Descomponemos la funcién en sus componentes y estudiamos la diferencia-
bilidad de cada una de ellas.

i 0
Por una parte, las funciones fi(z,y,z) = sen(xz) S? z #
0 siz=0
ze™  siz#0
0 siz=0
tos donde z # 0.

y fo(x,y,2) = son evidentemente diferenciables en los pun-

1/z siz#0

0 siz =

Ahora bien, la funcién f3(z,y,z) = { no es diferenciable en

z = 0 (pues ni siquiera es continua).

Deducimos entonces que la funcién dada es diferenciable en todo R? excepto
en los puntos del plano z = 0.
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PROBLEMA 3.15

Estudiar la diferenciabilidad y la continuidad de las derivadas par-
ciales en el origen de la funcién

— s (w, 0,0
fa,y) = Vgt . (z,y) #(0,0)
0 si (x,y) = (0,0).

Solucion

i) Debido a la acotacién

Ty
Va4 y?
deducimos que la funcién es continua en el origen (basta hacer § = ¢
para que |f(z,y) — f(0,0)] < e, si /22 +y% <9).

ii) Veamos que existen las derivadas parciales en el origen:

Yy
<< Ve,

B

of o (0~ f(0,0) . 0-0
8m(0’0) = Jim 3 = lim =0,
% _ 7 f(07k)_f(070)_ , 0—0_

oy 0 = T i =0

iii) A continuacién, probaremos que f no es diferenciable en el origen:

f(a7b) — f(07 0) — ale(07 0) - bD2f(070) lim ab

If _ab
(a,b)lféoyo) Va? + b? (a,b)—(0,0) a2 + b2

Este limite no existe pues el resultado varia segin las distintas rectas

b =ma.
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Vemos con este problema que la existencia de derivadas parciales anadida
a la continuidad de una funcién tampoco es condicién suficiente de diferen-

ciabilidad.

PROBLEMA 3.16

Sea n un nimero natural y f : R? — R la funcién definida por

™. sen ——L st (z
f(z,y) = (z+y) Vatty? (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

5 Como hay que elegir n para que
(a) f sea continua en todo R??

(b) f sea diferenciable en todo R??

Solucion

(a) Teniendo en cuenta la acotacién

1

yque lim (z+y)"=0siy sélosin >0, deducimos que
(z,y)—(0,0)

sen

<1, ¥(z,y) # (0,0),

lfm z,y) =0 = f(0,0) <= n > 0.
(M)H(O’O)f( Y) f(0,0)

Por tanto, para cualquier n € N, la funcién es continua en R2.

(b) Es evidente que la funcién es diferenciable en todo R? salvo quizds en
el origen.

Para que f sea diferenciable en el origen, es necesario que existan
ambas derivadas parciales. Ahora bien,

D;f(0,0) = lim

h™sen(1/|h|)
h—0 h

= lim A ! 1 =
hlﬂ%h sen(1/|h]) =0

siempre que n — 1 > 0 pero no existe cuando n = 1. Andlogamente,

Dy f(0,0) = 0 si n > 1. Debemos, pues, suponer por el momento que
n > 2.
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Por otra parte, para que f sea diferenciable, debe ser

0= lim f(h7 k) _f(070) _thf(Ov 0) _kDQf(an)
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 ‘

En nuestra situacién,

PN G ) (G i
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
T L) DR S S U )
(hk)—=(0.0) VI + k2 (hk)=(0.0) VA + k2
Como n — 2 > 0, f serd diferenciable si se anula el limite del cociente
(h+k)?

Ahora bien, si tenemos en cuenta las siguientes acotaciones:

—0 =

(h+ k)" 2

h+ k)? h? + k2 2hk h? + k2
B ) e + < Vi y e LR =2V h? + k2,

TVRZERE VRZERE VRZ R T VT
h+ k)?
deducimos que, en efecto,  lim (h+ k) = 0. Por tanto, f es di-

(h,k)—(0,0) v/ h? + k?

ferenciable si n > 2.

PROBLEMA 3.17

i I +
Se considera la funcién f(z,y) = { =y ) 4

r+y sSL T =Y.
(a) Estudiar la continuidad de f en los puntos de la recta z = y.
(b) Calcular las derivadas parciales de f en el origen.

(¢) ;Es f diferenciable en el origen?

Soluciéon

(a) Veamos si f es continua en los puntos de la forma (a,a). En primer
lugar es evidente que f(a,a) = 2a. Ademaés

23 — 4

r—a T — Q r—a

Iim <1im

23— a3
> = lim = lim (2% + az + a®) = 3a*.
r—a \y—a T — Y

De aqui se concluye que la funcién es discontinua en el punto (a,a)
cuando 2a # 3a?, es decir cuando a # 0y a # 2/3. En los puntos (0, 0)

y (2/3,2/3) es continua (basta calcular los limites).
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(b) Por definicién, las derivadas parciales son:

3f o ; f(h,O)—f(0,0)_ , hQ_O_ .
9,00 = i h = =0
8f o ; f(O,k:)—f(0,0)_ ; k2_0_

oy @0 =T Tl =0

(c) Para ver si f es diferenciable, debemos calcular el siguiente limite:

(h.k)—(0,0) Vh? + k2 '

Distinguiremos dos casos:

- Si h#Ek,
bt h? + bk + k2
L = lim —=F _— jm
(hk)=(00) VA2 + k2 (hk)—=(0.0) /A2 + k2
hk
= lim VR2HE A+ lim
(hk)—(0,0) (h,k)=(0,0) v/hZ + 2
k

lim

fm =,
(hk)=(0.0) /1 + (k/h)?

pues el denominador es mayor que 1.

~Sih=Fk,

h+k 2h
L= lim ——— = lim = +V2.
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 h—0/2p2

Deducimos por tanto que el limite L no existe y, en consecuencia, f
no es diferenciable en el origen.

PROBLEMA 3.18

Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de la funcion

y? + 2?2 sen(1/x)  six #0,

Y st x =0.

ﬂ%w={
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Solucion

(a) En el conjunto {(z,y) : * # 0} la funcién es evidentemente continua.
Estudiemos la continuidad en un punto (0, yy). Como

lim (y2 + 2? sen(1/z)) = Ve,
(z,y)—>(0,y0)
f0,90) = o,

la funcién serd continua en (0,p) cuando yo = y3, es decir cuando
Yo =06 yo = 1. En los puntos (0,0), con yp # 0 e yo # 1, la funcién
es discontinua.

(b) En el conjunto {(z,y) € R? : z # 0} la funcién es diferenciable (observar
que, en este conjunto, la funcién es suma de dos funciones de una
variable, ambas derivables).

Como la funcién no es continua en los puntos (0,yp), con yo # 0,
Yo # 1, tampoco es diferenciable en dichos puntos. Estudiemos por
separado la diferenciabilidad de la funcién en los puntos (0,0) y (0, 1).

- En (0,0): Como

h,0) — £(0,0 h2sen(1/h
Dyf(0,0) = %fif%)f(’)hf(’ >:mser;</>:o,
0.k) — (0.0 k
Dyf(0,0) = ;ill%f(’)kf(’>_llll%k:17

entonces
lim f(ha k) - f(oa 0) - thf(O’O) - kDQf(Ov 0)
(h,k)—(0,0) Vh? 4 k2
B I k% + h?sen(1/h) — k

(h.k)—(0,0) VhZ + k2

, k2 —k ) h?sen(1/h)

lim ——————n Iim —_—
(hk)—=(0,0) VA2 + k2 (hk)—(0,0) VA2 + k?

El primer limite no existe (como se puede comprobar calculando
el limite a lo largo de cualquier trayectoria de la forma k = mh)
y el segundo limite es cero. Se deduce por tanto que el limite
anterior no existe, de modo que la funcién no es diferenciable en
el origen.

- En (0,1): Como

1) — 1 2 1
) 0,1+k)— f(0,1 o 1+4+k—1
Pafo1) = fiy HOTEIOD < T
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entonces

I f(hy14+k)— f(0,1) — hD1f(0,1) — kD2 f(0,1)
(h,k)—(0,0) V2 + k2

i (1+ k)2 + h?sen(1/h) — (1 + k)
(h,k)—(0,0) Vh? + k2

) k(1 + k) , h?sen(1/h)

lim @ —=+ im ——"=.
(hk)—=(0,0) Vh2 + k2 (hk)—(0,0) VA2 + k?
Al igual que en el caso anterior, dicho limite no existe, por lo que
la funcién tampoco es diferenciable en el punto (0, 1).

PROBLEMA 3.19

Se considera la funcién

o) = (22 +?) senﬁ si (z,y) # (0,0)
f(z,y) {0 B

(a) Estudiar su continuidad en el origen.

(b) Caleular la derivada direccional de f en el origen segin la di-
reccién del vector unitario v = (a,b). Deducir de ahi las derivadas
parciales de f en el origen.

(¢) 3Es fI continua en (0,0)?

(d) ;Es f diferenciable en el origen?

Solucion

(a) Como sen(z%+y?)~! es una funcién acotada si (z, y) # (0,0) y 22+y* —
0 cuando (x,y) — (0,0), entonces
lim z,y) =0= f(0,0),
e o) T 0) £(0,0)

de modo que f es continua en el origen.
(b) Aplicando la definicién,

f(ha,hb) = f(0,0) _ | PP(0* +0%) - sen gy
h h—0 h

La derivada en el origen es cero en cualquier direccién. En particular,
las derivadas parciales son también cero.

0.
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(c) Aplicando las reglas usuales de derivacién, obtenemos:

af 2 2 —2x
g(az,y) = 2aj.senx2+y2 + (" +y ).cosgﬂ_'_y2 1
9 2x 1
= 2xsen — cos .
172 _|_y2 1»2 +y2 1:2 +y2
Entonces
2x 1
lim —(x,y)= lim 2x sen — cos
(2.9)—(0,0) 5z "Y) (2.9)—(0,0) [ w?+y? 2Pty 2ty
Como ( %m% )2x = 0 y sen[l/(x? + y?)] estd acotada, el primer
z,y)—(0,0
sumando tiene limite cero. )
Ahora bien, como h’n% HH(I) 2f2> = 00, el segundo sumando no
Tr— y—0 T y

tiene limite.

En definitiva, la derivada parcial de f respecto a x no es continua en
el origen.

(d) Teniendo en cuenta que las derivadas parciales en el origen son ambas
nulas, para que la funcién sea diferenciable, debe anularse el limite

P (C" e (R

@y)—00 /22 +y2

Ahora bien, como
1
L= lim +22+y? -sen———,
(2,9)—(0,0) Y z? +y?

y la funcién trigonométrica esta acotada, es evidente que dicho limite
es cero.

Observemos que este problema proporciona un contraejemplo al reciproco
de la condicién suficiente de diferenciabilidad (propiedad (8) del resumen
tedrico): una funcion puede ser diferenciable en un punto donde alguna de
las derivadas parciales no es continua.

PROBLEMA 3.20

Sea f:R™ — R una funcién diferenciable en un punto P y supon-

—
gamos que |[Vf(P)| # 0. Probar que existe un vector unitario v
de R™ y uno sélo tal que

Dgf(P) = [IVF(P)I,

y que éste es el vector unitario para el cual Dzf(P) alcanza su
MAxrimo.
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Solucion

Como . .
Dsf(P) = VI(P)- ¥ = |VF(P)] - cosa,

, . . — . . .,
el méximo se alcanza cuando cos o = 1, es decir cuando v tiene la direccién
—
de Vf(P) y su valor es precisamente

Dyf(P) = IVF(P)].

PROBLEMA 3.21

Hallar la derivada de la funcién f(x,y,2) = 22 —3yz—>5 en el punto
M(1,2,—1) en la direccion en que esta derivada sea mdxima.

Solucion

En primer lugar, calculamos el vector gradiente:
— —
Vf(:l"a Y, Z) = (2:1:7 _327 _3y) = Vf(M) = (27 3’ _6)
Por tanto, tal como se deduce del problema anterior,
———
IVF(M)||=v4+9+36=T7

es el valor de la derivada en la direccién donde esta es maxima.

PROBLEMA 3.22

Determinar los valores de los pardmetros a, b y ¢ para que la de-
rivada direccional de la funcién

f(z,y,2) = az’z + byz> + ca?y?

alcance el valor mdximo de 25 en el punto P = (1,1,2) segin una
direcciomn paralela al eje OX.

Solucion

El vector unitario en la direccion donde la derivada direccional es méxima

es v = (1,0,0). Por hipétesis, 25 = Dy f(P).
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Calculamos en primer lugar el gradiente de la funcién en el punto P:
o7 2 7.3 2 2 2
Vi(z,y,2) = (2axz+ 2cxy”, bz’ + 2cxy, ax” + 3byz~),

Vi(P) = (da+2c,8b+ 2c, a+ 12b).

Aplicamos ahora las condiciones V f(P)|| 7"y 25 = Vf(P)- ¥, y obtenemos
el sistema de ecuaciones

8+2c = 0
a+12b =0
4a+2¢c = 25
La solucién de este sistema estd dada por los valores a = 75/14, b = —25/56

y ¢ = 25/14.

PROBLEMA 3.23

5En qué direcciom la derivada de z =+/25 — 22 — 92 en el punto
(1,2) es minima y cudl es su valor?

Soluciéon

El gradiente de la funcién es:

Vi = 7 Y — V(1,2) = (_—1 ;2)
\/25—x2—y27\/25—x2—y2 ’ V20" 20/

La derivada es maxima en la direcciéon de un vector paralelo a ?2(1, 2), por
ejemplo ¥ = (—1,—-2), y serd minima en la direccién del vector opuesto
—v = (1,2). Su valor es

2 (1,2) = —||V2(1,2)]| = —v/5/20 = —1/2.




En la grafica se muestra la curva de nivel z = f(1,2) y el campo de gradientes
(los valores del vector gradiente en cada uno de los puntos). En el punto
(1,2), el gradiente es paralelo al vector (1,2) pero de sentido contrario.

PROBLEMA 3.24

2% — 2
x2 + 92

5En qué direccion es nula la derivada de f(z,y) = en el

punto (1,1)?

Solucion

El gradiente de la funcién dada es:

N 2 o 2 N
Vi(a,y) = <(x24iyy2)2, > fy§)2> — VL) = (1,-1).

Si v = (cosa, sen &), entonces
fe(1,1) = (1,—1) - (cos a, sen ) = cos a — sen «v
y serd fZ(1,1) = 0 cuando cosa = sena, es decir cuando o = 7/4 6 o =

57 /4. En consecuencia, en la direccién de los vectores v7 = (v/2/2,v2/2) y
U5 = (—v/2/2, —v/2/2) la derivada direccional se anula.

En la gréafica adjunta se ilustra el campo de gradientes sobre una represen-
tacién de las curvas de nivel. En el punto (1,1), los vectores vl y U3 son
perpendiculares al gradiente.
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PROBLEMA 3.25

Hallar la derivada de la funcion v = 1/\/22 + 92+ 22 en la di-
reccion de su gradiente (expresar la respuesta en funciom de r =

Va?+y? 4+ 22).

Soluciéon

—
Como Vu = (—z/r3, —y/r3, —z/r3), si llamamos ¥ al vector unitario en la
direccién del gradiente, entonces

1
ul(w,9,2) = |Vul| = /r2/18 = ———————*Z‘s-

24+y2+22

PROBLEMA 3.26

Dada la funcién f(z,y,z) = In(z? +y?) + €* y los puntos P(0,1,0),
P'(—4,2,3), hallar Dzf(P), donde

— . . . .,
(a) ¥ es un vector unitario en la direccion PP’.

(b) ¥ es un vector unitario tal que Dgf(P) es un mdximo.

Soluciéon

El gradiente de la funcién en el punto P es:

= 2z 2y 5 =
o) = (g e’ ) = TP = (0.2,

(a) El vector unitario en la direcciéon PP’ es:

_, PP (—4,1,3) 1
v o= = =
| PP 6+14+9 V26

La derivada direccional se calcula entonces como sigue:

(—4,1,3).

Dyf(P)=Vf(P) v = 0,2,1)-(—4,1,3) =

D

1
V26
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(b) Si Dzf(P) es méxima, entonces

Dgf(P) = IVF(P)| = vVA+1=15

(0,2,1).

PROBLEMA 3.27

Sea f una funcién real definida en R™ por f(7') = || 7|4
(a) Caleular f4(7).
(b) Si n = 2, hallar todos los (z,y) para los que f(’x y)(2,3) = 6.

Solucion

Por definicién, f(7)

1Z)* = (2 -2)% = (22 +---+22)2 Entonces
J(@) = (@[ 7|2, .., dan|| 7).

(a) Si T = (v1,...,vn), como fYT) = Vf(z) T, resulta

|

A

n
FH(@) = 4T NP Y @i = 47| - (T - ).
i=1

(b) Aplicando el resultado anterior, sera
Flowy(2:3) = 401(2,3)17((2,3) - (2,9)) = 4-13- (22 + 3y) = 6
si y s6lo si 2x + 3y = 3/26.

PROBLEMA 3.28

Una funcién diferenciable tiene en el punto P = (1,2) las derivadas
direccionales 2 en direcciéon al punto P; = (2,2) y —2 en direccion al
punto P = (1,1), respectivamente. Determinar el vector gradiente
en P y calcular la dertvada direccional en direccion al punto @ =

(4,6).

Solucion

Llamaremos ; = PP, = (1,0), v3 = PP, = 0,-1) y ¥ = PQ =
(3,4).
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—
Si llamamos V f(1,2) = (a,b), tenemos:

2 = fL(1,2)=V[(1,2)-7=q
2 = fL(1,2)=Vj(1,2) 7= -b
De aqui deducimos que V_>f(1 2)=1(2,2) y
, = v o1 4
fi1,2) = VF1,2) o = £ (2:2)-(3.4)

PROBLEMA 3.29

Sea f:R? — R una funcién continua en un compacto D C R? tal

0
que —f también es continua en D. Si definimos

Ox .
:/ f(z,y) dy, probar que
0

F@) = faa)+ [ ol dy

Solucion

Elegimos arbitrariamente un punto xg. Entonces
x0 x
—/O f(:r,y)der/ f(z,y) dy,
o
de donde,
F(z) = F(zo) = / wydy+/f3:ydy / f(xo,y)
= / f(@o,y)] dy + / f(z,y)d

Aplicando el teorema del valor medio, resulta

F(x) = Flwo) _ / $0’y)dy+1/xf(a:,y)dy

Tr — X0 r — X r — X0 z0

=/ f(t,y)dy + f(x,t2),

donde ¢1 y to son dos valores comprendidos entre xg y .
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Basta calcular el limite cuando = tiende a zg para obtener:

F'(z9) = lim w = /OIO (% (w0, y) dy + f(xo, o).

T—T0o

PROBLEMA 3.30

z+1
Dada la funcién F(z) = / sen(zy) dy, hallar F'(z).
z—1 Yy

Solucion

De acuerdo al resultado enunciado en (11) del resumen tedrico, como la
funcién sen(zy)/y es continua, la derivada de F' viene dada por la férmu-
la:

cos(zy) dy

Flz) = sen(z? + ) B sen(z? — x) N /IH
z+1 z—1 "
2

-1
sen(z? + )  sen(z? — ) N sen(z? + )  sen(z? — )
r+1 x—1 x x '

PROBLEMA 3.31

Sea f una funcién continua y definimos

h(t) = /0 sen(t — 2)f(z) dz.

Comprobar que se verifica

Solucion

De acuerdo con el resultado general probado en el problema 3.29, tene-
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mos:

t t

h'(t) = sen(t—t)f(t)+ 5 sen(t — z) f(z)dz = / cos(t — z) f(z) dz;
0 0

t

% cos(t — z)f(z)dz
0

. /0 sen(t — 2) (=) dz = £(t) — h(t).

R"(t) = cos(t—1t)f(t)+

como querfamos probar. Las condiciones iniciales h(0) = h/(0) = 0 son
evidentes.
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3. PLANO TANGENTE.

En esta seccién se da la interpretacion geométrica de la diferencial, para lo
cual consideraremos el caso particular de funciones f : R? — R.

Si f es diferenciable en un punto (zg, o) y llamamos zp = f(zo, y0), sabemos
que

z—z0 = D1f(20,90) - (x — 2o) + Da.f(x0,90) - (v — yo) + E(x — z0,y — ¥0),
donde FE es un infinitésimo de orden superior a ||(x — zg,y — vo)||-
El plano de ecuacién

z — 20 = D1f(20,y0) - (x — 20) + D2f (20, %0) - (¥ — ¥o)

contiene a las rectas tangentes a las curvas que son la interseccién de la
superficie con los planos * = xg e y = yo (pues el producto escalar de su
vector tangente (D1 f(zo, y0), D2 f (x0,%0), —1) por los vectores directores de
dichas tangentes, (0,1, Daf(xo,y0)) v (1,0, D1 f(x0,%0)), es nulo).

recta

normal

Dicho plano contiene ademés a la tangente en el punto (xg,yo,20) a cual-
quier curva de la superficie que pase por (xg, Yo, 20). Por esta razén, el pla-
no citado recibe el nombre de plano tangente a la superficie en el punto
(0, Y0, 20). La recta perpendicular a dicho plano por el punto (zg,yo, 20)
se llama recta normal a la superficie. La ecuacién de la recta normal es,
pues,

T — Zo Y—%Yo _*RT %0

Dif(xo,y0) Daf(wo,yo)  —1

En general, si una superficie S C R3 es la superficie de nivel de una funcién
f :R3 — R, es decir S tiene por ecuacién f(x,y,2) = k, la ecuacién del
plano tangente a dicha superficie en un punto (xg, yo, z0) €s

—
Vf($0a3/0720) : (l’ —Z0,Y —Yo,2 — ZO) = Oa
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lo que significa que el vector gradiente es perpendicular al plano tangente a
dicha superficie.

PROBLEMA 3.32

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie dada en el
punto indicado:

(a) z =22 +4y%, P=(2,-1,8).

(b) z=e?7* P=(1,1,2).

Solucion

(a) Las derivadas parciales de la funcién son

0z 0z
— =2z, — =38

83’) 9y 8y y’

de modo que, al sustituirlas en el punto dado, nos da el vector normal
al plano tangente v = (4, —8, —1). La ecuacién de dicho plano es, por

tanto,

z—8=4(x—2)—8(y+1) o bien 4z — 8y — z = 8.

(b) En este caso derivamos x con respecto a las variables y y z:

a(lZ Qy— ax 2y—
T 9py—z T J2y—z “Tp) =9

Un vector normal al plano tangente es ahora v = (—1,2,—1) y la
ecuacion de este plano es

(x—=1)=2(y—1)— (2 —2), es decir z — 2y + z = 1.
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PROBLEMA 3.33

Probar que las superficies
302 42y —22=1, 2 +9?+22 —4dy—224+2=0

son perpendiculares en el punto (1,1,2).

Solucion

Para que dos superficies sean perpendiculares, basta que lo sean los vectores
directores de sus planos tangentes. Si llamamos fi(z,y, z) = 3v24+2y?—22—1
v fa(w,y, 2) = 22+ 9%+ 2% — 4y — 22+ 2, sus respectivos gradientes son

— —
Vfi(z,y,2) = (6x,4y,—2) , Vifaz,y,z) = 22,2y — 4,2z — 2).
Por tanto,
V(1,1,2) = (6,4,-2) , Vfa(1,1,2) = (2,-2,2).

El producto escalar de estos vectores es 0, lo que significa que son perpen-

diculares.
Z
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PROBLEMA 3.34

Hallar una constante C' para que, en todo punto de la intersecciom
de las esferas

(z—CP+9y°+22=3 22+ (y—1)2+22 =1,

los planos tangentes correspondientes sean perpendiculares.

Solucién

Llamamos (xg, Yo, z0) a un punto de interseccién de ambas esferas. El plano
tangente a cada una de las esferas tiene vector normal el gradiente de la
funcién de tres variables que tiene por superficie de nivel dicha esfera. Estos
vectores son, respectivamente:

v = (2(z0 — C),2y0,220) , W = (2w0,2(yo — 1), 220).

Para que sean perpendiculares los planos tangentes, el producto escalar de
estos vectores debe ser nulo. Construimos pues el sistema de ecuaciones (te-
niendo en cuenta que ambas superficies pasan por el punto (xo, Yo, 20)):

dzo(ro — C) +dyo(yo — 1) + 425 =
(o —C)P+yg+25 =
g+ (Yo —1)2+25 =

Eliminando variables, obtenemos las dos posibles soluciones C' = ++/3.

PROBLEMA 3.35

Encontrar la ecuacién del plano que pasa por (2,1, —2) y es paralelo
al plano tangente a la superficie x24+y>+22 = 12 en (2, —2,2).

Solucién

Si definimos la funcién f(z,y, z) = 2% +y? + 22 — 12, entonces el vector v =
—
f(zo,90,20) = (220, 2y0,220) es normal al plano tangente a la superficie
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por un punto arbitrario (xo,yo, 20); en el punto dado, dicho vector es v =
(4,—4,4).

De este modo, el plano que pasa por el punto (2,1, —2) y es paralelo al plano
anterior tiene por ecuacién

4r—2)—4(y—1)+4(2+2)=0 obien zxz—y+z=-1.

PROBLEMA 3.36

Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva de intersec-
ciéom del plano 6z + 3y + 2z = 5 con el cono 22 = 4x2 + 9y por el
punto (2,1,—5).

Solucion

—6z — 3 )
Construimos las funciones f(x,y) = %ﬁ y g(z,y) = —/4x? + 9y?

que representan al plano y al cono, respectivamente (observar el signo “—” de
la raiz debido a la posicién del punto de interseccién de las superficies).

Las derivadas parciales de ambas funciones en el punto dado son:
4 / 9y / ’

—— g ‘T;:y):i:g 271:_8579 271:_95

9(z,y) ol 9(z,y) +(%1) /% 4(2.1) /

De aqui deducimos que los vectores v; = (—3,—3/2,~1)y v3 = (—8/5,-9/5, —1)

son perpendiculares al plano y al cono, respectivamente. Un vector tangente

a la curva interseccion de ambos es
— — —

g(x,y) =

N N P 37
R CH P )
—-8/5 —=9/5 -1
En definitiva, la recta tangente a la curva citada tiene por ecuacién
3t Tt
£) = (2_7’1_77_5 3t>.
r) 0 5 0"

PROBLEMA 3.37

Demostrar que la suma de los cuadrados de las intersecciones con
los ejes coordenados de todo plano tangente a la superficie z2/3 +
y2/3 + 22/3 = a?/3 es constante.
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Solucion

Podemos considerar la superficie dada como una superficie de nivel de la
funcién g(z,y, z) = 22/3 4 y2/3 4 22/3_ El gradiente de dicha funcién en un
punto (z9, Yo, z0) de la superficie es

= 2, 1/3 —1/3 -1/3
VQ(JUO,yOaZO):g(% /7y0 /720 /)

Como dicho vector es perpendicular a la superficie, la ecuacién del plano
tangente a la superficie en el punto citado es

x51/3(:c—xo)+y51/3(y—yo)+zo z—z9) =0,

donde x§/3+y§/3+zg/3 = q?/3 (pues el punto pertenece a la superficie).
Los puntos de interseccién de este plano con los ejes coordenados son
1/3 1/3 1/3
(25/°a?%,0,0), (0,55°a*/%,0), (0,0, 2/%a??).
La suma de los cuadrados de dichas intersecciones vale:
eI a4/3(m3/3 +y(2)/3 + z3/3) — a2,

resultado que no depende del punto de tangencia.

PROBLEMA 3.38

Probar que toda recta mormal al cono z? = 2y% 4 222 corta al eje
X.

Solucién

Calculamos en primer lugar el vector gradiente de la funcién de tres variables
flay,2) = 2 — 257 — 2%

—

Vi(z,y,z) = 2z, —4y, —4z).

—
El vector V f(zo,yo,20) es el vector director de la recta normal al cono en
un punto (zg, Yo, 20). La ecuacién de la recta se escribe entonces como

r—%o Y—Y 22— 20

2330 *4y0 *420 '
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Para que dicha recta corte al eje X, debe ser compatible el sistema

T—x0 _ _—Y0

2ro ~ —4yo
T—To __ —20
2x9 ~  —4z9

que resulta de hacer y =0y z = 0.

En efecto, ambas ecuaciones dan la misma solucién x = 3z(/2, lo que prueba
que la recta corta al eje X en el punto (3z¢/2,0,0).

Z

'\\\\\ W
A \\“\“\“\"“"-
4\\\\‘\\\\ 1-1' g
\ y

En la grafica se muestran algunas rectas normales al cono en puntos de la
circunferencia x% =292 + 222, x = 2 y se observa que todas ellas cortan al
eje X en el punto (3z¢/2,0,0).
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4. DERIVACION DE FUNCIONES COMPUESTAS.

Las reglas de derivacion para la suma, resta, producto y cociente de funciones
de una variable se extienden sin hipotesis adicionales al caso de funciones
de varias variables.

El siguiente resultado general especifica las condiciones para la diferenciabi-
lidad de una funcién compuesta.

Regla de la cadena. Sean g : A C R™ — R" diferenciable en Ty € int A
y f: D CR" — RP diferenciable en yo = g(z4) € int D. Entonces f o g es
diferenciable en Tg y

d(f o g)(xo) = df (yg) o dg ().

Como la matriz asociada a la composicién de aplicaciones lineales es el pro-
ducto de las matrices asociadas a cada una de las funciones, de la férmula an-
terior deducimos la llamada forma matricial de la regla de la cadena:

D(f 0 9)(#) = Df (9(x0)) - Dg(T)-

Desarrollando el producto de estas matrices, podemos expresar el elemento
de la fila j-ésima y columna i-ésima de la matriz D(f o g) como:

es decir,

O og);, —  <=0fi(9@0) g
(J;xf) S J(agyko). gg;w

,1<i<m, 1<j<p.
k=1

Escribimos a continuacién algunos casos particulares.
Caso de una sola variable dependiente.
(a) p=1, m > 1:

Siz = f(y1,--.,yn) es una funcién diferenciable de los argumentos
Y1, ---,Yn, que son a su vez funciones diferenciables de las m variables
independientes x1, ..., Tm,

yi:gi(mla“wxm)a 1 SZSTL,

las derivadas parciales de la funcién compuesta se calculan con la
férmula:

d(fog)

oxy,

(z9) 2 0 (g(:zo)) i (zg), 1<k<m
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Veamos un ejemplo concreto bastante comun:

Si z es una funcién compuesta de varias variables independientes, por
ejemplo z = f(u,v), donde u = ¢(z,y), v =1¥(x,y) (x e y son varia-
bles independientes), ¢ y 1 son funciones diferenciables, las derivadas
parciales de z con respecto a x e y se expresan asi:

0: _ s 0u 0z 0w

Ox ou Or Ov Oz

0: _ 0= 0u 0z v

oy ou Ody Ov Oy
(byp=1,m=1:Si z = f(y1,...,yn) es una funcién diferenciable de

los argumentos y1, . . ., Yn, que son a su vez funciones diferenciables de
una variable independiente =,

yi = gi(x), 1 <i<n,

la derivada de la funcién compuesta se puede calcular por la férmula:

(72 9) (an) = 3 5 (afan)) - siin) = TF (3fa) - Dao).
i=1 ~7*

En el caso particular de que x coincida con uno de los argumentos,
por ejemplo con yy, la derivada total de la funcién f con respecto a x

sera:
dz  Of ~~O0f dy
R YA SF s
itk
PROBLEMA 3.39
0z 0
Calcular a—;, @—;, siz= flu,v), u=e", v=a2—y>

Solucion

Basta aplicar directamente la regla de derivacién de una funciéon compues-
ta:

o _ o o 0z v _0: L, 0:
dor  Ou O0xr Ov Oxr Ou ve ov o
0 _ 0z ou o= o0, 0
dy  Ou Oy Ov Oy Ou v Y
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PROBLEMA 3.40

Sea w = f(u7 U) con U(l’,y,Z) = -T/y, U(;L'aya Z) = y/Z Calcular 67’(;17
ow ow
oy’ 0z

Soluciéon

Procedemos de forma completamente andloga al problema anterior:

ou _ of ou of o _of 1
ox ou Or Ov Ox Ou y

ow _ of ou of ov_of —x of 1
oy ou 0y Ov Oy Ou y?2 Ov z
ow of ou 9Of ov If —y
- _I_ — 7
0z

du 9z Qv dz v 2

PROBLEMA 3.41

Dadas las funciones f(z,y) = z/3yY3, g(z) = (z,z), estudiar la
diferenciabilidad de la funciéon compuesta fog.

Solucion

Por definicién,
(fog)(x) = f(x,x) =",

la cual es una funcién de una variable que sabemos no es diferenciable en el
origen. Observemos sin embargo que existen las derivadas parciales de f en
el origen,

f(h70) — f(0,0)

0.0) = U =0

12(0,0) Pt h ’
. f(0,k) — £(0,0)

f3(0,0) = lim z =0,

y que la funcién g es derivable en z = 0.
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Este ejemplo prueba que la existencia de derivadas parciales no es condicion
suficiente para que sea valida la regla de la cadena.

PROBLEMA 3.42

Siendo z = In(z/y) — arcsen(y/x), v = e* +1, y = e 2 + 1, hallar la
derivada dz/dt.

Solucion

Las derivadas parciales de z son, respectivamente,

0= _ Yy -yt L.y
ox ;[;/y /1—y2/l‘2 xT T /1;2_y27

0z —x/y? B 1/x 1 1

dy — zfy \/1—y2/m2:_§_\/:1:2—y2.

Por la regla de derivacién de la funcién compuesta tenemos que

dz 0z dx 0Oz @
dt — Or dt Oy dt
1 1
= 2% |+ Y +2e7% | = +
T oz a2 —y? Y 2 — 92
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PROBLEMA 3.43

d(foh
du

(a) f(z,y) = e cos(xy?), h(u) = (cosu,senu).

Calcular en los siguientes casos:

(b) f(z,y,2) = xz +yz + xy, h(u) = (e*,cosu,senu), cuando u = 1.

Solucion

(a) Por la férmula de la derivada de la funcién compuesta, tenemos:

d(foh)

28 = DY) W w)

= (ye™¥ cos(zy?) — y?e™ sen(xy?), ze™ cos(zy?) — 2zye™ sen(zy?))

[ —senu
cosu

= —ye™ cos(zy?) senu + y2e™ sen(zy?) senu
+2e™ cos(zy?) cosu — 2zye™ sen(xy?) cosu

= (2% —y*)e™ cos(xy?) + y(y* — 22%)e™¥ sen(zy?)

(observemos que x = cosu, y = senu).
(b) Cuando u =1, h(1) = (x(1),y(1),2(1)) = (e,cos 1,sen1). Por tanto,

u

d(foh ©
Vo) Df(w.y.s)- W)= 4p.ztmaty)- | —senu
u COoSUu

= (z4y)e" — (2 +x)senu+ (xr + y) cosu.

= e-(senl+cosl)—(e+senl)-senl+ (e+cosl)-cosl

= 2ecos1 + cos?2.

PROBLEMA 3.44

Se consideran las funciones

f(t)

Calcular las derivadas de las funciones compuestas fogy go f.

(t, 1%, e") y g(z,y,2) = 2® + y* + 2%
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Solucion

(a) Como go f es una funcién real de una variable real, si llamamos x(t) = t,
y(t) = t2, 2(t) = !, su derivada es
99 1, 99

0
(gof)(t) = a—g-x’(t)—i—a—y y (t)—i—%-z’(t) = 2r+dyt4+2ze’ = 2t+4t3 426

(b) En este caso, tenemos fog : R3 — R3. Por tanto, si llamamos f;(t) = t,
f2(t) = 12 y f3(t) = ! a las componentes de la funcién f, su matriz
jacobiana se obtiene con el siguiente producto:

f1(t)
D(fog)(z,y,2) = |[f(t)| (Dag Dyg D:g)
f3(t)
1 2x 2y 2z
= [2t])-(2z 2y 2z)= | 4ot 4yt 4zt |,
et 2xel 2yet 2ze!

donde t = 2?2 + 2 + 2.

PROBLEMA 3.45

Sean f y g las siguientes funciones:

flay) = ("7 sen(y + 2x)),
g(u,v,w) = (u+ 20?4 3w, 20 — u?).

Calcular D(fog)(1,-1,1).

Solucion

Calculamos por separado las derivadas de ambas funciones:

ert2y 2e 2y 1 4v 9uw?
Df(w,y) = <2 cos(y + 2z) cos(y + 23:)) » Dg(u,v,w) = (—Qu 2 0 ) ’

Teniendo en cuenta que g(1,—1,1) = (6,—3), si aplicamos la regla de la
cadena, obtenemos:

D(fog)(lv_lvl) = Df(67_3)'Dg(1a_171)
(1 2\ (1 49
"~ \2co0s9 cos9 -2 2 0
(=3 0 9
o 0 —6cos9 18cos9/’
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PROBLEMA 3.46

Demostrar que la funcién z = ¢(z? + y?) satisface la ecuacién,
0z 0z 0
— —x— =0.
4 ox oy
Solucién

Si llamamos t = 22 +%2, la funcién ¢ depende de x e y a través del argumento
intermedio ¢, por lo cual

0z dz Ot /9 9
e 222 .9
ox dt Ox P +y) 20
0z dz Ot /2 9
e = 2 .9
de donde efectivamente
0z 0z

Vo "oy = yd' (¢® +y%) - 22 — ¢/ (2% +y*) - 2y = 0.

PROBLEMA 3.47

Si u(x,y,z) =z" - p(y/z, z/z%), donde ¢ es una funcién diferen-
ciable, comprobar que

x O ay ay z az—n u.

Solucion

Utilizaremos las variables auxiliares v = y/z%, w = z/ 2. Por la regla de la
cadena y la formula de la derivada del producto,

ou 1 n [Op Ov 0Op Ow
ar plo,w) +2 <8v 9z " ow 8ac>
= nz" ' (v, w) — ayz" ! 9 _ Bza" P71 8—@,

ov ow
u (g o 0p ow) | 0
oy ov dy Ow 9dy) ov’
Ou m(f)g@ 81}4_890'810):36”56@.

ow

0z w0z dw 0z
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Con estos datos, basta sustituir en la expresion que se indica en el enunciado
para obtener la igualdad propuesta.

PROBLEMA 3.48

— 0 0
M, probar que z+yi—|—yi20.

Si oz = o a9y

Solucion

Si llamamos u = x — ¥, las derivadas parciales de z son:

0z 1 ou 1 )
o= W= L)
0z y- f'(w)-(0u/y) — f(u) _ —yf'(z—y) - flz—y)
dy y? y? '
De aqui deducimos que d + % = M = _—Z, lo que equivale a la
ox Oy Y2
igualdad buscada.
PROBLEMA 3.49
Dada la funcion u(z,y) = :z:yf(L—HJ), siendo f arbitraria, demos-
Yy
0 0
trar que ;E28—Z - y26—Z =(z—vy)- u.

Solucion

Aplicamos la regla de la cadena para calcular las derivadas parciales. Si
+y

utilizamos la variable auxiliar z = z , obtenemos:
Ty
Ou  _ 1. 9% _ . -y ty)
oe = v+ mf () 5 =uf) bays () LG T
o= el bl () 5 = e (e) s () R,
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Por tanto,

20w y0u

v ?yf(z) — zy’f(2) — 2y f () + 2y f'(2)

= (z—y) -2y f2)=(r—y) u

PROBLEMA 3.50
Sea Q = f(u,v,w) una funcién diferenciable, con
u3:x3+y3+z3,02 :x2+y2+z2,w:x+y+z.
Demostrar que
of  of  of of  of of

Solucion

Calculamos las derivadas parciales de f aplicando la regla de la cadena.
Teniendo en cuenta que

u= Vot +yi+ 23, v=vr2+ P +22, w=zx+y+z,

obtenemos
ou 322 ou 3y ou 322
O 3Y (@B +y3+232° 0y 3Y (@B +y3+23)2 02 3Y (343 +23)2
@ _ 2x @ _ 2y @ _ 2z
or  2\/22 12+ 22 0 222 +y2 422 0z 2 /22 442+ 22
Ow _y ow_y dw_
ox oy 0z

Resulta asi:

af of 8u+8f ov Of ow Of 322 Of 2z of

9r ~ Ou 9z o0 0r 0w oxr ou 32 ov 20 ow
of _ 9of ou 0f Ov 0f ow _0f L?f+ﬁ.2ﬁ+ﬁ
dy  Ou Oy Ov Oy Ow 9y Ou 3u2 v 2w  Ow

2
af g 8u+8f 8v+8f ow Of 3z of 2i+8f

9z ou 92 T ov 92 Tow 9:  ou 322 ov 20 ow
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Basta ahora sustituir este resultado en la expresién acg—f + a—f + ?
obtener directamente ua—f + v 8f _|_ (9f

PROBLEMA 3.51

Una funciom z = f(z1, ,Tn) se dice homogénea de grado p si

cy X)),

fxy,..

para todo punto (z1,

G AT) = AP f(xq,.

., ZTn) € Dytodo A > 0tales que (Az1,...,A\xy,) €
D. Probar el teorema de Euler sobre funciones homogéneas

Una funcion z = f(z1, xn) es homogénea de grado p si y solo si
0z z
F Ly et Ty = P2,
0w 5 5 "0z, T
Solucion

Por simplicidad en la notaciéon supondremos n = 2. Probaremos en primer
0

lugar que xai + yafz =pf(x,y), si f es homogénea de grado p
xz Y

Si llamamos u = Az, v = Ay, por ser f homogénea podemos escribir

f()\l‘,)\y) = f(u’v) = )‘pf(xvy)

Si derivamos f(u,v) respecto a A, obtenemos

of ou of ov
ou O\  Ov O\

_ of of

p—1 _ -4 —_

= pN7 f(z,y) l‘au(uvv) +yz (u,v).

En particular, haciendo A\ = 1, resulta u = x, v = y y obtenemos la férmula
deseada.

pAP T (2, y)

Reciprocamente, si z f;(z,y) + yfy(z,y) = pf(x,y), definimos

o0y = L0 )

SR A > 0.
Entonces,
) Plafr(Nz, Ay) + yfy(Ax, Ay)] — pAP~! f(Az, Ay)
oy e
pYaa! :
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Si llamamos 2’ = Az, ¥’ = My, entonces la hipdtesis se puede escribir co-
mo

pf(@'y') =a'Dif(«',y) +y'Daf ('),

o bien
pf(Az, Ay) = Ax Dy f(Az, Ay) + AyDa f (Ax, \y).

Esto significa que ¢'(\) = 0, y ¢ es una funcién constante. Entonces, VA > 0,
»(A) = ¢(1) y, debido a que ¢(1) = f(z,y), deducimos que f es homogénea
de grado p.

PROBLEMA 3.52

Ver si la funcién

y*arcsen \/1 — 22 /y?

222+ y? =y /2 =y

es homogénea y hallar su grado en caso afirmativo.

flz,y) =

Solucién

Si suponemos A > 0, entonces

Myt arcsen /1 — X222 /\2y2
Fha, Ay) - = 2( 2 2 2/ 2 2
A/ A2 (22 4 y?) — Ay /A2 (x? — y?)
Mytarcsen /1 — 22 /42
v _ N f(x,y).

A2(2y/22 + y2 — yy/22 — y2)

Esto significa que la funcion es homogénea de grado 2.

PROBLEMA 3.53

2
Comprobar que f(z,y) = cos Tty verifica la identidad

20 —y
af af

Solucion
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Puesto que

FOz, xy) = f(z,y) = Xf (2,y),
la funcién es homogénea de grado cero. La identidad buscada se deduce pues
del teorema de Euler.

PROBLEMA 3.54

Dada la funcion

r+y r—y

0z

hallar x % +y .
Ay

ox

Solucion

Si llamamos f(z,y) = 2z entonces

A (2° +9°) Mz +y) ayn 4
fOz,\y) = 222 arctg 22 AT = N f(2,y),
O =S5 e T By )
lo que quiere decir que f es homogénea de grado 4. Por tanto,
x% + % =4z
ox Yoy T 7
PROBLEMA 3.55
Si la funciéon w = f {%} es diferenciable, comprobar que
e+ y
L2000 g
or Y oy
Solucién

Si llamamos u = xQL—Ey?’ entonces:
Qo pw Py YAV iy S
Oz Oz (22 +y?)? (22 +42)%’
ow ow z(2? +y?) — 2zy® 3 — xy?
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Basta multiplicar la primera igualdad por x y la segunda por y para obtener
la identidad propuesta.

Otro método consiste en observar que la funcién dada es homogénea de
grado cero, por lo que basta aplicar el teorema de Euler demostrado en el
problema 3.49.

PROBLEMA 3.56

St f(z,y) es una funcién homogénea de grado p, probar que la fun-
cion F(x,y) = f(f(z,v), f(z,y)) es homogénea de grado p?.

Solucién

Aplicando repetidamente la hipdtesis f(Az, \y) = N f(x,y), obtenemos:
F(\z, \y) = [P f(z,y), W f(x,y)) = WP fz,y), ¥ f(z,y))
NP2 f(,9), NP2 f () = -
. 2
NPE(f(x,y), f(z,y) = A F(z,y),
lo que demuestra que F' es homogénea de grado p?.

Otro método posible serfa utilizar el teorema de Euler, lo cual proponemos
como ejercicio.

PROBLEMA 3.57

Se considera la superficie dada por las ecuaciones

F(u,v) =0
S u=xy
v =2+ 22

Hallar un vector normal a S en el punto P(1,1, \/g), sabiendo que
D1F(1,2) =1, DoF(1,2) =2.

Solucion

Si definimos la funcién G(x,y, z) = F(zy, Va? 4+ 2?) (composicién de F' con
la funcién (u,v) = (zy, Va2 + 22)), la superficie dada es la superficie de nivel
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cero de la funcién G. Por tanto, un vector normal a la superficie en el punto
P es el gradiente de G, v = (D1G(P), D2G(P), D3G(P)). Aplicamos pues
la regla de la cadena:

oF oF T

D\G(z,y,z) = %‘y+%'\/ﬁ’
oF oF
DyG(z,y,2) = %-x—l-%-(),
I F
DgG(l‘,y,Z) = 0 0+87 :

% ov \/;132—|—z2‘

Sustituyendo en el punto P(1,1,/3), obtenemos:

oF oF 1
DyG(1,1,V3) = g—i(l,g) 1=1,
F
DsG(1,1, \/§) = %(1’2) . \gg =3

Un vector normal a la superficie es entonces v = (2,1,v/3).

PROBLEMA 3.58

Si una superficie tiene por ecuaciéom z = xf(x/y), con f diferencia-
ble, demostrar que todos los planos tangentes tienen un punto en
coman.

Solucion

2
Debido a que V: = (f(x/y) + gf’(x/y), —%f’(w/y)), la ecuacion del pla-

no tangente en un punto arbitrario (zo,yo,20) de la superficie (es decir,
donde zg = xof(z0/y0)), es la siguiente:

- f(02) = [f(zg) +j§-f’(zg)] (2 = w0) - “’”§-f’(§g) (v~ o)
2
ARl B R 6

2 2
T i) X i)
_%f’<7) .y_|_70 f’(7>
Yo Yo Yo Yo

SR R



lo que significa que todos los planos tangentes pasan por el origen.
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5. DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR.

Dada f : R™ — R, cada una de las derivadas parciales es, a su vez, una
funcién Dy f : R™ — R, (k = 1,...,m), definida en algiin subconjunto de
R™. Estas funciones se llaman derivadas parciales de primer orden de f. A
su vez, para cada una de ellas se pueden definir las correspondientes deriva-
das parciales, que llamaremos derivadas parciales de segundo orden de f,y
para las que usaremos indistintamente cualquiera de las siguientes notacio-
nes:

0% f
0x,0x;

En el caso particular de i = k, utilizamos la notacién andloga

Di(Dyf) = Drif =

= foir 1<i<m, 1<k <m.

2
(Dk)Qf = Dy f = ng; = fik, (k=1,...,m).
k

El proceso de derivacién puede repetirse de forma sucesiva y de este modo
definir las derivadas parciales de orden p de f como

oPf

8% e 8561';)

para cualquier permutacién de los indices iy, ...,i, € {1,...,m}.

Un problema interesante es averiguar bajo qué condiciones existen y son
iguales las derivadas cruzadas (aquellas en donde sélo se cambia el orden
de la permutacién). La respuesta la proporciona el siguiente teorema de
Schwarz.

Teorema (Igualdad de las derivadas parciales cruzadas.) Sea f : D C R™ —

R, donde D es un conjunto abierto. Si existen las derivadas parciales de

primer orden Of/0xy, Vk € {1,...,m}, en alguna bola B(zg,r) C D y
2

existe y es continua en x(, entonces existe también Y
89:,;8:@ 8.2?)8.1‘1
e B
Ty) = ).
8$]’a$i 0 89518% 0

Diremos que una funcién es de clase C®) en un conjunto D C R™, deno-
tado como f € C?)(D), cuando existen y son continuas todas las derivadas
parciales de orden p de f en D. En particular, C(©) es la clase de funcio-
nes continuas y C(°) representa la clase de funciones con derivadas conti-
nuas de cualquier orden. Asi por ejemplo, como ya indicamos en la seccién
2, una funcién de clase C(V) es diferenciable. Es ficil también probar que
c®)(D) c cP=1)(D), ¥p > 0.
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Del teorema anterior, es evidente que, si f € C (2)(D), entonces también se
verifica la igualdad de las derivadas parciales cruzadas.

Andlogamente, se prueba que, si f € ck) (D), son iguales todas las derivadas
cruzadas de orden k, es decir

ok f B ok f
aﬂ’jil e 8:5% N 8561'1)(1) e 8:&

M
p(k)

donde {i1,...,ix} C{1,...,m} y {p(1),...,p(k)} es cualquier permutacién
de {il, e ,ik}.

PROBLEMA 3.59

Dada la funcion f(x1,...,z,) = (k € R), hallar

el valor de

’f ’f —
a—x%(:c)+ —i—a—x%(:ﬁ), con T = (T1,...,%p)
Solucién
Para cualquier ¢ € {1,...,n}, las derivadas parciales de primer orden son:
_ n=2_j
OfF o k[T .
87(.'1}')— " 21n—2 ——(71—2)”—2n/2
g [ 7] (>t 7]

Derivando nuevamente, obtenemos:
2 2)-1
[ 22" —wi(n/2) [, 23] 2
[Z?:l @} } "

n n/2 n —
S o] ot [ )
[Z?:l 3722]

2

S
~

(F) = —k(n—2)

QD
o

xT

(i, @f] —na?

= —k(n-2) o 2] /A
k(n—2

> (ZQ]W)/% [+ (L =m)af 4 )
=13
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La suma pedida vale entonces

k(n —2) 2 2 2 2
§=- S 2] (A=n)(@f 4+ +ap)+ (=1 (z{+--+2;)] =0
1= (2
PROBLEMA 3.60
Dada la funcién u = u(r,s) de clase CO sixz=2r—s, y=r+2s,
2
averiguar el valor de 3 en funcion de las derivadas con respecto
x
arys. Y
Solucién
2 2y —
Despejando r y s en funcién de z e y, tenemos que r = s y, s = Y :z,

luego Or/0x = 2/5, 0s/0x = —1/5, Or/0y = 1/5, 0s/0y = 2/5. Por tan-
to,

ou ou Or Ou 0O0s 1 Ou 2 Ou

“Ty T ooy as oy 5 or 5 0
Pu _ Ou_Owm Or Ou Os
Oyor ~ Ox  Or Oxr Os Oz
L (L %u 2 w2 (1 0 2 P -1
N 5 Or2 5 0s0r/) 5 5 Ords 5 0s? 5
1 9%u 9%u 0%u
= — (22— —22
25 < o2 T 3 Ords 832> ’
9%u 9%u
i (2) —
pues, debido a que u € C'¥, 585 — Deor
Dejamos como ejercicio comprobar que Ou = Ou
) Jereret P au Oydx  Ox0y’

PROBLEMA 3.61

Dada f(z,y) = y”e*x2/4y, hallar n para que se verifique

o _1 o (Lory
oy 22 Ox Ox
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Solucion

Calculamos las derivadas parciales de la funcién:

ﬂ — ﬂ . 6_$2/4y

ox 2

8f _ n—1 7x2/4y .TQ
ay = y ‘e (n—l— 4y>'

Como ademaés

i]; _ |:_yn—1 2y i ] /Ay _ it /4 [_1 n 272}
ox 2 2 2y ’

deducimos que

0 (20 _ of 2 0°f
8x<x &r) = :):+x

En definitiva, como

L0 (200N _ ey (3 2
x? 8a:(x 8x>_y ¢ ( 2+4y>’

basta hacer n = —3/2 para obtener la igualdad propuesta.

PROBLEMA 3.62

. ) ) L 0%u 9%
ciones reales diferenciables, comprobar la ecuaciéon 92
€z Y

Dada la funcion u(z,y) = f(z —y) + g(x —y), donde f y g son fun-

Soluciéon

Por las reglas de derivacion de funciones compuestas, tenemos:

@ o ! _ / _ @ o 1! _ /! _
am—f(:r y)+g@x—-y) = axg—f(:v y)+9g" (x—y)
ou 0%u

- =—flz-y)-d-y = 92 e —=y)+9"(x —y).
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Es evidente pues la igualdad propuesta.

PROBLEMA 3.63

2 . 2
y y sen(z/y)  siy#0 f

Dadal JY) = , caleul 0,0

ada la funcién f(z,y) {0 Gy =0 calcular 8w8y( )

0 f ,
Y 5.9 (0,0). 3A qué se debe el resultado?

yOx
Solucién

Las derivadas parciales de primer orden se calculan como sigue:

0 h,0) —
£(070) _ }llll%f( 70)hf(0a0):0
8f _ ; f(O,k:)—f(0,0) _
9,00 = Jm - —0
g‘i(w,y) = y*-cos(z/y)- (1/y) =y-cos(z/y)  siy#0
gi(x,y) = 2y-sen(z/y) + y* - cos(z/y) - (—z/y?)
= 2y-sen(z/y) — x - cos(z/y) siy#0
af o ’ f(xa k) B f(l‘,O) s k2 Sen(l’/k‘) _
9y ™0 = i k = r o 0

Con los resultados anteriores, calculamos las derivadas parciales de segundo
orden:

’ 80,k -  cos0 —
71 0,0 9913 0,0) = 1im 0r Ok = 5:(0.0) ) kreos0-0
Oy Oy \ oz k—0 k k0 k

of of

o f 9 (0f  FEmo—-go0  0-0

55000 = 5.(5,)0.0 = lim . ~1m 00—

Las derivadas de segundo orden cruzadas no son iguales en este problema
2

debido a que la funcién no es continua en el origen (dejamos como

0xdy

ejercicio la comprobacién de esta afirmacién).
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PROBLEMA 3.64

Sea f(xz,y) = e*sen(zxy), donde = = g(s,t), y = h(s,t). Si llamamos
2
k

kE a la funcién compuesta k(s,t) = f(g(s,t),h(s,t)), calcular gsﬁt'

Solucion

Aplicando la regla de la cadena,

ok Oh 0 Ooh
P le +D2f — = [el’ sen(zy)+ye” cos(xy)] -%—i—xex cos(zy)- 35
Denotaremos por comodidad Fi(x,y) = D1 f(z,y) = e” sen(xy)+ye® cos(zy)
y Fo(z,y) = Daof(x,y) = ze®cos(zy). Si derivamos con respecto a t el
resultado anterior, obtenemos:

Ok (0Fy 99 OF, Oh\ Og 0%g
ool <8x o oy 6t> s TI@ ) 5o
8F2 69 8F2 8h 6h 82h
(ax'atwy'at) 75 TRV 5
_ e z 99 99
= [e”"sen(zy) + 2ye” cos(zy) — y?e” sen(zy)| = 5t s
+ [xe” cos(zy) + €” cos(zy) — zye” sen(zy)] 88? g‘z
+ [€® cos(zy) + xe” cos(zy) — zye” sen(xy)] - % . %
Oh  Oh
2
x“e” sen(xy) - 5% Bs
0?%g 0%h

+[¢" sen(zy) + ye® cos(ay)] - 55 + we” cos(y) - 5.

PROBLEMA 3.65

Sea f una funcién homogénea de grado p. Probar que

2 2 2
J Of [ p0f_
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Solucion

A partir de la férmula de Euler

D1 f +yDaof = pf,

calculamos las derivadas parciales y obtenemos:

Dy f+ Dif +yDarf = pDif
xDisf + Dof +yDosf = pDsof.

Multiplicamos la primera igualdad por x y la segunda por y, y sumamos
ambas expresiones. Se obtiene asi:

D1 f +aD1f + 22yDiaf +yDaof +y*Dosf = pxDif + pyDaf
- $2D11f + 293yD12f + y2D22f = x(p — 1)D1f + y(p — 1)D2f
= (p-1-p-f,

después de aplicar nuevamente la formula de Euler.

PROBLEMA 3.66

Sean f,g:R — R dos funciones con derivadas sequndas continuas.
Definimos F(z,y) = f(x + g(y)). Verificar si es cierta la igualdad

DyF - D1oF = Do F - D11 F.

Solucion

Definimos la variable auxiliar v = = + g(y). Por las reglas de derivacién de
la funcién compuesta, tenemos:

DiF = flu)- G = £, DaF = £ 5 = ') o)
DuF = £ 58 = ), DaF = ") 5 = /") 4/t

De lo anterior se deduce que la igualdad propuesta es cierta.

160



PROBLEMA 3.67

Si f y g son funciones reales de una variable real que tienen deri-
vadas de orden 2 continuas, se define

y(z,t) = f(z + at) + g(x — at).

Probar que y verifica la “ecuacién de la cuerda vibrante”
Py _ 2y
otz 0x?’

Solucion

Utilizando las variables auxiliares u = = 4 at, v = x — at, podemos escribir
y = f(u) + g(v). Las derivadas parciales valen entonces

Oy _ Oy Ou Oy Ov _ o oiie):
% " ouat Taw oW oag)
oy Oy Ou Oy @

el /
9o = Bu o taw Bl WFIO)

Derivando por segunda vez, si denotamos por y; = 9y/0t e yo = dy/0x, se
tiene:

Py _ On _ 0y u Oy 0v

oy _ _ L vu oY 2 pll 2.1 .
o2 o~ ou ot T o ¢ WHag )
82y i 0y o Oy Ou  Oya Ov e "

97 " o ou dxt oo ox ] WHIW:

Del resultado anterior se deduce de forma inmediata la ecuacién propues-

ta.

PROBLEMA 3.68

Dada la funcién

2 2

ey si(ay) #(0,0)

estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales de pri-
mer orden y diferenciabilidad de la misma. Comprobar ademds que

D12£(0,0) # D21 f(0,0).
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Solucion

: (2,2 2,2 :
= — )
(a) Teniendo en cuenta que —(x* + y*) < 2zy < z* + y*, deducimos que

22 — 2

1‘2+y2

22 — ¢
2

I+
- 2

<

0<‘ajy

Debido a que el limite de las funciones en ambos extremos de la desi-
gualdad es cero cuando (x,y) — (0,0), también debe ser cero el limite
de f(z,y). Esto prueba la continuidad de f en R

(b) Por definicién,

O 00y o T =00 0=
;00 = lm 3 = lim =0,
g _ ‘ f(()?k)_f(O?O)i , ui
A T

Esto prueba que existen ambas derivadas parciales de primer orden.

(c) Para que la funcién sea diferenciable en el origen, debe anularse el limite

(z,y)—(0,0) \r? + y?

’ z2 2

R T |zy(2? — )]

P22 0 i .
(@)= (00) /22 y2  (@y) =00 (22 +y?)3/?

Aplicaremos la acotacién ya utilizada en el apartado (a) |zy| < 22 +y?
v las siguientes desigualdades:

2 2 2 2 2 2
TYy(xr= — xr~ — €T
0< @ =yl ot -y +y s

= (@242 T (224 y2) 12 T (22 4 42)1/2

Como ( %ml( : Vz2+ 92 =0, entonces L = 0 y la funcién es diferen-
z,y)—(0,0

ciable.

(d) Las derivadas de primer orden en un punto distinto del origen son:

2, _ .3 2 2\ 3, _ 3
D1 favy) = SAINE I BN 0.k = -

3 a2 4 a2 3, _ 3
Dy f(a,y) = =5 )(x(;i;)fy(” ) Dyf(h0) = h
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Aplicamos ahora la definicién para calcular las derivadas de segundo
orden en el origen. Recordando ademas el resultado del apartado (b),

resulta:
o , le(07k)_le(070) R —k o
D12f(0,0) = illi% k I 1
. . DQf(hao)_DQf(an) Y h .
D21£(0,0) = lim h = jm =1

y se deduce que, efectivamente, D15 f(0,0) # D21 f(0,0).

Como sabemos, esto es debido a que alguna de las derivadas cruzadas
de segundo orden no es continua en el origen.

PROBLEMA 3.69

Sea F : R? — R? definida por F(z,y) = (f(x, y), g(x, y)), donde

2 T .
= {7 smteli o

y g es diferenciable en el origen. Supongamos ademds que g(0,0) =
0, Dz9(0,0) =1 y Dzg(0,0) = 0, siendo u y v los vectores (1,1) y
—1,1), respectivamente. Se pide:

(
(a) Calcular V—>g(0,0).

(b) Estudiar la diferenciabilidad de F en (0,0).
(¢) Calcular dF(0,0).

(d) Probar que Di2f(0,0) # Da1 £(0,0).

Solucion

(a) Por definicién,

= w1 dg dg B
= v o1 9y g B
Dig(0,0) = V(0,0) = = 5 ( —ax(0,0)+—ay(o,o))_0.

Al resolver el sistema, se obtiene la solucién

V9(0,0) = (%(070> @(o,m) = (ﬂ ?)-
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(b) La funcién F' es diferenciable en el origen si y sélo si lo son las fun-
ciones f y g. Esta tltima lo es por hipdtesis y comprobaremos que f
tiene derivadas parciales de primer orden continuas en (0, 0). Utilizan-
do la definicién de derivada parcial y las reglas usuales de derivacién,

obtenemos:

0 .

Do) = yeostaly)  siy#0

af o ; f(.l‘—|—h,0)—f($,0)_ .

Ox (2,0) = illl—% h =0

of .

@(m, y) = 2ysen(z/y)— zcos(z/y) siy#0

of o Jk) = f(2,0) -

8—y(x,0) = %12(1) : = %ir(l)ksen(m/k) =0.

. of of : .
Es facil comprobar que, tanto 9z como e son continuas en el origen.
€z Y

(c) Por definicién, dF'(0,0) = (df(0,0),dg(0,0)). Utilizando los resultados
de los apartados (a) y (b), obtenemos:

df(0,0) =
dg(0,0) =
(d) Por definicién,

D12£(0,0)

D51 f(0,0)

of B
5(0,0) - da + 2(0,0) - dy = 0,

Oy
%(0,0) ~dr + gf/(o,o) dy = (vV/2/2) - (dz + dy).

of

— lim le(ouk)_le(Ovo):h»mk_():l’
k—0 k k=0 k

— lim DQf(h¢ O) - D2f(070) = l{im 0—-0 — 0’
h—0 h h—0 h

lo que prueba el enunciado.
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6. FORMULA DE TAYLOR.

Sea f : R™ — R una funcién diferenciable en un punto zg. Por definicién de
diferenciabilidad, podemos escribir

F(@) = f(@) + Df (@) - (T — 70) + B (T, 70),

R1(? 36_0))

donde lim Tz =z =0y, si llamamos @ — g = (hi, ..., hm), podemos
T—T( — T

escribir

D)7 - =3 L)

0 0 - o, 0) " hi
La formula
1@ = 1@+ S L @) bt m(z )
i=1 Oz

recibe el nombre de férmula de Taylor de primer orden de la funcién f en
el punto zg.

Una extension de esta férmula puede obtenerse mediante derivadas de or-
den superior. En particular, si f : R™ — R es una funcién de clase C(?)
en un punto zg (lo que significa que existen y son continuas las deriva-
das parciales de segundo orden de la funcién en dicho punto), entonces la
férmula de Taylor de segundo orden de la funcién f en el punto Z0 es la
siguiente:

s +Zaxl hity Zzaxzaxj hi b+ BT, 35),

i=1j=

Ry (T, )
con lim ————=%
vz || 7 — To|?

=0y @ —26=(h1,...,hm).

Una férmula explicita para el error puede obtenerse en el caso de que la
funcién sea de clase C®) en un entorno del punto Zg; en concreto,

— =\ 1 -~ — an — ) )
R2(x’x0)_3lzzza$18$]8$k(6) h‘l h‘] h‘k)v

— p . N N
donde ¢ es algin punto contenido en el segmento que une xg con .

Si definimos la matriz hessiana de f en el punto zy como

(S
H f(z0) = <3$i59€j)i’j1 ;

Ly
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la formula de Taylor de segundo orden se puede escribir como
= 1
F(@) = @)+ f (w0)- (7 =20) +5 (7 =70)- H [ (20)- (7 =70) + Ra(7, 7).

donde denotamos por (7 — zg)” a la matriz columna formada por las com-
- —
ponentes del vector = — xg.

PROBLEMA 3.70
Escribir el desarrollo de Taylor de seqgundo orden de las funcio-
nes:
(a) f(z,y) = —2% 4+ 22y + 3y? — 62 — 2y — 4 en el punto (—2,1).
(b) f(z,y) = e ¥ . cos(z 4 y) en el punto (0,0).
(¢) f(z,y) =a¥ en el punto (1,1).
(d) f(x,y) =e""¥ en el punto (0,0).
Solucién

Calcularemos en todos los casos el vector gradiente y la matriz hessiana en
el punto correspondiente.

(a) Si f(x,y) = —2 + 22y + 3y? — 62 — 2y — 4, entonces f(—2,1) = 1.
Ademas,

Dif(z,y) =—2x+2y—6 . B .
52f($>y)=2$+6y—2} = Vf(-2,1) =(0,0);

Duf(x,y) = —2, Dlgf(a:,y) = 2, o -2 2
Dy f(r.y) = 2, Dnf(,y) = 6 } = Hi21)= ( 2 6)'

Asi pues,
fl@y) = f(=2,1)+(0,0)-(z+2,y—1)
= 1—(24+22+2x+2)(y—1)+3y —1)>+ Ra(z,y).

Observemos en este caso que Ra(z,y) = 0, es decir el polinomio de
Taylor de segundo orden coincide con la funcién al ser ésta ya un
polinomio de segundo grado.
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(b) Como f(z,y) = e = %" . cos(z + y), entonces f(0,0) = 1. Por otra
parte,

D f(z,y) = e*Iz*yz (—2z cos(z + y) — sen(z + y)) N V—)f(O 0) = (0,0).
Dyf(z,y) = e ¥ (—2ycos(z + y) — sen(z + y)) ’ ’

Como ademas H f(0,0) = <::13 :;), la férmula de Taylor nos da la

igualdad

fa = 100+ 5@ (5 5) (3)+ Rt

En la gréfica se observa el grado de aproximacién en un entorno del
origen de la superficie que representa la funcién (por encima) y la

grafica del polinomio de segundo grado que representa el polinomio de
Taylor de segundo orden (por debajo).

(c) De f(z,y) = ¥, deducimos que f(1,1) = 1. Ademas,

_ -1 N
5§f§§5§;§§fm} = Vf(1,1) = (1,0);
Dy f(z,y) = y(y — 1)z¥~? .
Diaf(w,y) = 2L+ yInz) — Hf(l,l):( )

10
Do f(z,y) = ¥ (1 +yInx) Daof(z,y) = 2¥(Inx)?
Sustituyendo en la férmula de Taylor, obtenemos:

1 0 1\ (z—1
= 1—y+ay+ Ra(z,y).
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(d) Como f(z,y) =¥, £(0,0) = 1. Por otra parte,

Viey) = (e7v,e™) = VF(0,0) = (1,1)

ex+y eTty

i) = (G Gn) = HI00)= (] ).

Obtenemos entonces que

faw) = 100 +0D: @)+ g (1) () + Rt

(z +y)*

= 1+ (x+y + 5

+ Ra(x,y).

PROBLEMA 3.71

Sea la funcién

Flz,y) = eV b sen(a? + y?).

Determinar los valores de a y b para que el plano tangente a la
superficie z = f(z,y) en el origen sea horizontal y el polinomio de
Taylor de segundo orden centrado en el origen tome el valor 6 en

el punto (1,2).

Solucion

Para que el plano tangente sea horizontal, deben anularse las dos derivadas
parciales de primer orden. Asi pues, como

of +y? 2 2
- = ar 2b
B ae + 2bx cos(z” + y°)
of  _ 2ye® v 1 2by cos(z2 + y2),
Ay
deducimos que
of _ of _

Basta hacer a = 0 para que ambas derivadas parciales se anulen.

Sustituyendo en la funcién, resulta
flz,y) = eV + bsen(z? + 3?).
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Para escribir el polinomio de Taylor, calculemos las derivadas parciales de
segundo orden:

O*f 2, .2 2 2, .2

oz = 2bcos(z” + y°) — 4bx” sen(z” + y),

2

88 g = —4dbxy sen(ac2 + yz),

z0y

0% f 2\ 42 2, 2 2 2, .2

52 = (2 4+ 4y“)e¥ + 2bcos(z” + y°) — 4by” sen(z” + y*).
Yy

Sustituyendo en el punto (0,0), obtenemos la matriz hessiana

H1(0,0) = (20b 2+02b)'

El polinomio de Taylor en el origen tiene la forma
1
Pofe) = F0.0) 4 5 (o) - HF0,0)- () = 1 (14 by

Teniendo en cuenta el enunciado del problema, hacemos 6 = P»f(1,2). Re-
sulta asf:
6=1+b+4(1+b) = b=1/5.
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7. PROBLEMAS PROPUESTOS.

1.- Calcular las derivadas parciales de primer orden de las siguientes
funciones:

(a) fz,y) = Va2 +y2.

(b) fla,y) =2,
(c) f(z,y) = In(sen(y/x)).
(d) f(z,y,2) = e"¥*sen(zy) cos(2zz).

2.- Comprobar las siguientes igualdades para las funciones que se in-
dican:

0 d
(a) xa—;+y£:0 si z = 1In(y/x).

ou Ou Ou i T —y
()8x+8y 0z sv x+y—z
x2+y2

c)x-2 2 =281 2= .
(c) etz oy

3.- Dada la funcién

T st 0
f@y) = {o/y si zio

calcular sus dertvadas direccionales en el origen y comprobar que f
no es continua en el origen.

4.- Calcular las derivadas direccionales de la funcién

0 sizy=0
fla,y) = :
1 sixzy#0

en el origen.

5.- Estudiar la continuidad y la existencia de derivadas direccionales
de la funciom

2 .
flay) = {mf_{y; si x # 0,

0 st x =0,

en el origen.
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6.- Se define una funcién f:R? — R por

- gityi si (z,y) # (0,0)
I ’y)_{o ’ st (z,y) = (0,0).

RN

a) ;El dominio de la funcién es abierto o cerrado?

- — N .
¢) Caleular f'(O,7%), donde O = (0,0), ¥ = (a,b) es un vector uni-

(b) Determinar si f es continua o no en el origen.
tarto cualquiera, y deducir las derivadas parciales en el origen.

7.- Calcular las derivadas parciales en el punto (0,0) y estudiar la dife-

renciabilidad de la funciéon f(z,y) = x24y?2 st (z,y) # (0,0),
0 si (2,y) = (0,0).

- p— 2 2 1 1 pu—
8. Sca f(a.9) = (0% + yP)sen A, si (w9) £ (0,0) y £(0,0) = 0.
Probar que f es diferenciable y, sin embargo, f. mo es continua en
(0,0).

9.- Estudiar la continuidad, eristencia de derivadas parciales de pri-
mer orden y diferenciabilidad de la funciéon

zy|

st (x, 0,0
0 si (z,y) = (0,0)

en el punto (0,0).

10.- Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de la funcién

- ﬁ si (z,y) # (0,-1)
f(x,y) {0 Y st (:L’,y) — (07 _1)‘

11.- Sea f(z,y) = 2% — 3z + |ay|, con a € R.
(a) ;Para qué valores de a es f continua en (1,0)?

(b) ;Para qué valores de a es f diferenciable en (1,0)%

12.- Dada la funcién f:R? — R definida por
oyt .
Flz,y) = Tt st(@y) #(0,0)
0 si (z,y) = (0,0),
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stendo a y b nimeros reales positivos, se pide:

(a) Hallar las condiciones para que f(x,y) sea continua en el punto
(0,0).

(b) Si a=3, b=2, ses f diferenciable en (0,0)?

13.- Estudiar la diferenciabilidad de la funcion

fla,y) = {(exﬂl, sen(x — y),x2 Sen(l/x)) Sz A0

(e, —seny,0) st x = 0.

14.- Sea f : R? — R una funcién con las siguientes caracteristi-
cas:

i) f es diferenciable en (xq,yo).
) df(20,490)(3,2) = 5.

"LTL) Dxf(x(ﬁ yo) = Dyf($07y0)'
Caleular Dy f(zo,%0)-

15.- Sabiendo que la derivada direccional de la funcién z = f(x,y)
en el punto (1,2) en la direccién hacia el punto (2,3) es 2v/2 y en la
direccion hacia (1,0) es —3, jcudnto vale en direccién al origen?

16.- Hallar la derivada direccional de la funcién que se indica en el
punto dado y segin la direccién del vector (cos 3, sen 3). Hallar también
el valor de B para que la derivada sea mdrima en ese punto.

(a) f(z,y) = arctg(x/y), P =(3,4).
(b) f(z,y) = e"seny, P = (0,7/6).
(C) f(xay) = Sen(xy)v P = (Qa 7T/4)
17.- Hallar la direccién en la que la derivada direccional de la fun-
ciom )
z=e Ysenzx + 56_3?/ sen(3z)
en el origen alcanza el valor mdximo.
18.- ;En qué direcciéon se debe mover un punto que parte de (1,1,16)

para que la funcién f(z,y) = (z +y —2)*+ (3z — y — 6)? disminuya del
modo mds rdpido posible?
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19.- Hallar la derivada direccional de la funcién

f(z,y,2) = xcosy+ycosz + zcosx

en el punto P = (2,1,0) segin la direccién del vector FP—7, donde
P’ = (1,4,2). Ademds hallar el valor de dicha derivada en P segin
la direccién del vector v, donde ¥ es un vector unitario tal que Dgf
es un maximo.

20.- La temperatura 7' de una placa de metal en un punto (z,y) es
inversamente proporcional a la distancia al origen. Si suponemos que
en el punto P(3,4) la temperatura es 100°C, calcular la razén de cam-

- —
bio de T en P en la direccion del vector i + j. ;En qué direcciom
aumenta mas rdpidamente T en P? ;En qué direccion se anula la tasa
de variaciéon?

2
2

y
21.- Hallar F'(y) sabiendo que F(y) :/ e “Ydx.
y

b b
d 1 b d
22.- Sabiendo que/ 27362 = — arctg —, calcular/ %
0 a2 +x a a o (a®+22?)

23.- Hallar el vector gradiente de la funcién f en el punto dado:
((L) f($ay) = ln(:n +y - 1) + e?xy, P = (072)
(b) f(x,y, Z) = zze™ + yzea:z + xyeyzv P = (_1’ 2> 1)

24.- Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie dada en el
punto indicado:

(a) f(z,y) =2y, (2,1,2).

(b) flz,y)

T

€
= 7x2+y27 P: (1,1,6/2)

25.- Representar la grdfica de la superficie z = In(2? + »?) y el plano
tangente en el punto (—2,0,In4).

26.- Trazar los planos tangentes a la superficie z2 + 2y + 322 = 21 que
son paralelos al plano z + 4y + 6z = 0.

27.- Hallar los puntos de la superficie 224-2zy—y? 4322 —22+2y—62—2 =
0 donde el plano tangente es paralelo al plano Y Z.
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28.- Probar que todo plano tangente al cono z? = 22 + 4% pasa por el

ortgen.

29.- Sean f,g: R? — R funciones de clase C(V(R?) tales que f(1,1) = 2,
9(1,1) = 3, () = g (@) = 2zy. Caleular FL(1,1) si F(z,y) = e/ @ ro(),

30.- Dadas las funciones f(z,y) = 21 si (z,y) # (0,0), f(0,0) =0,

y g(x) = (z,x), estudiar la diferenciabilidad de la funcién compuesta

(f 2 9)(0).

31.- Calcular —u si:
dt

(a) u=In(sen(z/\/y)), z =3t*, y = V2 + 1.
(b) u=wyz, x=t>+1, y=1Int, z = tgt.
(¢) u=In(z/y) + xy, r =tgt, y =1/sent.

oh
32.- Escribir la formula de — para las siguientes funciones:

Ox
(a) h(z,y) = f(z,u(z,y))
(b) h(x) = f(z,u(x),v(2)
(c) h(w,y,2) = f(u(z,y,2),v(z,y), w(z))

33.- Sea z(z,y) =z f(2y/x) + 2y g3z — y,2° —y?), con f € CW(R)
2)'

y g € CH(R?). Suponiendo que f(2) = 2, f/(2) = —1, g(2,0) = 0,
g/l(270) =1 Y 95(270) = _17 calcular g;(Ll) Y 87;(171)

34.- Dadas las funciones f(r,s,t) = (r+s+t,r —2s+ 3t,2r + s — t)
y g(x,y,2) = =+ 2yz, calcular las derivadas parciales de la funcién
compuesta go f.

0 0 2
35.- Demostrar que z2 - o Ty d +12=0si 2= L + o(zy), siendo
oz oy 3z

@ una funciom derivable.

36.- Sea z=¢Y <I>(yex2/2y2), donde ® es una funcién derivable. Com-
probar que (22 —y?)2. + Tyz, = TYZ.
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37.- Sean f:R? =Ry F(r,9) = f(rcosd,rsend). Probar que
o7 2 2 1 2
|V f(rcosd, rsendd)||” = [D1F(r,9)]* + r—2[D2F(r,19)] .

38.- Si z = f(z,y) es diferenciable y homogénea de grado p, probar que
fr v f, son homogéneas de grado p — 1.

39.- Sea z(x,y) = z-f(¢/y)+y-g(y/x), para z,y # 0, donde f,g € CV(R).
Probar que = -z, +y- 2, = 2.

1
40.- Sea f € CH(R?) y se define g(z,y) = m Suponiendo que

f(=1,3) = =1, f{(-1,3) = 2, fi(-1,3) = —3, calcular, caso de ser
posible, dg(2,3).

41.- Dada la funcién f(z,y,2) = ze™ + z2yz3, comprobar que fyy, =

fzy:c-

42.- Sea f(z,y) = arctg(y/x), x = z(t), y = y(t). Caleular f'(t), f’(t).

43.- Dada la ecuacion
[F(z) + G(y)]*e”™¥) = 2F'(2)G'(y),

comprobar que Doz # 0.

44.- La sustituciéon u = z+y, v = 2y? transforma la funcién f(u,v) en

la funciém F(z,y). Expresar en funcion de las derivadas parciales

0xdy

de f.

2 2
45.- Siw(z,y) = f(z+y)+g(z—y), comprobar que ?);;) = g;;} = f"(u) + ¢"(v),
donde u=z+y, v=o—y.

L 9%u 0%
46.- Comprobar en cada uno de los casos la ecuacién — + — = 0:

0x2 0y

(a) u(z,y) = e*seny.

(b) u(z,y) =In(z? +y?).
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0? 0?
47.- Si w = sen(x + ct) + cos(2z + 2¢t), comprobar que a—tg} =c? 8—;;

48.- Escribir el desarrollo de Taylor de segundo orden para las si-
guientes funciones:

(a) f(z,y) = e*cosy en el punto (0,0).

(b) f(x,y) =sen(x + 2y) en el punto (0,7/2).
(¢) f(x,y) =cos(z-y) en el punto (7/2,0).
(d) f(z,y) = =T+ en el punto (0,0).

49.- Contestar verdadero o falso justificando la respuesta:

(a) Si f es diferenciable, posee derivadas parciales de primer orden
continuas.

(b) Si f es continua, posee derivadas parciales de primer orden.

(¢) Sea f:R™ — R. Si fi(7) =0, para todo =’ € B,(@) y para todo
vector unitario ', entonces f es constante en B.(@).

(d) V(fg)=f-Vg+g-V7.

(e) Para cualquier funcién f con derivadas parciales segundas se ve-
0% f B 0% f
oxdy  Oydx’

rifica
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