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INTRODUCCION

Este libro cubre el programa semestral de un curso de 4lgebra, dedicado
preferentemente a estudiantes de carreras técnicas y de ingenierfa. El libro
estd estructurado en capitulos ¥ temas. Los capitulos tienen por objetivo
introducir las nociones, herramientas y resultados esenciales. Los temas obe-
decen e la voluntad de mostrar al lector, a través de desarrallos simples y
motivantes, que la matematica es algo vivo y en continua evolucidn, siendo
capaz de atacar problemas de muy variada indole. Estos corresponden, en su
gran mayoria, a aplicaciones recientes relacionadss con el material entregado
en los capitulgs, entre otras: concepeidn de circuitos, determinacién de stas
de preferencia, modelamiento de relaciones de parentesco y complejidad de
algoritmos. También, mediante algunos temas, se complementa el material
del capitulo desarrollando resultados cldsicos, a nuestro juicio importantes,
por ejemplo: la paradoja de Rusell en el capftulo Iy el teorema de Cantor en
el capitulo IV. En todos estos temas la puerta queda abierta (a través de pre-
guntas y ejercicios propuestos), de manera gue los lectores puedan investigar

'¥, en ocasiones, realizar experimentos computacionales.

En varias oportunidades he sacrificado la rigurosidad de la presentacién
en beneficio de una buena comprensién intuitiva. Esto a través de ejemplos
introductorios o verificando casos particulares y, a veces, dejando de lade
detalles técnicos. Fs mi experiencie que esta dptica ha sido muy beneficiosa
para Jos alumnos que han seguido el texto,

¥l material de base del libro estd contenido, casi en su totalidad, en los
capitulos. Por ello el lector deberd leerlos en orden secuencial. Es recomen-
dable desarroilar algunos de los ejercicios propuestos asf como al menos un
tema de cada capitulo. Esto dMtimo ayudard a una mejor comprensidn de las
nociones del capitulo, asf como al desarrollo de la iniciativa e imaginacidn

del lector.

Para el profesor de un curso semestral que utitice este texio, recomiendo
tratar los capitulos en forma secuencial, incluir en clase de catedra al menos
tres temas y, de manera ineludible, el de cardinalidad. Seria también conve-
niente desarrollar en clase auxiliar algunos de los egjercicios propuestos con
un asteriseo (de mayor dificultad) y al menos einco temas. Me parecen in-
soslayables, en el marco de una escuela de ingenierfa, los temas sobre ma-
trimonios estables, recurrencias y el algoritmo de Strassen para multiplicar

matrices.

A continuacidn detalls el contenido del libro:
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El primer capitulo trata de las operaciones légicas usuales, cuantifi-
cadores logicos, dlgebra y familias de conjuntos. Se desarrollan dos temas:
los Cireuitos Logicos y la Paradoja de Rusell. Ademis, se proponen ejercicios
de diversa dificultad.

El capitulo dos corresponde a Induccién Matemética y Recursividad.
Implicitamente se insiste reiteradamente en la nocién de proceso iterativo y
por ende algoritmico. En cuanto al principio inductivo, el énfasis no estd en
la prueba por induceidn de una férmula ya establecida sino ea el problema

global: dada una expresidn, por ejemplo una sumatoria, tratar de conjeturar,

mediante ensayos, cual es su férmula cerrada y posteriormente probaria por
induccidn. Se presenta una gran cantidad de sjemplos, algunos mostrando
cémo no hay gue utilizar la induecidn, y otros ponienido en evidencia una.
fructifera estrategia de la algorftmica actual: “dividir para conquistar”. Pos-
teriormente se desarrollan las definiciones recursivas usuales (sumatorias, fac-
toriales, coeficientes binorniales y tridngulo de Pascal) y se presentan, a través
de ejemplos, algunas de sus aplicaciones, En cuanto a los temas; todos co-
mresponden a aplicaciones del principio de induceidn y de la recursividad.

Figura aqui una demostracién, muy grafica, del teoreme de los cinco colores,

la ¢omplejidad del puzzle conomdo como la torre de Hanoi, las diversas ma-
nerzs de cortal ung pizza y la cldsica, y sin embargo tan actual, sucesién de
Fibonacci, presentada ésta en un contexto geométrico (enumeracmn de em-
. baldosados de un tablero de 2 x n). En un contexto mas estético se presenta
" una visualizacién computacional del tridngulo de Pascal, relacionada con los
recientes desarrollos en autématas celulares (paradigma del cdleulo paralelo)
¥ los denominados “objetos fractales”. .

El capitulo tres estd dedicado a la nocidn de Relacién; en & se definen
los pares ordenados, producte cartesiano, las propiedades mds importantes
de relaciones y sus represeataciones mds usuales. En particular se introduce
la nocién de matriz binaria (elementos ¢ y 1) aplicada = la caracierizacién
de una relacién. Se pone énfasis en relaciones de orden y equivalencia. En
cuanto & las primeras, se estudia, con clerta profundidad, la relacién de di-
visibilidad, introduciendo el tatarabuelo de todos los algoritmos, Buclides,
y los rudlmentos de teoria de ntmeros. For otra parte, las relaciones de
equivalencia se desarrollan en tornd a las congruencias. En los temas se
presenta una curiosa estructuracién de las relaciones de parentesco en una
tribu indigena, la nocién de base entera y su relacién con la convergeneia del
algoritmo de Euclides, el teorema de caracterizacién de soluciones para con-
gruencias lineales, el teorema que relaciona la potencia de una matriz binaris
(con operaciones booleanas) con la representacidn grafica de una relacidn, el
algoritmo de eleccidn de parejas entre listas ordenadas de preferencias y una
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relacién de orden, actualmente utilizada en fisica para modelar la dmamxca
de avajanchas.

El capitulo cuatro estd dedicado a la nocidén de funcidn y el tratamiento
algebraico de las mismas mediante imigenes, pre-imégenes y la operadién
de composicién. También se desarrollan las interpretaciones combinatoriales
mediante funciones sobre conjuntos finjtos, de nimeros factoriales y coefi-
cientes binomiales. Se termina el capitulo con la nocién de permutacién y
su-estructuracién mediante la operacién composicién, preparando asi el te-
rreno para las estructuras algebraicas. Los temas que se desarrollan en este
capitulo sen dos. El primero, a mi juicio imprescindible, se refiere 2 los rudi-
mentos de la teoria de cardinalidad, presentando el teorema de Cantor. El
otro tema tiene que ver con el modelamienio, mediante permutaciones de las
relaciones de parentesco en una tribu amazénica.

En el capftulo cinco se estudian las Fstructuras Algebraicas. La nocidn
de estructrura se introduce mediante tres ejemplos, de naturaleza aparente-
mente distinta, que obedecen a un misme priceipio: una operacién idéntica
descrita per una tabla de doble entrada. Este permite presentar intuitiva-
mente la nocién de estructura como la relacién entre objetos mediante una
operacién. Ademas, prepara ya la nocién de morfistno: tablas iguales cuandeo
se hace abstraccién de los elementos (en el sentide de conjuntos), como ma-
nera de comparar estructuras. Posteriormente, se introduce la nocién de
ley de composicién interna y sus propiedades. En este contexto, se define
formalmente la nocién de morfismo y se presentan las estructuras de grupo,
anillo y cuerpo, baciendo énfasis en. la de grupo, para mostrar que, a par-
tir de axiomas bastante elementales, es posible obtener profundos resultados
algebraicos. En particular, se demuestra que un grupo finito es izomorfo a
un grupo de permutaciones (teorema de Cayley), ¥ por ende a un grupo de
matrices de permutacién. Tambidn se desarrolla el teorema de Lagrange y el
concepto de grupo cickico.

En cuanto a Anillos y Cuerpos, se presentan diversos ejemplos, en par-
ticular las estructuras de ccngruerfcia Se termina el capitulo demosirando
que la estructura de congruencias modulo p s un cuerpo si y s6lo si p es un
nimero primo.

Los temas corresponden a una mterpretacién geométrica (en un tablero
de ajedrez) del grupo de Klein, el estudio de la circulacién vehicular en
torno a una plaza {introduciendo de paso e! andlisis de un lenguaje formal
via la nocidn de “palabras equivalentes” en un alfabeto finito) y el estudio
algebraico de un autémata celular evolucionando en una linea med:ante una

funcion suma médulo p.
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E! capitulo seis estd dedicado a dos estructuras algebraicas de gran uti-
lidad: los nimeros complejos y los polinomios. Se presenta aquf el dlgebra
usual de los complejos, su interpretacién geométrica y el cdlculo de raices
enésimas, en particular de lz unidad. En cuanto a los polinomics, éstos se
introducen como objeto formal en una indeterminada « para, mas adelante,
ver sus relaciones con la funcién asociada. Se estudia la divisibilidad, el
algoritmo de divisidn, la reductibilidad ¥ el minimo ¢omin denominador
de polinomics. “Posteriormente se estudian las rafces de un polinomio y el
nimero de las mismas. Mediante el enunciado del teorema fundamental
{obviamente sin demostracion) se determina la factorizacién de un polinomio
en factores lineales sobre los complejos y en factores lineales y cuadraticos
irreductibles sobre los niimeros reales. Se termina el capitulo presentando la
relacién entre los coeficientes de un polinomio y sus rafces.

Los temas en este caso son dos: el primero trata sobre la existencia de

raices de un polinomic real de grado impar, y el seg-undé muestra la facto-.

rizacién de fracciones racionales mediante la descomposicién del denominador
en factores irreductibles.

El séptimo y dltimo eapitulo estd dedicado al algebra de matrices. Se
presenta dicha estructura con las operaciones de suma y multiplicacién, in-
troduciendo las nociones de matriz inversa, traspuesta, triangular y diago-
nal. Posteriormente son definidas as matrices elementzles para, mediante
elles, escalonar matrices arbitarias y estudiar la resolucién general de sis-
temas lineales. En el caso particular de matrices cuadradas se desarrolla el
algoritmo de Gauss, probando que una matriz es invertible si y sélo si el pro-
ducto de los pivotes de la matriz triangular generada por Gauss no es nulo.
Se finaliza el capitulo con la descomposicién LU y el cdleulo del nfimero de
operaciones (multiplicaciones y divisiones) necesarias para triangularizar una

matriz cuadrada.

Desarrollamos dos temas, el primero dedicado a las matrices magicas-

(suma por filas, columnas y diagonales constante) y su escritura, en e} caso
3 x 3, en funciér de dos matrices particulares. El segundo tema presenta el
algoritmo de Strassen para multiplicar matrices de 2 x 2 en 7 multiplicaciones
en lugar de 8. A conlinuacidn, mediante el principio recursivo de “dividir
para conquistai”, se demuesira que, las 7 multiplicaciones de Strassen, lejos
de ser un ejercicio ocioso, permiten un sustancial ahorro en la multiplicacién

de matrices arbitrarias.

Al final del texto se eniregan las referencias correspondientes 2 las princi-
pales fuentes utilizadas en la concepcién de capitulos y temas, un solucionario
parcial de los gjercicios ¥ un glosario.
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CAPITULO I

Los cuatre punios cardinales
 son tres: el Norte y el Sur.
Vicente Huidobre

LOGICA Y CONJUNTOS
1.1 Algebra Proposicioﬁal.

La légica ocupa un lugar de primera importancia en el quehacer humano
¥y en particular en matematicas. Mucho se ha escrito al respecto y atn hoy en
dia se discuten sus fundamentos. En el marco de este curso de introduccidn
al lenguaje algebraico, estudiaremos las operaciones mis usnales en 1gica
proposicional.

Una proposzcxon l6gica la entenderemos come una sentencia sujeta a dos
valores constantes: “verdadero” (V) “false” {F¥, denominados valores de
verdad. Denotaremos una proposicién mediante letras minvsculas, p, g, 7, s,
eteétera. Por e_]empio

P “murié el roto Quezada”

g : “estoy en: medio de un tridngule”
son proposiciones que denommamos simples por no contener dentro de si
mismas otra proposicidn.

A partir de proposiciones simples podemos coastruir otras, llamadas
compuestas, mediante operaciones denominadas conectivos Idgicos. Fstas son
la negacién, conjuncidn, disyuncién, implicacién y equivalencia. Las cuales
definimos a través de fablas de verdad.

Sean p.y ¢ dos proposiciones; sus valores de verdad son V y Fylas
posibles combinaciones de estos valores son:

TN Moy
S o oy e

Para cada par de valores de verdad, segun sea la operacién definida entre p
¥ 4, obiendremos un resultado (V o F),

Negacién. Dada una proposicién p, su negacién, que denotaremos p, foma el
valor de verdad conirario a p. Su tabla de verdad es la siguiente:
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=<}ty
‘g <

A modo de gjemplo, la negacidn de “murid el roto Quezada® es “no murid el

roto Quezada”.

Disvuncién. Dadas dos proposiciones p ¥ g, definimos la proposicién comm-
puesta pV ¢, denominada la disyuncidn {“o logico™) entre p y ¢ como aquella
que es falsa sélo si p ¥ g son falsas. Su tabla de verdad es la siguiente:

p ¢ pVyg
F F F
FV 14
v F v
Vv v V

Dadas las proposiciones simples “murié &l roto Quezada”™ y “estoy en medio
de un tridngulo”, su disyuncién es la proposicidn compuesta “murié el roto

Quezada ¢ estoy en media de un tridngulo”.

Conjuncidn. Dadas las proposiciones P g, definimos p A ¢, denominada la
conjuncién (“y 18gica”) entre p y g como aquella que es verdadera sélo si p

¥ ¢ son verdaderas. Su tabla de verdad es la siguiente:

P 9 phg
Fr F F
F VvV £
v F F
vV Vv 14

Tomandeo las mismas proposiciones simples del ‘ejemplo anierior, su con-

Juneién seria “murié el roto Quezada v estoy en medio de rn tridngulo”™.

Implicacion. Dadas las proposiciones p y ¢, definimos la implicacidn,
P = g, que se lee “si p éntonces ¢” {o bien p implica ¢), como la proposicién
condicional que es falsa sdlo si p es verdaderay ¢ falsa. Dicho de otra manera,
una proposicién verdadera no puede implicar una proposicion falsa (es falso
que una proposicién verdadera implique una falsa). Su tabla de verdad es la

siguiente:
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P ¢ p=g
F F v
P v
vV F F
Vv 14

Para las proposiciones del ¢jemplo anterior, la implicacién serfa “si murid el
roto Quezada entonces estoy en medio de un tridngulo”,

Este tipo de proposicion condicional es muy 1itil exn la concepeidn de
lenguajes computacionales. En la mayoria de ellos existe una instruceidn del
tipo “si p entonces ¢”. Por ejemplo: “si = es un miémero par entonces vaya a

la instrizecién 6667,

Doble implicacidn o equivalencia. Dadas las proposiciones p y. ¢, definimos
lz equivalencia, p ¢ ¢, como la proposicién bicondicional que se lee “p si y
sélo si ¢” (o bien “p es equivalente a ¢} y que es verdadera sélosi p y g
tienen asignado el mismeo valor de verdad. Su tabla es la siguiente:

pP.g péyg
¥ F v
PV F
v F F
vV Vv 14

Considerando las proposiciones anteriores, la equivalencia seria “murié el
roto Quezada st v sélo si estoy en medio de un tridngulo”. '

Mediante las operaciones que hemos definido, podemos construir otras
proposiciones mas complejas y evaluarlas mediante tablas de verdad. Para
elio es a menudo conveniente agrupar proposiciones entre paréntesis: (5 A7),
{p = q) Vr, etcétera. Entenderemos que los conectivos 1égicos aplicadds a
una proposicién entre paréntesis operan sobre toda la proposicién al interior
de los paréntesis, Por ejemplo, (pA q) debe leerse “no es cierto que p A g”.

Desarrollemos, a modo de ejemplo, la tabla de verdad de la siguiente
proposicion compuesta: (pV§)Ap. Para simplificar Jos cdlculos es conveniente
determinar los valores de verdad de las proposiciones simples que en elia,
figuran y posteriormente calcular las compuestas, combinando los valores de

verdad ya ¢alculados.
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i 3 4

P P 7 pVe (pVIAP
FFVV vV’ 14
F V'V F F - F
vV FFV VvV F
Vv FPEF VvV . F

El cdleulo anterior se desglosa de Ia siguiente manera;

1. Se calculan los valores de veldad de 5 y §, segtin la definicién de la.

negacién, directamente de las columnas 1y 2.
© 2. Be calcula el valor de verdad de pv § (columna 5) aplicando la definicidn

de la disyuncién a las columnas 1 y 4.
3. Se calcula el valor de verdad final (columna 6) aplicando la deﬁmcmn de

la conjuncién a las columnas 5 y 3.

Mediante la proposicién légica bicondicional de equivalencia es posible
“comparar” dos proposiciones. Por ejemplo, consideremos las tablas de ver-

. dad de las proposiciones pVg y ¢Vp:
P g pVe ¢Vp (Vg e (gVvp)

=y
<y
<y
< hy
R

Vemos que pV g y g V p tiener la misma tabla de verdad como aparece
en la quinta columna, luego la proposicién {pVg) <> {gVp) es siempre
verdadera. En lo sucesivo, dos proposiciones p y ¢ se dirdn eguivalentes si
tienen los mismos valores de verdad. En tal caso notaremos p <= q.

Dencminaremos taniologia o teoremn légico a mma proposicién siempre

verdadera.
1.1.1 Tautologias o teoremas légicos.

Dadas las proposiciones p, ¢, s

Asocralivided: . .
pVigVsa) <= (pvgVvs (1.1)

PAlgAs) = (pAgiAs.
Conmumtividad;
pVg<+=>qgVp pAgegAp. (1.2)
Distributividad:
pA{gVs}e=(pAg)V(pAs) (A con respecto a V) (1.3}

pVighs)<=(pva r(pvs) {v ¢on respecto a A).

Doble negacidn:
= (1.4)

Sl

Principio de contradiceidn:

(pPAP) <=V (siempre verdadero}. (1.5)

Principio del tercero excluido:

pVpe= VL (1.6)

Leyes de Complementaciin o de De Morgan:

Vo =nrg (prge=ive (1.7)
Conimrrecz’pr.'oca: .
{p=g)={g=p) (1.8)

Otros teoremas relacionan diferentes conectivos légicos entre si:

Bouivelencia v doble :impl:icmc-idn:
(p =g} = (lp=> 0} Alg=> p)). (1.9)

Reduccidn de lo implicacisn y lo equivalencia a los conectives VoA s

(p=q)= (Vg {1.10)
P = ((BrDVpAg). (1.11)

Demostremos algunos de estos teoremas:
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El principio de contradiccidn, (1.5), se démuestra directamente de la
tabla de verdad _ [ —

: P pAp (pAD)
v F 14
F F 14 B

<

Demostremos una de las leyes de De Morgan, (1.7):

PVe =pAg

P g B § pVg (pV4g) PAF (pVg < pAg

P FV VvV F 1% v V

F VYV F V F F v

vV FFV V¥ F F v

v v B F v F F v B

También es posible realizar demosiraciones de manera algebraica me-
diante el reemplazo por tautologfas conocidas. Demostremos de este modo

el teorema (1.11):
De la tautologia (2.9):

(p=a) = (p== g A(g=>p),
de la tautologia {1.10):
= (VA (gvpe),
de la propiedad distributiva:

«=[BVgATIVIBY ) Ap]

SFEADVgADIVEBEAP) V(g AD)

Es directo ver, del principio de contradiccién {teorema (1.5)), que gAF = F
¥ que p A p <= F, de donde:

= (FAGHV(gAp)
por’ conmutatividad:

= (FrgVipAg B
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Veamos, como ejercicio, un iltimé desarrollo proposicional, utilizando
reemplazos. Demostremos la tautelogia:

v FADVPADV(BAQV(pA geV
Utilizando la conrhut-ativi.dad ¥ la asociatividad:
v [FADVEAQIVIEADY (@A),
Utilizando la distributividad de A con respecto.a Vi
we PA@VOIVIPAGY ).
Pero q;\a' g & V {principio tercero excluido, teofez_na (}.6).), de donde:
 weBAVIVRAY]L

Es directo que AV & p y, ademds, pAV & p (verifique), concluyendo
usr pVpe VE ’

Para terminar esta seccidn, sefialermos que la ldgica estard presente en
todo el libro, ya sea a través de la definicidn de conceptos (por ejemplo, las
operaciones de conjuntos) como también en las diversas demostraciones que

presentaremcs,

1.2 Conjuntos.

A menudo hemos coleccionado objetos: cuadros, mariposas, etc. En
dlgebra y en matemdticas para hablar de colecciones nos referimos a conjun-
tos. Un conjunto es una coleccidn de objetos arbitrarios, ‘

" " De una coleccién sélo podemos saber (por ejemplo, por inspeceidn ex-

‘haustiva, aunque no siempre es posible) si un objeto estd o no estd en la

coleccién. Formalmente diremos que el objeto pertenece ¢ no pertemece al
conjunto. Y rade més ... salvo quizds enumerar la coleccidn .. Io cual suele
ser diffeil o.... en algunos casos y sentidos, imposible. :

Representaremos un conjunte por las letras mayisculas del abecedario:

A,B,C,...S,... L.

Sus elementos por letras mintisculas




Si un elemento, (digamos ), estd en el conjunte C notarernos:
reC

y diremos que ¢l elemenio = perienece al conjunto C.
5i no est#, notaremos:

z¢ C

_y diremos que £ ne pertenece o C.
Hacer el inventario de un conjunto consiste en explicitar sus elemen-

tos. Por ejemslo, si el conjunto €' estd formado por los elementos a, b,¢ se
escribira:

C = {a,b,cl.

Como sélo nos interesa si un elemento estd o no estd en un conjunto dado,
es natural que el orden en que inveniariameos los elementos sea irrelevante:

C={abe}={a,cb} = {bec)
={b¢,a}={c,e,b} = {¢b,a}.

También, por el mismo argumento anterior, se tiene:

C = {a,b, e} = {a,a,a,b,b,¢,c}
= {c,a,a,b b} =... = ete.

iLas repeticiones no interesan!
Comeo no neos preocupa ninguna eventual relacidn que pudiese existir
aparte de la perienecencia, podemos

entre los elementos de un conjunto,
decir gue un conjunto es “amorfo”.
Algunos conjuntos importantes son los siguientes:
- El conjunto de los enteros no-negativos o niimeros notureles:
N =1{0,1,2,3,..} :
- El conjunto de los enteres, Z = {...— 2,-1,0,1,2,...}
El conjunto de los racionales o nimeros que se escriben de la forma p/q,
donde p, g € Z,q # 0. Este conjunto se nota .

- El conjunto de los irracionales o niimeros que no se pueden escribir
de la forma p/g (por ejemplo, v/2 como veremos mas adelante). Este
conjunto se nota 1.

- El conjunto de todos los nimeres recles, —~1,0,8.14,7,/2, ... que nota-

mos Jt.
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- Bl conjunto wacio, que notamos ¢, que es €] que no. contiene ningiin
elemento o bien aquel para el cual la proposmlon {z ¢ @) es siempre
verdadera y (I € @) es siempre falsa. .

- El conjunto universo, U, que contiene todos los elementos de un cierto’
contexto o bien aquel para el cnal la propesicién (z € U) es siempre
verdadera,

- Conjuntos singlefon, que son aquellos que contienen un elemento. Por
ejemplo {a}; {1}, {¢}, etcétera. :

De los conjuntos anteriores vemos que algunos (por ejemplo, IV, Z, {a})
se definen explicitando o enumerando sus elementos, pero otros (como R}
no pueden definirse dé esta manera. En el primer caso hablamos de una
definicién por eztensidn y en el segundo por comprensidn. Tomemos por
ejemplo el conjunto 5, de todos los mimeros reales inferiores o iguales a 3.5.
La definicién por comprensidn es la dnica posible y estd dada por:

S={zeRfz<35).

En general un conjunto definido por comprensién, se caracteriza por una
propiedad del mismo dada por una proposicién p(z) :

5= {z € Ufp(z)}

que se lee x pertenece o § si y s6lo i ln proposicién p(z) es verdadere.
En el ejemplo anterior, p(z) es la proposicidn (z < 3.5) y se tiene:

€8« plziA(z € R)

1.2.1 Igunaldad enire conjuntos.

Diremos que dos conjuntos 4 y B son iguales sl y solo 51 contienen
exactamente jos mismos elementos:

(A=B){=_@>(xeA<w):ceB) : (1.12)

En caso conirario, diremos que A es distinto de B y lo notaremos 4 # B.
De la definicién de igualdad es facil verificar que:

A=A (reflexibidad) {1.13)
A=B &= B=A (simetria) (L1




(4 =.B) A(B=C)== A=C (trensitividad). (1.15)‘

Menos facil, aungue intuitivamente directo es:
A B 4&} Existe algén elemento r tal qge.
(reAncgB)v{zr g ANz e B) (1.18)
Demostremos esta iltima propiedad:
(A# B) <= (A= B) «= “La proposicién (4 = B) es falsa”

COmo
{(A=B)=(zc A<=z EB),

entonces

(A#E){:»(A:B)fz»(zeA@meB),
pero sabemos que: ’
(pe=g) = (DAY VI (RAQ)

es-un teorema légico o tautologia (Teorema 1.11). Luego, definiendo las

proposicicnes:
p=(z€d), g=(z€B)

se tiene

ﬁ?(?ﬁéﬂj; §=(z ¢ B),
de donde:

(A£B) = er = (GAD VP A
Por las leyes de De Mergan (teoremna (1.17)}:
<> (pAg)A(pAg)
= {pvgAGVE.
Por las leyes de distributividad:
= lpvarpvipve rd

= ((pARVABRI V(A V(g AD),

pero, por el principio de coniradiccién (teorema (1.5)):
PADpES F = qAd,

ademds, dada cualquier proposicién r se tiene Ia tautclogia r vV F =, de
donde: : )
s(gAp)viprg),

rreempla.zando 40P, q:
(A# B) <= (=z EBAz¢A)V(z€ AN ¢ B),

por conmutatividad de A : & |

(A#DB) <= Existealginz tal que (t € AAz ¢ BYV(c ¢ AAzeB) B

‘Constatamos entonces que la demostracidn rigurosa {(aunque ésta no lo
es del todo por la frase “eziste algin z fal que®, que cayd un poco del cielo}
es mucho mds ardua que la intuicién que podria tenerse sobre el problema.

1.2.2 Inclisién de conjuntos.

Dados los conjuntos

B ={a,¢,21}, C={a,ezb}, A={a,z1},
es trivial verificar que A es una subcoleccién de B : cada elemento dé 4 esta
en B.
Ademés C, aunque contiene tres elementos comunes con B, no es una
subcoleccién y finalmente los tres conjuntos son distintos. :
En este contexto, diremos que un conjunto 4 estéd contenido ¢ incluids

en B o es un subconjunto de B, si cada elemento pertenecienie al conjunto

. A también pertenece a B. En tal caso notaremos 4 C B. Formalmente:

ACB+—= (z€A=z€B) (1.17)

Por ejemplo: ‘
' BICNCZCQCR

{0315 ¢ N

(€: no estd contenido en).

De la definicién es facil verificar que, dados dos conjuntos 4, B arbitra-
rios: ’




ACA ' (1.18)

4C 4 7 (1.19)
(ACB)A(BCA)¢= A=B ©(1.20)
(ACBIA(BCC)=ACC. (1.21)

. La propiedad (1.20) es importanie va que nos entrega un camino alter-
aative para verificar la igualdad entre dos conjuntos. Demostrémosla:

(ACB)A(B C A)] <= [(IGA=>$EB)/\($EB=>$€A)}
derominando p <= (z € 4),. g+ (z € B):
[(4 € B) (B S A &= [(p=> 1) A (g => o).
Finalmente, utilizando el teorema ogico (1.9) obtenemos (1.20):
(ACB)A(BCA)| e (zcdesrcB)«A=5 B

Dado un conjunto A4, sabemos que ¢ € A C A. En este contexto, ¢, A se
denominan los subconjuntos triviales de 4. Un conjunto B estrictamente con-
tenido en A, es decir que exista al menos un elemento de A gue no pertenece
a B, se dird un subconjunto propio:.

BC A+ (BCAA(BA. (1.22)

A partir de la nocidn de inclusicn (1.17) ¥ dado un conjunto A, definimos el
conjunto de las paries de A, que notamos P(A), como el conjunio de todos
los subeonjunios de A : :

P(4) = {X/X C A}. (1.23)

Es importante notar que P{A4) es un conjunto cuyos elementos son conjuntos:
una coleceién de colecciones. Por ejemplo st A = {a, b, ¢}

Pla)= {¢.4a}, {8} (e}, {a, B}, {arc), {b,c}. {a. b, & 1}
1.2.3, Diferencia y complemento.

Dado un problema éslﬁeciﬁco de algebra, usualmente es necesario definir
el conjunto mas grande que sirva de marco al problema. En tal sentido

notamos U7 come el conjunto universe, de manera que cua.lquler conjunte
A que utilicemos esté contenido en U (ver también pigina 27). Si, por
ejemplo, estamos trahajando con conjuntos de ndmeros enteros, I = Z.
Con conjuntos de letras, I serd el abecedario, etcétera. -

- Otra relacién na,tural entre conjuntos es Ia. diferencin. Sear, por ejemplo,
los conjuntos A = {a,b,¢ d} B = {a,be}. 5 al conjunto 4 le “sacamos” los
elementos comunes cort B se obtiene el conjunto {¢,d}. Si a B le “sacamos”
los elementos comunes con’ 4 obtenemos el conjunto {e} De maners formal,
dados dos con]untos A, B se define su diferencin come sigue:

A\B={zcUjze Ars B} 29

o bien- . ‘
tEA\Be={zcdrz ¢ B

Tomando un universo U, la diferencia de un conjunte con respecto a U se
denomina complemento: Dado 4, U\ A se define como el complemenio de
A con respecto a U y se nota:

Cul(A) = U\ A. (1.25)

Luego CyA4) cont1ene los elementos que pertenecen a U ¥ que no pertenecen
a A, 8 convenimos que U es el universo suele notarse:

2 € Cy(A) ==z ¢ 4,
subentendiendo que los elementos ¢ ¢ A son elementos de U | 4.

Por gjemplo: dado U = {a,b,...,2z}, 4 = {a,e,4,0,u}, Cu(A) es el
conjunto de letras consonantes, Dado U=N,yel con}unto de nimeros
pares, P={seNjfz=2nncN):

CyllPy={z e N/z=2n+1, ne N},
que es el conjunto de los nimeros impares. 7

Dos propiedades de base de la operacidn compiemento son: -

ColU)=¢, Cul¢}=U ' (1.26)
Cu((Cu(A)) = 4. (1.27)

Demostremos {1.27)

€ CulCulA)) == 1 ¢ Cu{A) «= @ CU Az £ A)
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) = ((zgU)V(zed) >z A _
Luego, de la definicién (1.12), de igualdad de conjuntos, se obtiene la pro-
pledad B . :

1.2.4 Unidn € interseccién- de conjuntos.

Entre conjuntos, tal como entre proposiciones, es posible definir dos
operaciones, la unidn y la interseccidn de conjuntos. Sean por ejemplo
A=labe,d},B={abyz). S

Constatamos que {a,b} es exactamente el conjunio de los elementos
comunes entre A y B. Por otra parte {a,b,c,d,y,2} es €l conjunto que
contiene los elementos de A y también los de B. _

Form_a.lmenf;e, dados los conjuntos A, B definimos su infers eceidn comd
el conjunto de los elementos comunes a A ¥y B que notamos A1 B :

ANB={z/ze Arc€ B} g (1.28)

o bien )
z€ANB = (zc Ayr{z e B).

Diremos que dos conjuntes son disjunies si y sélo si su interseccién es el

conjunto vacio. .
Definimos la unidn de Ay B, como el conjunto que contiene los elementos

de Ay de B, que notamos AU B : '
AUB={zfz € AVz € B}, {2.29)
o bien
z€AUB == (z € 4)V(z € B}
A modo de ejemplo, dados los conjuntos
A={1,z,2),B = {2,z,y},C = {l,a,2},
se tiene: :
ANB={z},AnC={1,2,BNC=¢(ANB)nC=4¢
AUB = {1,2,3,'y,.z};A W ={l,a,zz}
BUC =11,2,a,7,1,2}, (AU BYUC = {i,2,a,2,y,2}

(ANBYUC ={1,6,2,2},{ANC)U B = {1,2,7,y,2}
(AUBYNC ={1,z},{AUC)N B = {z}
(BUuC)NA=A={l,xz2}

(AuB)N(AUC)= {1,z,2}.
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1.2.5 Diagramas de Venn.

Dado un conjunto universo U, representado por un rectdngulo, podemos
visualizar un conjunto A € U como una circunslerencia o elipse contenida en
el rectangulo. Mediante esta iconografia podemos représentar las operaciones
entre conjuntos, en la medida que no se involucren demasiados conjuntos.
Cbviamente el dibujo sél6 constituye una ayuda grafica y.en ningdn casc una
demostracién de las propiedades que en €l se observan, Algunos ejemplos de
diagramas de Venn son los sigulentes:

1 2




1.2.8 Algebra de conjuntos.

Algunas propiedades de las operaciones complemento, interseccidn y
“unién son las siguientes: '

C’Onmuiatividmd.
AUB=DBUA AnB=BnNA (1.30)
Asoctatividad. 7 : 7
: AUBUC)=(AURUC s 31
AN(BNC)={AnB)nC. (2.81)
Distributividad. '
AU(BNC)=(AuB)n(AuC) (132
AN(BUCY={(ANBYU{ANC). -32)
Leyes de Complementacidn de De Morgam:
Cu(AUB) = Cuy(A)NCy(B) (1 33}
Cu(ANB) = Cy{A)u Cy(B). '
ACAUB A BCA uB
{1.34)

ADANB A B2ANBE.

Demostremos la propiedad {1.33): Cy{d U B) = Cy{A) 0 Cu(B).
TECU{AUB) &> € AUB <= [z € (AU B)), .
de la definicién de AU B {ver (1.29)):
—EcAVzeD),
de De Morgan para proposiciones Mgicas {teorema légico (1.7)):
= @eArEel) = a ¢ AAz¢B)
<= (z € Cy(A)) A(z € Cy(B)),
de la definicién de interseccion, (1.28):

=z e Cy(A)NCy(B) B
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1.2.7 Diferencia simétrica.’

Otra operacién il entre conjuntos es la siguiente: dades dos conjuntos
A, B definimos su diferencio diméirica, que notamos ANB, como el conjunto
de los elementos que pertenecen a A\ B 6 B\ A:

AAB = (A\ B)U (B \ 4), (1.35)

o bien .
(:.,"EAAB)@[(JGA\B)V(IEB\A)}.

AnB = {ANB) u (B A}

" Del dizgrama de Venn constatamos gue:

AAB ={AUB)\[ANB), : {1.36)
pero esto no constituye una demostracién. Verifiquemos rigurosamente esta
identidad:
re(AUB\(ANB)& (z ¢ AUB)A(z ¢ ANDB)

@ (r€AVz € B)A{(z ¢ ANB),

distribu};endo

s (zeArz ¢ ANB)V{z € BAz ¢ ANB)

slrcAr(zd AvzgB)Vz e BA(z ¢ Avz ¢ B},

distribuyendo o
elzcArcg A)V(zeAras g BV cBres g Ajvi{zeBAs ¢-B),
por el principio de contradiccién (Teorema légico (1.5)

s [Fv(ze Ars g BV e Baz ¢ A)VF]

pero, para cua.lqu.ier proposicién p, F V p & p, luego,

w{ze ANz g B)V(zeBAaz¢ )
@(a:EA\B)V(::EB\A)#mE{A\B)U(B\A}#z(EAAB B

Qtras propiedades de la diferencia simétrica aparecen en los ejercicios

. del capitulo.
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1.2.8. Conjuntos finitos ¢ inflnitos.

El conjuntoA {a,b,c,d} txene4elementosyesﬁmta N ={0,1, 2,3, -}
es un conjunto fafinite. El conjunto de los nimeros reales, IR, ta.mblen es

infinito y no es posible deseribirle por extensién.
Dade un conjunto finite (niimere finito de elementos} A, deﬁmmos el

carding! como el nimero de elementos de A, Esto lo notamos:

jA! = nimero de eiementos de 4. (1.37)

En alguros textos también se utiliza la notacién cord(A4).

Por ejemplo, sea A = {a,b,c}, luego |4] = 3. Adema.s dado que el
conjunto de las partes es el siguiente:

Pl4) = {45; {a}, {8}, {c}, {a, 8}, {b, C}f {a,C}, {a,,c}}-

IP(A)} = 8 = 2% = 2! Demostraremos mas adelante que esta propiedad
se verifica para todo conjunio finito, También es direcio de la definicidn que

el =19.
Una propiedad no trivial es la siguiente:

" Dados dos conjunios finitos 4 y Bi
[AUB|=[A| +|B|-]An B| ‘ ©{1.38)

Basta observar que en [A4| + !B! se consideran dos veces el niimero de
elementos de 4 N B.

Una demostracién formal, que utiliza subindices para distinguir los ele-
mentos de los conjuntos A, By AN B, es la sigulente:

Sea ANEB = {cl, ,€p}, luego los elementos comunes de A y B son

£3:; Cp. Supongamos que, aparte de estos elementos, 4 y B poseen otros:

A ={a1, .y 0m, 1,y Cp)

B = {b],...,bn,cl, ...,Cp},

donde: -
{a;eA)A(a;éB) 1L i<m

(eBA(b;¢a) 1<j<n
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Tenemos entonces:
A UB = {al, .,.,am,bl, ...bn,cl,...,c?},

de donde

[AUB|l=m4+n+p
=(m+p)+(n+p)~+p=(m+p)+(ntp)—p
=|Al+|B|-|AnB| B

Observemos que si AN B = ¢, er}tonces lAU B| =]A]+|B].

Para el caso infinito la nocién de cardinalidad se complica. ya que hay
“infinitos” de distinta naturaleze. Es claro que JR tiene mds elementos que
IV, pero no es nada claro que, en algin sentido, los elementos de W y &
pueden asociarse uno a uno. Situaciones como ésta nos llevardn a exponer
los rudimentos de una ieorfa que nos permita entender distintes tipos de
infinito. Trataremos esto en el tema Cantor cerdinalidad y ofros resbaladeros

del capltulo V.

1.3 Cuantificadores ldgicos.

En elguna de las demostraciones anteriores aparecen frases del tipo
“existe algin x en A tal que ...” o bien “para todo x en A...”. Para formalizar

esto notaremos:
Existe algin elemento z en el conjunto 4) <=3z ¢ A
g ]
{Para todo = en €l conjunto A} <= ¥z ¢ A.

En el primer caso, la existencia de algin elemento z en A no implica que

éste séa 1inico. En algunas situaciones es conveniente resaltar su unicidad:

“existe un inico elemento z en A" = 3z € A.

Tomemos una proposicién p(z) donde x es elemento de un conjunto
universo /. Diremos que U es el dominio de esta proposicién. Claramente
p(z) puede ser verdadera o fzlsa, de acuerdo al elemento particular de U en
que sea evaluada. Por ejémplo, dade la proposicién p(z) = (z = 1 = 0} en
IN, p(1} es verdadera y p(0) es falsa.

Formalmente, definimos los cuantificadores iégicos, sobre proposiciones,
como sigue: dada una proposicidn p, con dominio U, le asociamos el subcon-

junto de IV donde p es verdadera:

A= {zelU/p(z)}
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Se definen entonces las proposiciones:

(Vo€ Uhl(s) & (A=0) ()

(3 € Upls) + (4 ¢) | C (tao)
(3l € Upla) & (4 = {u})fu € V). (141)

La equivalencia (1.38) dice que la proposicién {¥z € U)p(z) es verdadera
st v solo si el conjunto de valores donde p es verdadera coincide con el dominio,
U. Anilogamente, la proposicidn (Jz € U)p(z) es verdadera si 'y sélo si
el cdnjunto de valores donde p es verdsdera es no vacio. Obviamente, las

proposiciones (1.39), (1.40),(1.41) pueden ser verdaderas o falsas, de acuerdo -

a las caracteristicas del conjunto A,

Consideremos, como ejemiplo, el universo 7 = IV y la proposicién
pln) & (nespar). Asf, A = {p € WN/p = 2nn & N}, es el conjunto
de los nimercs pares. Luego, de acuerdo a (1.39), (1.40) y (2.41):

(vn € Wipin) & F
(Bne Nip(n) & V
(3ln € WN)ip{n) & F.

Otros ejemplos son los siguientes:

{3z € IN)(zx es divisible por 2) es verdadera.
(Vz € Iz es divisible por 2) es falsa,

vz € R)(z* +z =) es falsa.

(3ze ﬂ'?)(.:r2 + & = 0} es verdadera.

(Fz € R)(2? + 2= 0) es falsa.

(Jz € Z)}(=z? +2* = 0) es verdadera.

1.3.1 Negacién de cuantificadores.

Dada una proposicién p con dominio U, las negaciones de (Y2 € U)p(z)
¥ (3z € U)p(x} son las sigulentes:

[(Vz € Ulp(x)] +==> (3= € U)p(x) (1.42)

[(Fz € D)pla)) <= (V2 € U)p(z). (1.43)

Demostremos {1.42).

e T 2

e B R R

De la definicidn 7(1.39):
(Ve € Ulp(z) = (4 = 1),

luego

(V2 € Upla)) = TA=D) == (A £ ),

 delz definicién de igualdad entre conjuntos (identidad (1.12)) ¥ como A S U :

= (Fa)z e Unz ¢ A)
e (Ga ¢ A)
= (e e U)pls) E

A modo de ejemplo, neguemos la proposicién: - .
v(g, &) & (Ve > 0)(3é > 0){[z — zof < 6= |y — o < ).
Para ello, consideremas la proposicién

ple) & (36 > 0)(|z — 2] < & = |y — po] <€)

Notemos, ademds, que (Ve > 0} & (Ve € /R, ), donde IRy es el conjunto de
nimeros reales positivos. Tenemos entonces directamente de (1.42):

5(e,6) ¢ (Ve > 0)p(e) & (Ve € Ry )ple) © (3e € Ry)p(e).  (1.44)

Desarrollemos ahora p(e):

Be) & BES O) (e —za] <5 = [ 3ol < &)

& (36 Rz —zo] < 6= |y — o] < &)

& (V8 € By )z — 2ol < 6= [y~ 0] < ). (1.45)
Para determinar la negacién de {[z — 0] < § = ly — vo| < €}, definiamos las
proposiciones:
g(8) & (lz — 7ol < §)
re) & (Jv—wl <e).




Se tiene entonces:
{g(8) = rle)) & [(lz — 2ol < b} = (ly —wl < €)]-
Pero, utilizando el teorema Iégico (1.10), escribimos la implicacién:
{g(6) = r{e)) & (g(8) v r{e)}.

Luego:

(le — 2o < 6=+ ly —yal < &) & (g(6} v rie)),
del teorema ldgico (1.7), de De Morgan:

« (g(8) A 7(e)).

Adenids, 7(s) & (7 = ] < ) & (Jy — o] 2 ¢), obteniendo

e =20 <2 0= <8) & [(fe = 20l < 6 A {ly ~ 3ol 2 ).
Reemplazando en (1.45)
ple) e (V6 € Bl - 7ol < ) A(ly — yo| > €]
. Reemplazando en (1.44);

e, 6)  (Je € Ty )(¥8 € Ry)l(le — 2] < 6) A (ly = ol 2 )]
& (Je > 0)(¥8 > O){(lz — ol < &) A(Jy — wo] 2 €)],

gue corresponde a la negacidn de vie, §) B
1.4 Indices, familias de con_]"untos ¥y particiones.

Supongamos una coleccién de conjuntos 4;, As, ..., An. Esta coleccién
la podemos agrupar en otro conjunto, denominado familia de conjuntos,
{4, 4z,..., An} osimplemente {4;}1, o bien, {4;}icr, donde I = {1,2,...,n}
es un conjunto llamado de fndices.

También podria tratarse de una familia infinita; por ejemple si el con-
junto de indices es:

I=‘]P ={0,2,4,8,..}, =N, eicétera,

en ambos casos notamos la familia {4;}ier.

RS ARSI 5 e it i s A

Por ¢jemplo, {A,’},‘Ep = {AO,AZ,'.-,A2'1, ..}, {A{},‘EN = {Ao,Al, R P }

Dada unz familia de conjuntos, {A;}:cy, definimos su unidn e inter.
seccién de la manera siguiente;

zel)aies (Fel (xci) (1.46)
el

ze(JAie=(viel) (z€4) (14
el

Dadoun conjunto 4, diremos que la familia {A;}ics es una particién de
A sty s6lo si verifica: .

(A £ S)Vie ) (1.48)
A=|J4 (1.49)

et
(Vi j€1) (i#j=>Aind;=d) (150

Por ejemplo, si A = IV, una particidén estaria formada por los conjuntos
de niumeros pares e impares: 4; = {0,2,4, ...} ¥ 42 = {1,3,5,...}.

Para familiarizarnos con “familias™ {jvalga la redundancial), considere-

mos C = {Aitiene, (V" = N\ {0}) tal que U= {J Aiy (di #¢}(Vi €
eV

IN¥). Es decir, la familia C cubre el conjunte U, pero no es necesariamente
una particién. Sin embargo, podemos construir una particién de U, a partir
de €, utilizando el procedimiento siguiente:

Construyamos la familia ¢ = {B;}iep-, definida como sigue:

.Bl =A1
BZ = {42 \\Al
Bg = Ag \(AI UAQ)..

En general:

n-1
Ba=4\|J 4 n2>2

i=1

Intuitivamente, al construir B, le “quitamos” al conjunte A, todos los ele-
mentos que han aparecido previamente.




Demostremos que la nueva familia, C¥, compuesta por los conjuntes no
vacios de €] es una particién de I7. Antes de esto, veamos un ejemplo:

Supongamos que se Hener siete conjuntos {43,
A= {1,4,6,7,10,12}, 4,={1,2,5,6,}, As={2,4,5,7,10}, As={1,3,10},
As = {2,3,4,9,10), As = {4,5.6,7,8,9,11,12}, A7 = {1,3,5,7, 10, 11,12},

12

contenidos en un universo U = {i}32,. Luego,

By = Ay = {1,4,6,7,10,12}

By =As\ A = {2,5} .

By = As\ (A UA)=¢

By ={3},Bs = {9},Bs = {8,11}, By = ¢ Vk>T.
La particién del conjunto I/ es C" = {B;, By, By, Bs, Bs}. .

Desarrollemaos shora una prueba formal de la propiedad. Sin pérdida

de generalidad supongamos que C" = {B:}lief, 7 € IV*, es la familia de
conjuntos no vacfos. Se debe demostrar que estos conjuntos son dos a dos
disjuntos ¥ gue su unién corresponde al conjunte U,

- Verifiquemeos primero que los conjuntos son dos a dos disjuntos. Tome-
mos dos indices n,m € I*,n > m. De Ia definicidn:

* n~—1

rEB,lﬁ(%EAn)A(IQ U 49,

i=1

como i > i, se tiene B,, C A,, C U:-:l] A;. Asi, z ¢ B, y entonces
z ¢ By By,

De donde es directo concluir:
B.NBrp=¢ ¥Yn,meln#m.
Veamos, finalmente, qué sucede con la unidn:

relJBie(@nelncB)
ied
n—1
@ (Enelze A | 4))
. F=1
=(Inelzed)ere UA,~.
e

Luego; Uie; Be € Upep Ai =T

natural mds pequedio tal que 2 € A,

En el otro sentido, ¢ €| J;cpy» Ai & 31 € V', z € A; Sea n el nimero

Es decir, ¥7 < n,z & A;. Luego:

(z€A,)A(z ¢ 4;) (¥i<n—1)

o1 e dn\

n-—1

U A; =B,

=1

Z}SEEUB;’

De donde, ;e; Bi = Uign- 4i = U.

Hemos demostrado entonces que |
conjunto I/ &

icr

a familia {H;)ier €8 una particidn del




Ejercicios.

Algebra proposicional.

1.

2.

Demuestre las tautologias {1.1) - (1.10), dadas en &l capitulo, mediante
tablas de verdad. .

Demuestre las tautologias o teoremas légicos:

(a) pVp<=p; phAp=p

(b} pAV == pn. '

(¢) pVV <= V.

(@) p=={pVy)

(e) (pAq)==pi(pAg)=+q.

B lp=grlge=r)==(p=r)

(g) (pA(p=>q)) = ¢.

) (p==p)=p
(@) pAi=q)= (p==q).
@ Prgd={pVee(peq)
Demuestre, sin utilizar tablas de verdad {mediante reemplazos):
(a) (p=>q) = (p==>73).
(B) (PAQV (BAg) &= (p=>q).

- Dé una expresidn légica que sélo contenga a los conectivos —, A, V de las

expresiones:

(@) {pAg) = (pV e (pe ).

) (pe=qg)=(prg).

() (pe==ge=r)

(d) ((p=q)A(g=5)) = (p = ).

Determine todas las proposiciones Iégicas simples que pueden formarse
con py ¢ {todas las tablas de verdad y sus expresiones 16gicas).
Discuta si, para cualquier valor de verdad de p,q ¥ 7, son siempre ver-
daderas las siguientes proposiciones:

(a) (P a)e (Be )

(b) (prd)=(pVva) e (peq). :

Niegue y simplifique: (es decir exprese la proposicién de la manera mds
simple posible). ' '

(a) pAlgVr)A(BV V). '
(B) prAg=r. : ' i

(c) p==gAr

Se define la operacidn “o” ezclusivo como: (p¥g) e (pVO ARG

(a) Encuentre la tabla de verdad del operador V. ‘ .
Pruebe las tautologias:

44

(b) [pA(gvr)] & llp A gq)¥{p A7)}, (6 sea A distzibuye cada una a V)
(c) (pvg) <= (p @g), (o sea, “dos proposiciones equivalentes no pueden

ser excluyentes”).
9. Dadas las tablas siguientes:

- p g 7 red P g r luz
v VvV Vv F Vv V. V. Vv
vV vV F F vV V F V
VvV FV F v F V F
vV FF V Vv F F OV
FV V V FV vV F
F Vv F V F Vv F F
F FV F F FV F
F F F V F F F V

Encuentre las expresiones mas simples para las proposiciones red y luz.
10. Resuelva este problema y construya otros anélogos:
Hay dos puertas, una conduce al cielo, la otra al averno. Hay dos
guardias que sélo responden “verdadero” o “falso” a las preguntas de

las almas que por alli transitan. 7
Ademis uno de los guardias siempre dice la verdad y el otro siempre

miente.

Determine una dnica pregunta tal que, independientemente del guardia
al cual se interrogue, permita tomar el caminoe al cielo. ,

Indicacién: Formalice el problema en términos de proposiciones l6gicas.

-

Con_-iuntos.

11. Demuesire todas las propiedades enunciadas en el texto.
12, Demuestre Cy(A)=¢ == A=U. Cpy{d)=U <= A =¢.~
13. Demuestre:
(a) ((AC C)A(BCC)) = (AUR)CC.
b)) (CCANCCR)=CCANE.
De (a) v {b) concluya que:

{c) La unién entre A y B es el conjunto mas pequefio {segiin la in- 7

clusion} que contiene A'y B.
{d) La interseccién entre A y B es el mayor conjunto comin {segin la
inclusién} que estd contenido tanto en A corno B.
14. {(a) Demuestre que [(AUX = AUYIA(ANX =ANY)| o X =Y.
(b) Demuestre: _
XCY S AN[XU(B\VANX)CANY)U[(ANnB)\(4\Y)).
15. Demuestre que {A\(BUC'), B, C'\ B} es una particidén de E = AUBUC.




16,

17.

18

19.

Demuestre:

(2) (4\B)\C = A\(BUC).

(b) A\(B\C)=(4\B)U(4NC),

() AU(B\C) = (AU DB\ (C\ 4).
(d)Aﬂ(B\C)—(AﬂB)\(AﬂC) .
Demuestre que si A4, B, son conjuntes de un universo U, se cumple
que:

AN(BAC)={ANnBIA(ANC).

Sean A, B conjunios arbnramos Demuesire:

(a) 4AB = BAA.

(b) AA(BAC} = (AABYAC.

(¢} AA¢ = A.

{(d) AAA = 4.

(e} AAB = C s== ANC = B,

Dernuestre

(a) AC B'== P(A) CP(B).

(b} P(AU B)D P(AYUP(B)  (ies verdad la inclusién inversa?),
{e) P(ANB)=P{AYNP(B). -
{d) P(A)=P(B)== A =B.

. Sea 4 en un universo IJ.
"{2) Defina adecuadamente CTPLA4)].

{b) Encuentre una relacién (inclusidn, igualdad, etc.) entre P(Cu(4})
y CIP(A)].

. .Qué sucede si en lugar de representar conjuntos mediante circulos {en

los disgramas de Venn) se representan con cuadrades?, jo trlangulos‘?
Discuta.

Cuantificadores Légicos.

22,

Determine si son verdaderas o falsas las proposiciones: -
(2) (e e ), (z"=1).

(b) (Yr e R), (z*=0)

(c} (Fze ), (r-1=0)

23. Discuta los valores de verdad de:

(a) (Yo € {a,b,c,..2,p,2}) (e = z).

(b) (Ve € {a,b,c,...,z,y, 2} ) # 2).
{c) (Jo e {a,b,c,..,z,y, 2} )(a # 2).
{d) (Ge e {a,be,..., 29,2 o = z).
{e) (Ja e {a,b, ...z, y,2})e=u) -
(f) Sla € {a,b, ..., 7, y,2) )= a)”

24. Niegue las proposiciones

25.

(a) (Yae INY¥bc W) (3p € Z)Iy € Z)lax + by = 1).

(b} (¥ >0)Am e R)[(¥z < §, m > z) A (Y > ﬁ‘ m < z).
{a) iCul es la negacidn de (3lz € U)p(z)?

(b} Niegue la propesicién: (Vy € R¥)(3lz € B )(2? = ).

Familias de Conjuntos.

26.

27.

* 29,

Sea la familia {A,bpew-; V' = W\ {0}; A, = [-2n,3n], intervalo de

numeros reales. Determine | A4, N Aa.
. €N TN
Dada la familia {4;};es; pruebe que, dado un conjunto 4

An{l) A= U(4n4;)
i€l ief

AU (stA") = QI(A U A

. Enuncie y demuestre las Leyes de De Morgan para el complemento en

el caso de unién e interseccién de familias arbitrarias de conjuntos.
Sea la familia de indices W* = I\ {0} v la familia F = {4} e

Se definen LI{F).= eLipv' (LQ Aryy LS(F) = Ggw (J.L>J Ag)

~{a) Demuestre que LI{F) C LS(F).

Si se tiene gue LI(F) = LS(F), se define
LI{F}y= LS(F)= L(F).
{b) Demuestre que si A C Ap; Yk € IV, entonces existe L(F) v
ademas:
LFy= | Aa.
n€iN=
{¢) Demuestre que si A 2 Apey ¥k € IN”, entonces existe L{F) y

L= () A,
. nEMN"
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TEMAS C..APITULO' I

1. Circuitos légicos.

2. De ¢éimo el barbero no tiene guién lo afeite,
) ) ’ el cartero no tiene quién le entregue su correspondecia
: ¥ ¥ Rusell construye su paradoja.




1. Circuitos légicos.’

! : . ' Defiramos un interruptor P, de la marnera siguiente:

O cerrado (pasa corriente)

3 ' O/O abierta (no pasa corriente)

Dada una proposicidn 1ogica p, hacemos la ideatificacidén:

I P
F ablerto
¥V cerrado.

Podemos interpretar la conjuncion y disyuncidn 18gica como sigue:

i ’ e - Q . -
:' ' prg —— g o J o Circuito en
¢ SERIE
&
) O
pvq ey — i [Circuito en
O/ a PARALELD
O

Dado un interruptor P designamos P comno ofro interruptor que esta
abierto s1 v sdlo si P estd cerrado:

P ' ‘ P
— o o
P P
Obviamente un interruptor P modela la negacién de una proposicién

Igica:

i . Una manera fisica de construir un interruptor P es Ia sipuiente:




SUP——

i En el circuito del ejernplo 6 la corriente pasa si y .sélo si P estd abierto
i ¥ @ cerrado o P estd cerrado v Q est4 abierto. Esto es facil de verificar pues

_ _ _ este circuito es equivalente a la proposicién (p A g)V{p A g), correspondiente

¢ - [Circuito asociado a P| al “o exclusivo”.
P - —— : '
Cwemalr | = iCircuito gsgciado a P . Realicemos mediante un circuito la Proposicién: r <== (p A g A s) V
! TN TP , ' ; (p A g A F) Construyendo ahora “fisicamente” los interruptores S y Q :
Ejemplos ‘ Interruptores para la Negacion:
— ™ -
o P ( _
——d o P sl - . b 5
Q o o
d o ' "O\ 0 —° /Oﬁ—
R OP—C{ q N ¢a (Pﬁ T
. - j' LN i (g
De la toutologia {p.ql r <> (p~r)v{g~r) se cbtiene: o _O/E o
B ) | . o3 ¥5
3 P R o ' 5 ' 5
P Ol @
o o Q —
BE L O e Q ° L Circuito asociado a 1a proposicidn r-
L o] oo’ | o T

0

L :
{E | P q R | — O—&o—
- - - % S 4
(prg)v{g rIvs | == C
1] R
- - ‘ / Desarrollemos la aplicacién siguiente: _
F Y : : ]
= : P P Siempre
= _&O_O_O_“ ébierﬁo : Se pide construir un circuito para un dormitorio que tiene sdlo una
~ : lampara que requiere de dos interruptores: uno en la puerta de enirada y
{IE P 1 otro cerca de la cama. Fl circuito debe funcionar de modo que cada interrup-
——alJ OOy . . .y . 4 .
, : tor, independientemente de la posicion del otro, apague (si estd prendida) o
{(p~g)v{p~qQ)| = — _ — . 7 " prenda (si est4 apagada) la luz.
g P O/ OQ - . Sean Py ) los contactos correspondientes a los dos interruptolres.




Tratemos de resolver el problema mediante una proposicién 16gica r de
manera que si ella es “verdadera”, al cambiar p o g .sea falsa o viceversa. Seca

" la tabla:

R I ]
g e
=ty s

Vemos que, en lenguaje informal, si p = ¢ = F(r = V), al cambiar p = V
se obliene r = F. Anilogamenté sip = ¢ = V(r =V}, al cambiar p o ¢ se

obtiene r = F. _ . . ,
Por otra parte, si el valor de verdad de p y g es distinto (es decir 7 = F),

{(p=FArq=V)o(p=V Ag=F)), al cambiar p o g se obtiene r =V

Luego la proposicidén » asociada es:
T = {p <= q)

Del teorema 1.11 del Capitulo se obtiene:

re= (pAGV(PAT)

En términos de circuito:

oo

P /.0

0 bien, construyendo Yos interruptores Py Q:

= T

Extendamos el ejemplo anterior al caso en que deseamos encender o apa-
gar la ampolleta con tres interruptores independientes. De manera andloga
al caso de dos interruptores, asociemos al circuito deseado una proposicién
s, de manera que si ella es verdadera, &l cambiar p, ¢ o r (las proposiciones
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asociadas e interruptores P, @ y R) sea f_ajsa o viceversa. La tabla de verdad

es la sigulente:

g S S <t
Ny < e
Sty <y
W R < w

Es directo verificar que la proposicién asociada es
s (perg) &

En efecto, si py ¢ tienen distintos valores de verdad, entonces, el valor de
verdad de {p < ¢} es F. Luego, en este caso:

s (Fer).

Esto significa que s cambia su valor de verdad de acuerdo al valor de la
proposicidn 7: si r es falsa, s es verdadera, Sir es verdadera entonces s es

falsa. :
St py ¢ tienen el mismo valor de verdad, entonces {peag)es verdadera

¥ se tlene, en esta situacion:
s (Ver)

Seac & (p & g). Luego la proposicidén que nos interesa, tiene la formas:
s& {cer).

Denominaremos C' el circuito asociado a ¢ y C el asociado a & En este
contexto, y de acuerdo al circuito asociado a una equivalencia (ver ejemplo

2), el circaito 5, asociado a s, es el siguiente:
Circuito 5.

€ b 0B
Como (' es el circuito ascciado a {p < ¢}, del ejemplo 2 se tiene:

i

R

<
(&3]



Tratemos de resolver el problema mediante una proposicién logica r de
manera que si ella es “verdadera”, al cambiar p o ¢ sea falsa o viceversa. Sea

la tabla:

< < Mg
= e
<y

" Vemos que, en lenguaje informal, si p = ¢ = F(r = V), al cambiar p = V

se obtiene r = F. Andlogamente si p = ¢ = V(r = V), al cambiar po ¢ se

obtiene r = £\ o 7 }
* Por otra parte, si el valor de vérdad de p y ¢ es distinto (es decir r = F,

flp=FAq=V}a(p=V Ag=F}), al cambiar p o g se obtiene r =V
Luego la proposicidn r asociada es:

r 4= (p <= q).
Del teorema 1.11 del Capitulo se obtiene:
re= (pPAGV(BAG

Entérminos de circuito:

' o é e '
{3

0 bien, construyendo Jos inlerruptores Py @

R

Extendamos el ejemplo anterior al caso en gue deseamos encender o apa-
gar la ampolleta con tres interruptores independientes. De manera anzloga
al caso de dos interruptores, asociemos al circuito deseade una proposicidn

s, de manera gue 5 ella es verdadera, al cambiar p, ¢ o r (las proposiciones

asociadas e interruptores P, ) y R) sea falsa o viceversa. La tabla de verdad

es la siguiente:

R G R RIS
wm<<wwvﬁg
My <
MRy gy < w

Es directo verificar que la proposicidn asociada es
se(peqer

En efecto, si p v ¢ tienen distintos valores de verdad, entonces, el valor de
verdad de (p < ¢) es F. Luego, en este caso:

s<=>(F<:>r).

Esto signiica que s cambia su valor de verdad de acuerdo al valor de la

proposicion : si r es falsa, s es verdadera. Sir es verdadera entonces s es

falsa.
Si py ¢ tienen el mismo valor de verdad, entonces (p < ¢) es verdadera

y se tiene, en esta sifuacidn:
5 & (V & 7).
Sea ¢ & (p & g). Luegala proposici(’)ﬁ que nos interesa tiene la forma:
‘ s& (cer)

Dencminaremos C' el circuito asociado a ¢ y C el asociado a ¢. En este
contexto, y de acuerdo al circuito asociado a una equivalencia {ver ejemplo
2}, el circuito S, asociado a s, es el siguiente:

C—o/o&“

1 (Circuiw s

Como C es el circuito asociado a (p < g), del ejemplo 2 se tiene:

gl

ot
cn




La construccién previa puede extenderse de manera natural 2] caso de n
interruptores. Si hemos logrado construir un circuito que apague ¢ endienda
una ampolleta con n — 1 interruptores independientes (denominemos C;_;
este circuito), al agregar uno mds, el interruptor Ry, tendremos el circuito:

,P:/_ Q_ : . o .
: : : Circuite C ' ‘
’ i P /ol ' |
) - O/OR"

Co-1

CircuitoCy

Por otra parte, como € & {p= q) < (F & g} {verifique], obteremos, del
ejemplo 2:

ol o o8
ﬂM}

Concluimos entonees que el circuite solicitado es ' ;

bl
=

Esta idea, denominada construccidn recursiva, se formalizard en el préximo
“capitulo. :

Ejercicios.

1. Verifique las tantologins del capitulo utilizando eircuitos .

2. Construya un circuito R con los interruptores P, @, U, ¥ tal que:
: . ‘ {a) R esté cerrado (pasa carriente) si todos los interruptores estén cer-
ofio/oﬁ— _ : 7 rados ¢ pinguno esta cerrado. '
s R {b) El circuito R estard cerrado cuando algunos, pero no todos, los
_ contactos P,Q, U,V estén cerrados,

fwsl

ot ot

3. Un comuté de tres personas requiere un circuifo que indique el resultado
; de sus votaciones. Para votar, cada miembro del comité presiona un

OP—O/ oa_ i . . . - ..
B botén. La ampolleta del circuito debe prenderse si y sdlo si la proposicién
L & elegida es mayoritaria.
o-ilo/ OG_J 4, Construir un circuito andlogo para un comité compuesto por un pres-

/ idente y cinco miembros: la ampolleta debe alumbrarse si y sélo si la
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proposicién elegida tiene la mayoria o bien sélo la mitad incluyendo, en
este dltimo caso, al presidente. )

5. Reduzca (simplifique) el circuito:”

)

8. (a) ;Cudntos cables necesita para construir fisicamente el circuito que
apaga o enciende una ampolieta con dos interruptores indepen-
dientes?

{b) ;Cudntos cables se requieren en el caso de 3 interruptores indepen-
dientes?

(c) ;Cudntos cables se requieren en el caso de i interruptores indepen-
dientes? (;Serd esto posible de construir fisicamente?). Atrévase,

especule.

H

2. De cémo el barbero no tiene quién Jo afeite, el cartero no tiene
guién le entregue la correspondencia y Russell construye su
paradoja.

En el pueblo de Tamegroute (10 millas al este de Zagora) el alcalde ha
dictado dos extranas leyes: ’

1) El dnico cartero del poblado sélo puede llevar la correspondencia a
aquellos que no la retiran por si mismos de Correos. )

2) De manera andloga, el iinico barbero sélo puede afeitar a aquellos
que no pueden afeitarse a si mismos.

Mientras el barbero afeita al cartero se preduce el didlogo siguiente:
Barbera: Tengo un grave problema. Bien sabe usted que sdlo puedo afeitar -
a aquellos habitantes que no se afeitan a si mismos. Pero, jcémo me afeito
yo? A qué parte de los habitanies pertenezco?, pues si me afeito, entonces
soy del bando de los que se afeitan por si mismos luego, de acuerdo a la
disposicidon municipal, no puedo afeitarme. )

Por otra. parte, si no me afeito, entonces estoy en el conjunte de los que
no se afeitan a si mismos, luego puedo afeitarme pero si me afeito ...

Curtero: Mi situacién es tan angustiante como la suya, pues, jqué puedo
hacer con mi correspondencia? etcétera, etcétera... B

Paradoja de Russell.

Sea el conjunto que comprende & todos los conjuntos que 1o se contienen
4 sl mismos como elementos. Por ejemplo, el conjunto de todas las mujeres
1o es una mujer, luego éste no se contiene 2 s{ mismo.

Podriamos decir que este tipo de conjuntos son aquelios que no poseen
las propiedades caracteristicas de los elementos que contienen.

También existen conjuntos que se contienen a si mismos como elementos:
el conjunto de todos los conjuntes, “el conjunto de objetos caracterizados
por ocho palabras” se contiene a si mismo ya que estd caracterizado por 8

palabras.

Denominemos Normicles aquellos conjuntos que no se contienen a si mis-
mos y Paioldgicos aquellos que se contienen a si mismos,

Sea A “el conjunto de todos los conjuntos normales”.

Tratemos de ver a cudl clase de conjuntos pertenece A , a la normal o
la patolégica. - :

Supongamos que A es normal, es decir, que no se contiene a si mismo
como elemento, luego A perteneceal canjunie A de los conjuntos nermales
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ya que, por definicidn A contiene 2 todos Jos conjuntos normales. Pero s .N'
pertenece a A entonces A" po_es normal,

) Suponpamos ahora que A es patoldgico, es decir N se contiene a si mis-
mo como elemento. Luego el conjunto A/ cont1ene un conjunic patoldgico

que es €] mismo,

Formalmente, el conjunio de todos los conjuntos normales puede es-
cribirse:
N={z|c ¢z
de donde: ' ’ - :
NENSNENMANEN =N eN) B

Esta paradoja, junto con otras, contribuyd a sembrar la deseconfianza en

el mundo matematico y finalmente Hevd & un reestudio de sus fundamentos,”

estudio que continua hasta hoy en dia.
Ejercicios. |
1. Desa.rrolie el razonamiento del cartero.
2.. Construya ejemplos de conjuntos normales y patoldgicos.

3. Suponga que en el pueblo en cuestion hay un vinico profesor de Matema-
ticas y el alcalde le exige que sdlo puede resolver los problemas de
Matematicas de aquellas personas que no saben Matematicas. El pro-
fesor tiene un problema matemadtice que desea resolver. Discuta y for-
malice el planteamiento del problema, si el profesor tiene solucién o no

para su dilema, etcétera.

4. Establezca un didlogo filosdfico enire cartero, barbero v profesor.

‘5. En la puerta del cementerio municipal de Castro aparece la siguiente
advertencia: “prohibida la entrada de vendedores ambulantes”. ;Qué
puede concluir, en el espiritu Rusellianc ¢ Parriane de la afirmacién

precedente?  Desarrolle {prablema “encontrade” en articulo “homenme a N.

Parra”, revista APS], diciembre 1991.)

6. Analice, discuta del punto de vista l6gico, reemplace, en lo pesible,
por proposiciones ¥_construva otros ejemplos:

{a) : “Se dice que no hay regla sin excepcién ;Es esto cierto? Yo no
me atreveria a asegurarlo. En todo caso, sl esta afirmacidn contiene
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(b)

verdad, serd una verdad de hecho, que no satisface plenamente la
razén. Toda excepcién -se afiade- confirma la regla, Esto no pasece
tan obvio y es, sin embargo, mds aceptable légicamente. Porgue =i
toda excepcida lo es de una regla, donde hay excepcién hay regls, y
quien piensa la excepcidn piensa la regla. Fsto es ya una verdad de
razoén, es decir, de Perogrullo, mera tautologia, que nada nos enseiia.
No podermnos conformarnos con ella. Sutilicemos, anadamaos algo que
no se le pueda ocurrir 2 Perogruilo,

1. Si toda excepcidn confirma la regla, una regla sin excepcidn serfa
un regla sin confinmar, de ningin modo una ne-regla.

2. Una regla con excepciones, serd siempre mas firme que una regla
sin excepciones, a la cual faltarfa la excepcidn que la confirmase..

3. Tanto mds regla serd una regla cuanto mas abunde €n excepciones.

4, La regla idéal sélo conhene excepeiones,

Continuad por razonamientos encadenades hasta alcanzar el 4pice o el
vértice de vuestzo ingenio, Y cuando os hiervan los sesos, sicétera,

etcétera.”

Sobre la dialéctica.
Cuando el hombre -habla Mairena, iniciando un ejercicio de Retérica- vio

su cuerpo desnudo en el espejo de las aguas, se dijor “he aqui algo per-

fectamente bello que merece guardarse.” E inventé el vestido. Porque,

evidentemente... Continde usted, sefior Martiez, desarrollando el tema.
Evidentemente -habla Martines-, evidentemente...

— Adelante.

— FEvidentemente, no hay vestido gue no suponga una previa desnudez.
i Voy bien?

- Prosiga. .

— No hay, pues, vestido sin desnudo, aungue haya un desnudo anterior
al vestido. Sirve el vestido, en primer lugar, para guardar y proteger
la desnudez de nuestro cuerpo, y, en segundo, para asegurarnos, de
la manera més firme, la posibilidad de desnudarnos. ;Voy bien?

~ Sin duda. ’ _

— Del mismo médo, o por razenes andlogas, se inventaron las jaulas
para guardar y proteger la libertad de los péjaros, porque eviden-
temente...

— Adelante.

— No hay jdula pajarera, propiamente dicha, que no suponga una
previa libertad de volar, ;Que no fueron los pajaros los inventores
de las jaulas? Sin duda. No es menos cierto que sin el libre vuelo
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dé los pdjaros no existirian las jaulas pajareras
Una voz.- jClaro!

— Es claro, en efecto, que, asi como el vestido se debe a la nativa 3
desnudez del cuerpo humano, se debe la jaula a la hbertad de . . Que seas fodes los mujeres mds una.
las aves para el vuelo. Clarlo es también que z_asi como 1?5 ami- . INDUCCION MATEMATICA
gos del vestido no son enemigos del desnudo, sing sus mas fieles 3 ;
guardadores, los amigos de las jaulas no somos, i mucho menos,
enemigos de la libertad de los pdjaros.
Une voz- jClarol
Ctre voz- No tan claro!

CAPITULGC I1

2.1. Principio de induccién.

En 1786 un profesor con deseos de leer el periddico propone a sus alum-
nos de 9 afios sumar los 100 primeros nimeros naturales. Frente al estupor
del maestro uno de ellos da la respuesta en pocos minutos: 5050. Fl alummne
se llamaba Gauss. Este razond de ia manera siguiente: si $,(1) es el valor
de la suma de los n primeros nidimeros naturzales, se tiene

(Juan de Mairena I, Antonio Macha,d-o, Ed. Losada, 1957)

7. Comente, discuta, construya otros argumentos y problemas analogos:

a) Argumentum Ornithologicum
g
Cierro los ojos y veo una bandada de pdjeros. La visién dura un

segundc 0 acaso menos; no sé cudntos pajaras vi. jEra definido su ) 1 + 5 .
o 2 +..F n = Sx(1)
nimerp? El problema involucra el de la existencia de Dios. 5i Dios + N v "
existe, e niimero es definido, porque Dios sabe cudntos pajaros vi. " . _1
e . . . . . v n +ot 1 = S5.(1)
- Si Dios no existe, el numero es indefinido, porque nadie pudo llevar
la cuenta. En tal_ca.so, vi menos de dne.z péjaros {digamos) y mds (nt1) + (n+1) +.4+ (nt]) — 25 (1)
de uno, pero no vi nueve, ocho, siete, seis, cinco, cuatro, tres o dos
péjaros. Vi un ndmero entre diez y upo, gue no es nueve, ocho, o ' (n+1)
siete, seis, cinco, etcétera. Ese niunero entero es inconcebible, ergoe 28u(1) =n{n+ 1) == S.(1) = T
Dios existe. '
Una manera gcometnc& de enfocar el problema consiste en asociar a

{El Hacedor, Jorge Luis Borges, Ed. EMECE, 1967) ,
, cada nimero natural k bolitas, luego la suma, 5,{1), se visualiza:

(b) Supongamos un juego para dos personas que termina en un nimero
£nito de movidas, con la ineluctable victoria de uno de los jugadores,

ergo s Dios existe es tinico.

o

1]
o
(o)




“Luego n? = Sp(1) + Su-a(1}
de donde: ’
n? = Spea(1) +n+ Sua(1)
25, 1) =n® —n== Sa_i(l)= 2@_2:_1_)
Ahora bien: El problema también podria ser demostrar que 5,{1) = @
¥n > 0. En tal caso: verificamos paran=0: 55(1) =0

n=1 S5{1)=0+1=1 y 323)31
2
n=2S(1}=0+14+2=3 ¥ @:3
4
n=23 S{)=0+1+2+3=6 ¥ y:ﬁ,etc.

Luego suponemos que es verdad para un valor n arbitrario:

n{n+ 1)

Sal1) = =5

v, a partir de esta hipdtesis, se demuestra patan+1:

Sopi(D = Su()+(n+1) = ”_Q?,gftjl + {n-+ 1)
(n+1)}n+2)
2

v de agui conclulmes gue, como n es arbitrario, entonces es verdad para todo
n B :

Ohservaciones:

. Se verificd primero la propiedad para €l primer ndmero natural [0).
. Se supuso verdadera la propiedad para n y se demostrd para n + 1.
. Se afirmé (de 1 ¥ 2) que era verdad para un nimero natural, n arbitrario.

LI

Otro ejempilo:

Supongamos un conjunto infinito de soldados de plomo de altura by a
una distancia d tal que d < h. -
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Claramente la experiencia nos dice que al empujar el primero (soldade
0}, dado que d < R, caen todos los demds. Obviamente ésta experiencia es
imaginaria y s6lo la podemos realizar para una fila finita_{aunque) erbitraria
de soldados. Cuando el nimerc es infinito, entonces utilizamos €l principio
anterior: -
1) Ei “soldado 0 cae cuando lo empujamos”.
2) Supongamos que cae el n—ésimo: dado que d < k, éste empuja aln +1,
que también cae; luego:
3) todos los soldados caen.

Basadndonos en las “experiencias” adquiridas en los dos problemas ante-
riores, podemos enunciar el Principio de Induccidn:

Principic de induceidn matematica (primera forma).
Sea P(n) una propicdad sobre los niimeros nalurales tal que verifica:
(I) P(0) es verdeders )
(II) ¥ne IN, P(n} verdedera == P(n +1) verdadera
enfonces ¥n € IN, P(n) es verdodera.

Obviamente, el principio puede aplicarse a partir de un nimero natural
no necesariamente 0. Asi por ejemplo, si estamos hablando de alguna pro-
piedad de un poligono de n lados, esto tiene significado sdlo para n > 3-:

AN | | coes

En tal caso el principio de induceidén debe aplicarse a partir de ng = 3.
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Principio de induccidn matemadtica (segunda forma).

(I) P{ny) es verdadera
(II}) Vn & IV, n 2 ny, P(n) verdadera == P{n + 1) verdodera
entonces: Yn € N, n > ng P(n) verdedera.

2.2, Usos ¥ abusos inductives.

El uso del principio de induccidén es delicado y debe aplicarse con pre-
caucién. Veamos, por ejemplo, el siguiente problema:

Tomemos 999 tarjetas iguales. Sobre las 111 primeras escribamos el
ntimero 1, sobre las 111 siguientes escribamos el nimeéro 2, v asi sucesiva-
mente hasta las altimas 111 marcadas con el ndmero 9. :

Mezclemos todas las tarjetas en una bolsa y tomemos n tarjetas al azar
(n es un niimero arbitrario entre 1 y 100), inego veamas los nidmeros que se
obtienen. Vamos a demestrar que los n digitos son iguales, independiente-
mente del niimero de veces que repitamos el experimento. Obviamente esto
es falso, basta realizar Ia experiencia. De todas maneras vamos a dar una
demostracidn {falsa) por induccién:

Sea la propiedad a demostrar P, : Las n farjetas, 1 < n < 100, tienen
€l mismo digito. (tenemos aqui 100 afirmaciones, n = 1,...,100).

Paran = 1, la afirmacién es evidentemente verdadera. Si tomamos sélo

una tarjeta, cualquiera sea su numero el conjunto total (de 1 tarjeta) tiene
el mismo digito.

Tomemos ahora un nimero % de tarjetas, entre 1y 95 y demosfremoq
que si Py es verdadera entonces lo es Ppgy -
) Saquemos k 4 1 tarjetas de Iz bolsa y de éstas retiremos una arbitraria,
A .

Dada la hipdtesis de induceidn, las k tarjetas que quedan tienen el mismo
namero. Luego las & + 1 tienen el mismo mimero salvo, tal vez, la tarjeta A.

Reemplazemos ahora una tarjeta arbitraria (entre las k) por A. Nue-
vamente se tienen % tarjetas, luego por hipétesis de induccién éstas tienen
igual mimero, por lo tante A tiene el mismo digito que las & — 1 y como
la k—4sima que sacamos es igual a las k — 1 concluimos que todas, es decir
las k +1, tienen igual digito. Con lo izl hemos demostrado que P(n) es
verdadero ¥n > 1. ,

Reflexionemos, ;, dénde estd el error ? o jqué parte del principio de
induceién hemos aplicado mal ?

La respuesta es el paso den =1 an = 2. 5i tenemos dos tarjetas a, 8
y tomamos una {por ejemplo &} nos queda séle . Pero al sacar A y poner o
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no teremos una tercera tarieta para comparar los digitos de @ ¥ 2 luego esto
no implica necesariamente & = A de dbnde la propiedad es {alsa para £ = 2

tuege cualquiera sea k > 2 el razonamiento s falso pues al poner subconjun-
tos de B —1 no podemos asegurar que tengen el misme digito.

Orfra observacién imporlante es que, en el primer ejemplo del capitulo,

S.(1) =1+ 2+ ... +n, en realidad hay dos problemas:
1. Conjeturar cual es €} valor de Sa(1).
2. Demostrar que efectivamente el valor conjeturado es e} correcto.

Es decir, si no conocemoas el valor de la suma ng podemos aplicar el
principio de induccién. Primero debo establecer la propiedad P{n) y esto
suele ser dificil.

~ Veamos por ejernplo, la suma de los n primeros nimeros impares
Sn = 1—}-3+5+ (- 1). Un métode astuto para conjeturar su valor es el
siguiente: cada enterc lo representamos por bolitas dlstrlbmda,s como sigue

1 o]o s) o
3 0 Olo0 0
o 0 O on-1 =295 =n?
) - . o
2n-1 O C O « » » O O
+ i ¥

luego S, = n?. Verifiquemnos por induccidn:

para n=1, 2';1;-1=1 S =1t =1,
Supongamos verdadero para n; Sy = n? y demostremos paran +1:
Sn+1:Sn+é(n+1}~1:712}2n+2—1: _
=42 41l=(nt+1)} ®&
Més diffcil seria:
Sp{2) =12 +22 48 4 L tn’=

) . 7 -
la suma de los n primeros cuadrades. Develaremos esta incognita y otras

expresiones similares en el parrafo 2.3.
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Estudiemos, como tltimo ejemplo, la aplicacic'm denominada Dividir
pera Conguisier: '

Dado un conjunto A con 2" elementos, ordenado de menor a mayor v -

7+ 1 preguntas determine si ¢ pertenece o no al conjunto A.
Hagamoslo por induccién sobre n. Para n = 0 [A] = 27 = 1, luego
- A = {ag} por lo tanio basta preguntar s z = ap ( 1 pregunta). Paran =1
4l =2" =2 A= {ao,bo} obviamente bastan 2 = n + 1 preguntas:

un elemento z € JR, construir un pracedimiento {algoritmo) que mediante

z<an, =%5b

Supongamos que conocemos un procedimiento para todo conjunto 4,
A} = 27y tal que involucre a lo més n + 1 preguntas. Tomemos n 41, es’
decir, A= {ap, ..., an 1, Doy ey B2y } (4] = 27F7} con:

ag < oy < ... < Ggn_g <Abo < b << bgn_].
Podemos particionar:

B c
A= {ag,...,agn__l}u{bg,...,bgnw1}.

1. Preguntamos st @ < dan)

2. 81z < agn_1 == z &€ C y bastan (hipdtesis de induceidn) n+1 pregunia
" - para saber si estd en .

3. Si & > agn_1, bastan n + 1 preguntas para saber si estd en C.

Luego, con 1+ (4 1) = n + 2 preguntas sabemos si = pertenece o no a A.
Luego, hemos determinado un procedimiento para tedo conjunto |A] = 27
para saher si un elemento x perienece o no a él. Bl procedimiento ante-
rior es muy utilizado en la elaboracién de algoritmos y se conoce como la
técnica de dividir pare congquistar un problema se divide en subproblemas
mds pequefios para los cuales se tiene ya un procedimiento para resolverlos.

2.3. Recurrencias.

En el pérrafo anterior comenzamos con el cdloulo de 5,(1) = 1+2+...4n.
Claramente, 51(1) = 1y Sa{l) = 5,04(1) + 7. ¥n > 2. Esta ecuacién que
para ser evaluada depende de valores anteriores, la denominaremos recur-
sivn o de recurrencig. 91 disponemgs de una caleculadora electrénica o un

computador, dado €l valor $1(1), podemos ir calculando los valores sucesivos

de manera automatica 51(1) = 1, S(1) =5 (1)+2=1+2= 3,5:(1) =.
G4(1) + 3 = 6,... efcétera.

Pero en-mateméticas preferimos las férmulas cerradas, es decir obtener
de una vez y para siempre el valor de S,(1) en funcién de n, sin tener que
caleular necesariamente los valores anteriores (ademés, esto es més econdmico
del punto de vista de tiempo ¥ cileulos en el computador). En el caso
aludido la formula cerrada es n{n + 1)/2, gue para un valor n requiere sdlo
una multiplicacién y una divisién en vez de muchisimas sumas cuando n es

grande.
Antes de diseutir algnnas recurrencias interesantes vamos & dar umna
notacién importante en mateméticas, la de sumatoric.

Sea (a;)izo = {ap, 01, 82,...} un conjunto de nimeros reales, también

denominade una sucesion, y sea
S,=ap+a+az+... e

la sumae de los 7 + 1 primeros elementos de la sucesidn que notaremos:

Sn':'i a. (2.1)
=0

Claramente {2.1) es equivalente a la definicion recursiva, o de recurrencia,.

siguiente:
SD = dp
Sp =81+ s ¥Yrn>1 (2.2}
‘o bien, con ]E—IL notacidn X :
0
. Zai = Qg
i=0 : (2.3)
n n—1
-czi=Za;+an Yn>1
=0 =0

Ll ., - : : n
3 a; se lee “sumatoria de 1 = 0 hasta i = n de los valores ;.
1=0 ‘s . T
Es conveniente observar que en la definicién de sumatoria los indices son

“mudos”, es decir

i={

n “' n
E a; = E a; = E oy = ctcétera,
=0 k=0




pero, jatencion!
T:l n
> ety aj;
1=0 k=0
en este Gltimo caso 7 # k.

A partir de la definicién anterior podemos establecer sumatorias a partir
de un indice no pecesariamente 0. Definimos:

n -1

Za;”—*Za{—— a; Y 1<k<n :
i=k i=0 =0 (2.4)
=(ap + a1+ ..+ an) = (a0 + ... + ag-1)

= (ak + L4 + ..+ an)-

i ’ .
Leemaos E a; como sumatoria de los valores a; entre los indices k& y n. De
i=k ,
esto se desprende que podemos particionar una suma de manera arbitraria:

n P .
Za,-=zaf+iai 0<1l<k<n,
i=0 i=0 i=k

y en particular:
- k

E Gy = Qa,

i=k

también en este caso, es posible utilizar la definicién recursiva:

: a; = 4 + On41
=k i=k VO k< n
en efecto,
n+1 k—1
S-S
i=0. i=0

n k—1
= E a; + any1 ~ E a;
i=0 i=0

n
= E (Ii+aﬂ+1 |
=k
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‘Otras propiedades ttiles, de demostracién directa, son las siguientes:

i)\ “An+1),  VAER ' (2.5)

=0
i Aa; = )\Zn:a,‘, ) Yie R (25)
1=0 =0

n

Daitb)=> ai+ be (2.7

1=0 i=0
n n+s ) .
Zai = Z ai—s {cambio de variables). =~ = (2.8)
=0 i—s ‘
Z(ai —g;.1) = a, — ag (propiedad telescépica). (2.9)

=]

De acuerdo a la expresién (2.4) podemos enunciar propiedades equiva-

™
lentes para sumatorias que parten de un valor no necesariamente nulo (. ).
=k

Por ejemplo, la propiedad (2.5) serfa:

DA=Mn-k+1) YAeR, V<k<n
i=k .

La propiedad (2.8) es muy itil y consiste solamente en un cambio de indices:

0— ap 1=3 — fg_, = Qg
11— i=s5+1—> agp1-s =
i = Qg i:3+n_’as+n~"3:an,

luego, las sumatorias tienen el mismo valor..

La demostracién rigurosa de cada una de las propiedades se hace di-
rectamente de la definicién recursiva y utilizando el principio de induceién
(jverificarlo!). Demostremos, por ejemplo, la propiedad (2.9):

¥s clierto paran=1 - '

1

Z(ai - ai—]) = a3 — dg;

i=1
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supongamos que se verifica para n y demostremos paran -+ 1:

1

n
i=1 =1

Lanotacidn ¥ nos da un marco cémodo para el edleulo de ciertas expre-
siones. En este contexto desarrollamos ef ejemplo siguiente:
Conocida la sumatoria

n
Sa(1) =) i=0+1+42+3+..+n=
i=0 - .

nin +1)
—

La pregunta es jcudl es el valor de la sumatoria de los cuadrados?

Sa(2)=3 =0+ 422434 4n? =t

i=0

Obviamente: 12 < n?, 22 <n® .., n? <n?® de donde
n n
5n(2) = Z'f < ZM = nn? = n%.
=1 =}

Conjeturamos entonces que el valor, §,{2), es un polinomio ciibico en la
variable n : : '
2 3
Se(2) = ag + ayn 4 aan® + azn”,

donde, gy, a1,a9, a3 son coeficientes por determinar:
Sin=0=—rg¢ =0, luego:
Sn(2) = a1n + agn® + azn®

Evaluando paran = 1,n = 2 y n = 3 se obtiene el sistema de tres ecuaciones
¥ tres incognitas:

a;+  az+ a3 =1
2a)+ 4das+ Bag =5
3a;+  Yaz+ 27e; =14,

de donde

Z(G{ +ai )ZZ(C’-{ — @i ) Gt — Gn=ag — ag -+ Qa1 — @p=tpy1—ap B

a1+ e+ o= 1 e+ ax+ az= 1
2a3+ Baz= 3 —— ) 2an4+ Baz= 3
fas+ 24a3 = 11 Baz = 2

— a3 = 1/3 == ay = (3 — 6a3)/2 = 1/2

1 1 6-3-2 1
__:?al:l—ag—ag:l————:—-—:—,

2 3 6 6
. _— 1 i 3
Reemplazando los coeficientes, Sn{2} = etk + 3" + 3"
_n+4 3n? 4 2n?
S —

Obtenemos entonces una férmula cerrada paia la suma de los n primeros

cuadrados:
n{n +1)2n + 1}

6

Qtra manera de calcular esta suma es “complicande” el problema. No
sabemos calcular la suma de cuadrados, jutilicemos entonces la suma de los
cubos!:

5.(2) = (2.10)

T

Sa(8) =) 4

=1
Se tiene que:

Su(3)+(n+1)° = i(,: +17°
1=0

= SO 437 4 3i4 1) = 50(8) + 35a(2) + 35,(1) + Zn: 1,

i=0 ‘ =0
de donde: .
(m+ 1Y —35.(1)—- 31
oy — i=0
$u(2) -
A3 In{n+1) _
50(2) = (n+1) ———————; {n+1)
5a(2) = n(n+1)(2n + l).

6

Si afin no estd convencido, puede verificar esto por induecidn H




2.4 Progresiones.
2.4,1. Progresiones aritinéticas.

Dadas las sucesiones de nimeros reales: 1,3,5,7,X7; 2,0,-2,-4,
—6,Y? Los nimeros que s¢ nos imponen como sus préximos elementos son
X =8%eY = —8. BEstas soluciones intuitivas corresponden a sucesiones de

numeros construidos segin la regla:

ant1 = an + d, donde d es una constante real.

Una sucesién (@ )npo, 1 € IV, asi construida se denomina progresidn arilmé-

tica de primer término ag y diferencie d. Es directo de la definicién que
a; =ap +id, ¥iz 0.
En efecto, como a; = a;—1 -+ d, entonces a; = a;_2 + 2 = ... = ag +1id

La sucesién 0,1,2,3,...,n,... &5 una progresién aritmética de primer término
0y diferencia d = 1., .

Al comienzo del capitulo calculamos el valor de la suma -’1(3;:1*) La
pregunta natural es cudl es el valor de ia suma de los .+ 1 primeros términos
en una progresidn aritmética arbitraria:

§=3% ai= ?
i=0
Un método directo es simitar al de Gauss (ver parrafo (2.1)):
§ = {ag +id), (2.11)
i=0

pero también:

S= (ag+(n—i)d)

i=0
Desarrollando las sumatorias:

ay + ae +d oo Fagdnd = S

{ag + nd) +- ag + (n—=1)d - +ay = &

se obtiene " :
25 = (ag +id + ap + (n = )d)
i=0 . ;
= S (2e0 4+ nd) = (n + 1)(2a0 + nd),
=0
de donde : . _
§=2F" 000 4 nd), (2.12)

2
eg 1a expresién de la férmula cerrada de la suma de los n+1 primeros términos

en progresién aritmética B

Observacidn: También se puede hacer directamente de {2.11), distribuyendo
la sumatoria y usando Sp{1) = 1+2+..+n = E{"—Q'H—), aungue esto es menos

elegante.
2.4.2, Progresiones geomeétricas.

Frn este caso tomainos una sucesién de ndmeros reales (6, Ja>p tal que
Gnt1 = T@n ¥n 2 0. Una sucesién agf construida se denomina progresidn
geométrica dé primer término ag y rezén 7.

Por ejemplo, paraag =1 y r= % se tiene:

] 1 1 1
] 2 k] 4 1 8
Fn general el i-ésimo término
2 3 i
a; =T 1 =T @2 =7 ; 3= ...= T’au,

por lo tanto,
n n
S = E ai:g agr'
i=0 =0
pero,
n
§ -+ apr™t! = agr® +§ :aﬂrz-ﬂ

i=0

n
=qas + E agrr’

=0

Ti
a9 +1‘Zagr’ = ap+rS,
i=0




de donde )
5(1—r)=apg —apr™*

entonces, la suma de los n+1 primeros términos de una progresién aritmética

es
ap{l — )

{1-r}

Para el caso r = 1, trivialmente obtenemos § = dg(n + 1).

&= parar # 1. (2.13)

Otra manera de realizar este cdleulo es la siguiente:

(7’ - 1) Zai =& Z(T - l)Ti = ap Z(ri-ﬂ — ri)
=0 =0 .

i=0

= ap(r"H -0} {de la propiedad telescépica)
y finalmente -
2 prtl 1w prtd
5= = =
g a a0 r—-1 o 1—r )
2.5. Coeficientes binomiales.

Los coeficientes binomiales son nimeros muy importantes en matema-
ticas, tanto por sus diversas aplicaciones, como por los hermosos teoremas e
interpretaciones que es posible asociarles. Antes de estudiarlos definiremos
de manera recursiva, la nocién de factorial

=1 .
nl=n{n - 1) (factorial de » € IV)
o bien,
nl=n{n~-1}n-2)---3-2-1. {2.14)

El niimero factorial tiene aplicacién en el conteo finito de objetos. Vea-
mos un ejemplo: .

Dadas 4 cartas distintas, {4, B,C, D}, ;de cuintas maneras distintas
podemos alinearlas? Se tiene:

£
<

A B C D B A C D ¢ D A B D C- A B

A B D C B A D C ¢ DB A D C B A

A C B D B C A D ¢ A D B b A C B

A ¢ D B B C D A ¢ A B D D A B C

A D C B B D C A ¢ B D A DB C A

A D B C B D A C ¢ B A D D B A C
6 i 6 5

contabilizando 24 =4 x 3 x 2 x 1 = 4! maneras.

En general, supongamos que se tienen n objetos {A1, . An}. (De cuan-
{as maneras podemos ordenarlos en una fila?

Sean 1,2,3,...,n las n posiciones en la fila. En la primera posicién pode-
mos colocar cualquier objeto de los n; se tienen entonces n maneras :

TUna vez fijo el primero, el segundo puede ser clegido arbitrariamente
entre los n— 1 restantes. En general:

_ Obviamente €l razonamiento es valido desde cualquier posicida.




Luego, el nimero total de maneras de colocar log n objetos sin repelicign
(cada objeto aparece una y sélo una vez en la fila} es

nx(n—1)x(n—2)x..x3Ix2x1=n!

2.5.1. Tridngulo de Pascal.

Definimos el arreglo de niimeros naturales denominado tridngule de Pas-

eal.
k,
o) §] i 2 3 Eo1 E n—1
0 1
1 1 1
2 i 2 1
3 1 3 I
n-1 %, Cl, CZ_, Ci, .- ckl ck, .. Cn2}
n o o S L R ¢ SNPRIN oL u B ¢ AR o e

O mediante una ecuacién recursiva:

C'=Cr=1 Vnel .

(215
Cr=CFlyCt, VEeN, 1£k<n-1. (215)

Fstos nimercs se denominan coeficientes binomiales v se notan € o bien
1) .2 . . )

(k). La ecuacién (2.15) es una recurrencia, en el sentido que los valores
de la linea n se conocen en funcién de dos anteriores, de la linea n — 1, ya

calculados. La solucién cerrada de esta recurrencia (en funcién de n y k) es

la siguiente:

nl

CF = o <k € IN. 2,18

m T B - k)l Gsk=n me (2:16)

En efecto, esto es cierto para n = 0,k = 0, 00 = 0?—5! =1y .Cg =1,

directamente de la definicién de recurrencia. Supongamos que es cierto para
n—1y0<k<n—1, '

(n - 1)!

o1 0sksn-d

ko
Cn—l -
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demostremos parany 0 < k < n.

Para k-'j, Oyk=mnel resultado es directo de la definicidn:

- !
s nl . _
1=0Ch 0ln! & At

Para @ <k <n-—1setiene dela recurrencial

Ch=CiT}+Ch

y por hipdtesis de induccién:

(n—1)! (n~ 1)
= 1y =) T Fin 1 - F)

(n = 1! 11
= {kml)!(n—k—l)l{n—k+k}

(T.',— 1)‘ T . n' -
T (F- Dl —k - 1) {k(n—k)} T k(- k) =

Otra propiedad interesante puede observarse si eseribimos el tridngulo
de Pascal de manera simétrica con respecto a la primera columna, k = 0;

E=10
1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Vemos que los coeficierites binomiales son simétricos con respecto a la vertical

E=0:
ck=cn % | . (2.17)

En efecto:

n! n! s
n—R(m—nt kN (n— BYR c.

n—k _
Tt =
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2.5.2. Binomio de Newton.

Otra observacién es la siguienté: si desairollamos las potencias de x+ 1y
z+y =z+Y
(x4 yf = 2%+ 2xy + 7
(z4+yP =2+ 3z%y + 3zy* + 4
(z+y) =-:E4 1 dgby + 622y b dxy® + T

Vemos gue los coeficientes corresponden a los observados en el tridngulo de

Pasczl. De donde conjeturamos que:
(z+y)" =Chz" + Cle™ly + Clz™ 2yt o+ Chznkyt + 4+ Coy™
Utilizando la notacién-de sumatoria
_ n
(z+y)" =y Chz" " ¥n2 1 (2.18)
k=0
Esta propiedad se denomina el desarrollo del binomio de Newton. Para

demostrarla utilizamos induccién sobre r. De los casos anteriores vemos que

se verifica para n = 1, 2, 3, 4 Supongamos que se. verifica para 1y de-

" mostremos para rn -+ 1
n

(z+y)" =2 +y) @ +y) =+ S Chamhyt
k=0

#ch n+1—niyk+20k n—k k+1
- n—1

‘_C{} n+1+ch n+1 kyk_i_ZCk n—k k+]+y

k=1 k=0

n n
- l,n-i—l + yn+] + Z C:$n+1-—kyk + Z C:—1$n+1-—kyk
k=1 k=1

n
— $n+] + yn-i-l + Z(Cf—l + C:)xn-!-l——kyk

k=1

de la recurrencia (2.15) :
it n-{-l n+] n+1 n+l-—k k
=Cha® n+1 ¥ Z 0n+1x

n+1
— ch+lrn+1 Fc k B
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Una identidad interesante derivada del desarrollo del binomio es:

n

no__ E

= 2 Cm
k=0

basta tomar el desarrollo de (1 4+ 1}"
Para ejercitar las meninges probemos la identidad:

Z{ nteck 1
k+1 a4l

En efecto,
ck 7! _
F+1 B - R k+1)
_ (n+ 1in! _ 1 oF+
(n+ D)k +1ln— Y ond41 nti
luego,
" (—1C 1
1) Z{ DFCE (2.19)

E+1 n+1

k==0

pero, aplicada la recurrencia (2.15), de los coeficientes binomiales, se obtiene:

Z( DECHE = (1" +Z( 1) c,’:ﬁ
(- 1)"+Z(+1) C’"+Z( -~k ot
k=0 :
:i&Wﬁ+i&N¢“
k=0 k=10

de 1a férmula (2.18), del binomio de Newton:

n—1 )
= (1-1"+ Y (-DFC,
F=0 )
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realizando el cambio de indices, j =k +1:

=3 (-v7al
=1

= > (=11

- Z(_1)ic,{ =-(Q_(-1y¢i=1

Utilizando muevamente la férmula del binomio de Newton concluimos:
S el =--1 =1
. k=0 .
Reemplazando en {2.19), se obtiene la identidad propuesta B

2.6. Interpretacién combinatorial de los coeficientes binomiales.

Supongamos que se tienen cuatro cartas: {4,B,C,D}. ;De cuintas

maneras distintas podemos seleccionar 1 < » < 4 entre ellas?
Para una carta (r = 1) obviamente la respuesta es 4 maneras AoBoCo

D. :
Para 2 cartas se tienen ¢ maneras:

{A,B},{A,C},{4,D},{B,C}, {B,D},{C,D}.

Conviene sefialar que nos da lo mismo tomar AB o BA {ino se cuenta 2
veces!) y es por ello que utilizamos la notacién de conjuntos ya que el orden

no interesa.
Para 3 cartas se tienen cuatro maneras:

{A,B,C},{A,B,D},{4,C, D}, {D,C,B}.

Para r = 4 cartas se tiene una manera {4, B,C, D}.
De esto podemos concluir:

41
r=1:nﬁmerodemaﬂeras:0§:1—'§i:1
= 2 : ntmero d o Py
r = 2: ntmero de maneras = Cf = oo =
: 4!
r = 3 : ndmero de maneraSZC‘f:ﬁ:tl

4!

r = 4 : ndmero de maneras = Cf = o =1,

En general se tiene que
ok . ' . .
CF es el nimero de maneras de seleccionar k objetos

distingﬁib!e's entre n sin importer el orden. (2.20)

En efecto, sapengamos que sacamos k objetos distinguibles entzre n
teniendo en cuenta el orden: '

luego, se tienen n{n — 1)..(n —k + 1) maneras de seleccionar k£ objetos en-
tre n teniendo en cuenta el orden. Como para cada seleccién de k objetos
éstos pueden ordenarse de k! maneras distintas, el nimero total de maneras

sin importar el orden es:

n(n—1)---(n—k+1) n!

_ ik
! CED C. B

Esto permite dar oira demdstracion del desarrollo del binomio. Se tiene

que:

(z+y) =(z+y)(z +y)(z+y)

n veces.

Las potencias que aparecen en el desarrollo son ™, z" "'y, .., zy™ ', y™.
El coeficiente ¢, que multiplica el monomio "~ *y* corresponde al niimero de
veces que, en la multiplicacion de los n monomios (z+y), aparece el producto

n—k_ k . s .
2™ *y* y esto corresponde a las maneras de seleccionar & monomios entre

- k 2 » -
los n, es decir C¥. Por ejemplo, si n = 4, el monomio 2%y aparece Cf = 4

veces:

z+ydz+ydz+ylo+y) zy 1 vez

z+yz+yiz+pz+y) &y 1ve
(z+y)z+ E)(E + y)(i’-’. + y) zy 1 vez
(z+y)z+yiz+y)z+y) 2y 1 ven
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2.7 Sumatorias miltiples.

Considerembs la suma de elementos:
S =ab + arb: +a1b;
+agby + agby + axbs
+ ash; + as_bz + azb;
+ agby + agbo+ agbs.

Notamos: . s . .
5= Zza,bj_za,z:bj
=1

=1 j=1 =1

Supongamos que se tiene un arreglo de nimeros reales de m filas y n colum-

nas: ) .
) a1y - 412 413 din

azy G2z C23 Q25

Qmn-

Qm1 2m2 dm3
Notamos la suma de todos ellos como:
V m T
5= Z Z aij.
=1 =1

Claramente. como la suma no varia si sumamos por filas o por columnas

podemos intercambiar el orden de las sumatorias

§= ZZa;j:ZZaij.

=1 j=1 1=11i=1

(2.21)

Veamos el caso particular siguiente:

ai; = bicj

El arreglo de nimeros es:

bl €1 b] &) bl Crn
bycy bycy bzcy
b1 bmes bmen.
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£ Luego,
/
i

i L m n
| 2D w5 =D ) b
I 1=1 j=1 =] g=1
i m n n &
= E bi E C_,bl Cj + -+ bm E cy
=1 =1 j=1 j=i

(2.22)

de donde

i=1 j=1

En particular:

=1 j=

7] = 5 5

&

1y = ("‘ ) - _m(m+1nn+1)

-

V* : , _ ma(m+1)(n +1)
1 :

Calculemos por ejemplo:

8= ZZ@—Jf

=1 j=1

Realizando un cambio de varia’oles:

n n n

Z§k2=ZZk2 Zsl (2)

=1 k=0 =1 k=1

i (i = 1)(2@ — 1) +1) Z (i~ 1)423 ~1)

=1

hemf)s reducide la sumatoria doble a una simple, donde aparece un poli-
nomijo de grado 3 en la variable i. Podemos utilizar entonces las férmulas de

Sn(3), Sa(2), Sn(1) para evaluarlo B

85




Para terminar, podemos definir sumatorias multiples:

:nl ny T
5= E E E iy iaiy-
i,=1

'l.1=] ‘i1=1

De manera angloga al caso anterior, podemos intercambiar las sumatorias
E E = E E ,
i i i i

donde i}, ...,7, es otro orden de los indices.

sin alterar ] valor:

En particular:
SET-LYY-TEY
RERIDDBRIRRS

La demostracién puede verse en un “cubo” de nimerocs de dimensidn
ny ¥ ng X ny andlogo al caso m X n anterior.

&6

Ejercicios:

Induceién.

(]

. Démuestre las propiedades enunciadas en el capitulo.

Pruebe que Vne W, n > 5= 27 > n?,

3. Demuestre que:

(a) Vn € IV,n # 1,3, n puede expresarse como suma de 2's v/o B's.
(b) ¥n € IN,n > 14, n puede expresarse como suma de 3's v/o 8.

4. Sean € IN,n 2 1. Demuestre que si se tienen n? tridngulos equildteros
iguales, entonces es posible construir con todos ellos otro triangulo equi-
latero, (sin superponerlos). - '

5. Demuestre que:

(a) Si [Xj=n=[P(X)] =2~

{b) Dada la familia {A4;}™, de conjuntosfinitos, entonces

AR im,—l_ Vr > 2.

i=1

b2

6. Sean a y /3 las raices de la ecuacién 2% — 2z + 4 = 0. Pruebe que
Yne N, a™ + 5" ¢ Z. :

Recurrencias.

7. Definamos (an)aemv tal que: @y = 2, apyg = %

Demuestre por induccién que
(a) op—y < Qopypy; YE > Lke IV,
(b) dok = Qokyg - sz l,kE .
(¢) @or—1 <3 VE>LEke V.
(d) azx >3 VYk>1,ke V.

8. Calcule las siguientes sumas:

(2) 2 9i-t,
(b) > 5,

F]

™=

4,548,
i=1 =1
(c) 2 i(i—lf—l)'-

{d) :;i 2 (e )

@) =1yt

=1

-
Il
-

[
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(f} La suma de los 20 primeros términos de: 1-834+2-4+3 -5+ ..
(g) La suma de los n primeros ‘términos de:
1-(n—1)+2%(n — 243 n—-3)+ ...

250 n
k
() 3, b eeranys

0) 3 b2
053 >4

120 j=
9. Demuestre por induccidn que:

(a) La suma E (=1 (2k+1) es proporc1onal an y determine la cons-

3(3"—1)
= 4 entonces a, = %fﬂ»lT]_

tante de pr;pormonahéad
(b) Si{an)ncm estal queag =0 ¥ an+
¥n € IV,
il ki3
) 521 (21’:—1)1(21:4-1) = Tmday-

(d) ‘i(—n* 11 =10+ ).

{e) E( 1)5k? = 2(41\#1

10, Deﬂnamos por 1ecuuencn el producto de (2a)new

; - n—l1
11 ar = (] ax)-on V¥n € IV. Pruebe que:
E=0 k=0
a) =22 - < (3)", VnelN.
[Tee+2)
k=1

n P
(*b) vn-1< I1 (n+ k)", peran 2 2.
k=1
n n
* 1ty = (2k=1) 0 — 1, entonces Y. QxGn-k = Qa1
(¥e) 51 an LH] (7)1 =0

(d) n (14 1) = @D g o

11. Si(1+z +z) = z apz®, pruebe que

ao+aa+as+--.:a1+a4+av+..-=az+as+as+u.

#12 Dada la sucesion (an )nem+, definimos

1 .
Uy =4y, U = e+, Vi > 2.
. Ui
La sucesion (un)nep- se dice bien definida st (o, )nemw+ es tal que
g # 0,V € IN®. Sea (gnjnen- tal que

g1 = a1, = a201 + 1
gi = Cigimy + Giz, ¥i> 3

Pruebe que u; = g;/gi—1 Vi 2 2, si (un Jnep- estd bien definida.
*13. Considere la siguiente tabla: :

(0) 132

(1) 21929324

(2) TiYoYsTaYsTeTrYs

(3} T1Y2YaTaYsTe T HaoTi10T11Y12T13Y14515T16+

Cada fila de la tabla se construye copiando la fila anterior, luego escribi-
endo tal secuencia pero intercambiando las “z” por “y” y continuando
los Indices en orden.

Notemos que en la fila (1), la suma de los indices de z es igual a la suma
de los indices de y : 1 + 4 = 2+ 3. Esto también sucede en la fila (2):
1+4+6+T7=243+548, vy ademss 12 42162+ 72 = 224324 5%+ 82,

Demuestre que en la fila (r), la suma de las potencias de orden k de los
fndices de @ coincide con la suma de las potencias de orden k de y, para
k=1,2,..,n '
Indicacidn: Use induccién sobre n. Para {n 1) si d = 2% para todo
indice i de z en la primera mitad de la expresién de la fila n+ 1, se tiene
un indice t + d de y en la segunda mitad, y viceversa.

Progresiones.

14. Calcular la suma de todos los multiplos positivos de:
(a} 4 gue son menores que 75.
{b) 8 que estan entre 50 y 200.
{¢) 3 que son menores gue 99.

15. (a) Un nimero estd formado por 5 digitos en progresién aritmética. La
suma de todos sus digitos es 25 y la suma de los dltimos tres digitos es
12. Encuentre el niimero. - .
(b) La suma de tres miimeros en progresién geométrica es 38 y su pro-

ducto es 1728. Encuentre los nidmeros.
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16. Sila diferencia d en una progresion aritmética es igual al doble de! primer
término, pruebe que la suma de los m pr:meros términos es a la suma

- de los n primeros términos come m? es a n?
17. 5i 7 es el producte de n nfimeros en progresién artimética, § su surmna y
5" la suma. de los reciprocos de dichos niimercs, pruebe que 72 = {S, )",

18. Sea (an}uem una progresidn aritmética
{(a) Sia; =z,0; =y, ar =z para algunos ¢, 7,k € IV
Pruebe que {§ — k) + {k )y + (i — §)z = 0.
(b) Pruebe que

1 1 , 1

i
+ Sk =
Vas @ At +far T Jaea + o/ s F s

{use mduccmn)
18. Sea la progresidén geometrlca (b Jnew

in
(a) Pruebe que kgz Vo abr = ﬁ%(bo -

n
(b) Escriba en términos de la razén r, el valor de 3 bpbpyy.
k=1
*20. Una secuencia {(a,).qiv estd en progresidn armdnica si la secuencia
(FE)Inemw €s una progresién aritmética. Sea (an)nepy una progresién
-
arménica de niimeros positivos, pruebe que si n € W, n > 1, entonces

(3k42)" + (01" > 2ae)™

Coeficientes binomiales.

21. Pruebe que:
- .
(a) 2 Coyi=Clims, Ym0
1=0

(1) i‘:(—l)kc,E:u.

(c) C2n + 057 =300,
$y2 _ (n42)(2n—1)
(d} ZU»+1)(C V=

(-1)*c*
(e} kgo (k1T — (n+2)(n+3)

22. Determine
{a} El quinto término del desarrollo del binomio (:c — 4)'5,

(b) El término central de (a — 1ye,
{c) El coeficiente que acompana a =

7, en el desarrollo de (23 + 32)7.

20

23. (&) A partir de la igualdad {(I+ 3:2)2 — 1} = 2224 2)°" | demuestre

que
cir-clcl oy Cf,’l‘_,i =4"

(b) A partir de la 1dent1dad Z q _'1_" pruebe que:
P

n

Z(i ta)t= D Ot
k=t
24. {a) Encuentre los valores de n € IV para los cuales CF es impar,
ke {0,1,..,n)

(b) Demuestre {por induccién que): E Ci_, = z:]

(2) Pruebe que {1 + z)*(1 — = )'“ = (1 —z)7",
(b) Deduzca de (a) que

*2

40

ZCJ*M Cn-l—k H _Cn+,; 1°

* 26. Sean P ¥ g reales positivos tales que p + ¢ = 1. Demuestre que, si

Ckp.(qn k
‘v’k = (},...,n entonces
(a} E kri = np.

(b) E (k + np)’ry = npg.

*27. 81 {1 +$2)2(1 +x)" =ao+ s+ azr? +asz® 4 ...y sl g, a1, 0, ... estén
en progresion aritmética, entences existen sélo dos valores posibles para

n. Encuénirelos.
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1. Tallarines con salsa y/o tren al sur.

De regreso de un Congreso, que se realizé en algin lugar del Sur, de
cuyo nombre no quiere acordarme, un grupo de matemiticos reconfortan el
estdmago con tallarines a la Bolognesa, en el coche comedor del tren, En
plena comida pasa el inspector y dice:

“Lamento comunicarles que el servicio de bafios no funciona. Y aguellos
de entre ustedes que necesitan lavarse encontrarin servicios en cada

estacion.”

Nuestros mateméticos, tun fecundos en astucias como en timidez, no se
atreven a preguntar a sus colegas vecinos sobre el estado de sus caras y a la
vez se ponen a discurrir si tienen o no la necesidad de lavarse ¥ bajer en una,
de las estaciones del itinerario.
iQué va a suceder? El método inductivo permite demostrar la proposicién:

P, 1 5i n metemdiicos itenen la cara sucia, en la n-édsime eslacidn los n

bejerdin o lavarse.

En efecto, 51 hay un sole matematico y el inspector en su frase afirma
que algunos {un) comensales {comensal) necesitan {necesita) lavarse entonces
en la primera estacién donde el tren se detenga el matemdtico descenderd a
lavarse. Supongamos P, verdadera (hipétesis de induccién) y demostremos
para n 4 1, es decir los matematicos M) sy My tienen la cara sucia. El
matematico Dr. M,4; ve en torno suyo n colegas con la cara sucia y piensa:

“Hay 2 casos posibles”.
“0O bien estoy limpio o bien sucio”

“Si estoy limpio ™: los mulemdticos sucios deberan bajer en la n-ésima
estacidn para lavarse {por hipétesis de induceidn).

“ Si estoy sucig ”: Cada uno de mis colegas ve en torno suyo n rostros sucios
¥ luego no bajan en la estacidn n-ésima esperando para saber el estado de

51 cara.

Luego, yo confirmo mi suciedad y ellos la suya, ergo, en la estacién n+ 1
bajamos todos, luego, P, es verdad ¥Yn ¢ IV




2. Particién de la Atlintida.
Fronteras y pafses.

Supongamos que se tlene un continente rodeado por el océano como en
la figura: '

Este continente estd dividido en paises. Suponemos también que fuera de
la frontera natural con el océano, existe al mencs una “no natural” formanda
paises {al menos dos).

La interseccién de dos o mas fronteras la denominaremos “nodo”. Por
ejemplo: :

Ademas, prohibimos que existan pafses contenidos totalmente en otro.
Consideremos como regiones las superficies que forman paises y el océa-
no. Se verifica en la figura que signe: 4 +3 =5+ 2.

4 REGIONES
3 RaDbOS
S5 FRONTERA

T

.y

Pl ¥ P2 :

En general si notames f = mimeros de fronteras, p = nimero de re-
giones, n = nimero de nodos, se tiene:

Propiedad 1 (Teorema de Euler)r p+n=f+2.

Demostracién: por induccidn scbre f.
Para f = 3 (caso de 2 pafses + océanc)

; f=8=p=3, n=2dedonde5 =34+2=5

I Supongamos cierto para f > 3+ y demostremos para f + 1 fronteras.
Podemos ver que existen dos nodos P, P tal que aceptan caminos dis-
- tintos entre ellos.

Existen dos
camings eatre

BRUDP yBABP,

mapa ohtenide
eliminendo la
Yrontere AB

= fl=f-1, n'=n' p=p-1,

luego, por hipdtesis de induccién:
P+ =F+2
e p-l4+n=Ff-1+2
p+n=7+2 B

Propiedad 2. Tomemos un mapa tal que cada nodo es la interseccién de
exactamente tres fronteras.. Entonces existe una regidn {o pafs) con a lo més
5 fronteras. :




Demostracidn: | ' -

Como cada nodo es la interseccién de 3 fronteras, entonces:

3n =2f.

Supongamos que cada pais tiene a lo menos seis fronteras: _

F
Z( # fronteras pais i) > 6p;

=1
cComo Cada frontefa. se cuenta 2 veces:

1 6
f= 5 Z( # fronteras pais i) > 5P = 3p,

=1

por lo tanto,

2
pinsie ¥ rori

lo cual es una cortradiccién con la propiedad 1 B

Coloracion de mapas.

Entendererios como coloracidn de un mape (incluyendo el mar) una asig-
nacién de colores a cada regidn tal que a dos regiones arbitrarias con frontera

comun se les dsignen colores diferentes. El problema de colorear un mapa

es antiguo y data al menos del siglo pasado y ha sido origen de una conje-
tura que sélo se “demostré” en la presente década mediante la utilizacién
de métodos computacionales (aiin hay controversias sobre ia fiabilidad de
una demostracién con ayuda del computador ...). La conjetura dice que un
mapa puede colorearse con a lo més cuatro colores. Este problema tan sim-
ple se ha revelado extremadamente dificil y buena parte del desarrollo de
algunas teorias matemadticas se debe al interés por resolverlo. Acéd daremos

una demostracion para un tipo de mapas particulares y en un contexto mds’

débil.
Diremos que un mapa es reguler si es una isla dividida en al menos dos

paises y tal que un nodo es la interseccién exacta de tres fronteras. Por
gjemplo: : :
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e

Regular No Regular

Teorema de los 5 colores :

Basian 5 colores para colorear (incluyendo el mar) cualquier mapa _reqular .

Demostracién: por induccién sobre el niimero de regiones & palses.
Si el namero de pafses es € 5, ochviamente se requieren a lo mas 5 colo‘1‘"es.

N

.r\/\ ‘\’\’\{\{\!\I:’\,\ \ : by LY -../\,\\:
LY ", —
RNy iE {c i Coloracibn para
NN & KR
o /i Lo T bmormmdt . A R .
N W cinco paises con
" .
NN ny
N N 5 coleres
, s [ S T
,\’\ . G LSRR \I\#

LY .. . 3 A
/:/:,:’:I:I‘f‘f“/\ N e \’t’ﬁ’\’\,\,\’\’\_"\’

Colarscidn mejorada
para el mismo mapa

pero con 4 colores

Supongamos el teorema verdadero para un mapa normal con p > 5
regiones o paises y demostremos para p+1:

Si p+ 1 > 5, como el mapa es normal, de la propiedad 2 sabemos que
existe alguna regién con a lo mds cinco fronteras. Se tienen varios casos:
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2 FROKTERAS

4 FROMTERAS

S FRONTERAS

Caso 1. Eliminamos la frontera entre P y Py (con lo cual desaparecen los
nodos A y B): Luego el mapa sigue siendo normal _pero con p' = p regiones.
Por hipttesis de induccidn podemos colorearlo con § colores.

TR
TR 7 Bl p
Ly lpp Ly Lyl >4
4 TSI T TTTETE
Ly ‘

P
A B

Pzis P con dos fronteras
con paises Py u R,

1

se elimina frontera
entre P y P‘generamﬂu
anr nuevo peis Puf,

Se pinta con 5 colores

I

[ L P i

Posteriormente colocames nuevamente la frontera entre Py Py, y le

asignamos un color cFay ¢ # b

Luego, ¢ mapa con p+ 1 regiones admite una coloracién con < § colores.

Caso 2. Analogamente al caso anterior:

@O
®E®

Colores

Peises

©

A1 gbrir 1a frontere eplicamos Ia hipdtesis de induccion

y coloreamos con & 1o més 5 colores. Suponemos gue los
pataes limitrofes de P lienen Yoa colores a, b, c. Se cierra
nuevamente Ya frontera agregando uncolor d # a, b, ¢




]

Caso 3. Se tiene:

gbrir
piniar

e g

f% ///

p p P #brir

t 3 |fronters
P
paises _
P.Py By, PyPy P%nta{ con _ ‘
4 coiores : : o ..
Con lo cual deberiamos utilizar un sexto color. Para evitar esto debemos
colores ‘ demostrar que entre los & paises fronterizos existe al menos una pareja que 1
8,b,c.d.e : : o no tiene frontera comitin: '
Supongamos por un momento que Py U Py = P’ es una sola region:

a -
d

cerrar y
agregar e
Eliminamos.

C
frontera entre _
- o - _Ruy R N

sty

Aqui el problema es mas delicado. Si realizamos directamente el pro- Supongamos, por ejemplo, que P y Ps tienen frontera comin:

cedimiento anterior; por ejemplo:
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Gl LR

SIS S ‘ : 3. Fractal=Pascal.
LAY \\\\\\\\\\,\,/ frnntera -
é%og“;np Una aplicacién artistica del tridngulo de Pascal es la siguiente:
2.3 Asociemos a los coeficientes binomiales los valores 8 y 1 como sigue:

' . )
o ={0 SG o

si C¥ es impar.

Es decir:
: 1 1
1 1 © 1 1
1 2 1 — X 0 1
1 3 3 1 S 1 11 1
S 1 4 6 4 1 1 0. 0 0 1

Si esto lo llevamos a un programa computacional y escribimos en la
pantalla un punto negro para el valor 1 y un punto blanco para ), se obtiene

Entonces P; y Ps U P; no tienen frontera comfm-y luego (P1, Py) (P, Py) la. figura siguiente:

no tienen _fronteras comunes .

De manera andloga se demuestra que si Py y F3; U Py tienen frontera
comin extonces (P, Ps) no la tienen. Luego, podemos economizar uz color,
ya que entre los § paises vecinos existen al menos dos sin fronteras comunes.
Supongamos que éstos sean P; y P3. Realizando ahora un procedimiento un
poco mas sofisticade, eliminamos dos fronteras:

a"bri r -
ifronteres

Pintar con| :
£ 5 colores
(V4

. ‘ Una pregunta interesante es saber, dado k,n € IN, si el punto corres-
< acgerrerg%:'g b ' _ pondiente en el tridngulo es blanco o negro. s decir, cuando C¥ es par o
& impar. La respuesta no es trivial..
C d 5 Ademéas puede verse, al menos visualmente, que el tridngulo de parldad
] obedece a la construccién geométrica siguienter
Se toma un triangulo y se parte re1teradamente en tridngulos méas pe-
quefios, de acuerdo al procedimiento siguiente:

con lo cual demostramos el teorema B




"
A
gra
arataval
-

"l
AT AY A AV AT
>

Si usted compara el tridngulo generado en la figura anterior con la regla
“par-impar” del triangulo de Pascal, verd que los dos procedimientos arrojan
un resultado similar: ambos engendran una progresién de tridngulos cada
vez mas pequefios. Objetos dé esta naturaleza, puestos 2 la moda por el
matemitico B. Mandelbrot, gozan actualmente de excelente salud y popu-
laridad y se les denomina fractales.
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4. Mas recurrencias.

4.1 Torre de Hanoi. '

Se tienen tres postes {4, B,C} y n discos de diametro decreciente. Ini-
cialmente todos los discos estan ordenados (de didmetro miayor a menor) en
el poste 4, como en la figura siguiente:

[ AT LIS SITLESSITIATIFEITIS

A ] B C

El problema consiste en determinar un procedimiento (st existe} para trasla-
dar, uno a une, los n discos de un poste & otro (digamos desde A hasta C)
de manera que en cada paso (traslado de un disco), se respete laregla de que
un disco de mayor didmetro no puede ponerse sobre otro de didgmetro menor.

Configuracidn
correcta

Configuraecidn
incorrecte

-
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ota

B e

AT

Desarrollaremosel procedimiento paran = 1,2,3 :

n =1 Existe L,
solucion en 2
yn paso

& 5 C A B

n =2 Existe |

solucign en .~

3 pasos [

n =3 Existe
solucion en

Conviene analizar €l caso n = 3: Los pasos 1,2,3 consisten solamente
en repetir €] caso n = 2, sin mover el disco mayor. El pasc 4 consiste en

" cambiar ¢l disco mayor al poste O (donde_desedmos ubicarlo) y el resto es

realizar nuevamente el caso n = 2. Esto nos permite determinar, de manera
inductiva, un procedimiento general:

Dado n discos, primero trasladamos n — 1 del poste 4 al poste B luego
trasladamos el mayor al poste C y posteriormente los n — 1 de B a ¢ como
sigue:

A B

Veamos esto por induecién: conocemos un procedimiento para n = 2.
Suponiéndolo conocide para n es posible para n+ 1', Segllfm el esquema ante-
rior. Luego, el problema tiene solucién para cualquier numero de discos.

(i Solucidn que hemos determinado de manera co?st:uctlva!).

Ahora bien, oira pregunta interesante es cuantos pasos demoramos en
obtener la solucidn y si nuestra estrategia es la mejor posible (en el sentido
que se obtiene la solucién: en el menor némero de pasos).

Veamos primero cudnto es lo méximo que podriamos demora.rnos:lel
peor caso seria recorrer todas las configuraciones permitidas posibles. jCudn-
tas hay? Paran =2 hay &




Es decir, haber sacado los otros n discos que estdn encima (en T, pasos
qué es el tiempo minimo) y luego cambiar el n + 1. Posteriormente debemos
atn poner los n discos sobre el mayor en T, pasos. Luego, como al menos
debemos mover el disco de didmetro mayor 1 vez — Tor12Th+1+Th =
27, 4 1 de donde obtenemos la ecuacién recursiva de los tiempos minimos:

Sea U, el niimnero de configuraciones posibles con n discos. Para n + 1
discos tomamos cualquier configuracién de n y le agregamos en cualquier
posicién un disco de didmetro inferior.

|Disco agreqade] = B

Tn+1:2Tn+i, T[):O '

Th 0 1 3 7 15

90 1 9F .1- 921 281 2¢-1

Configuracién
cen n discos

Luego la solucién, dada en forma cerrada (es decir en funcién de n) de 1

Configursciones

z recurrencia es :
cen n+ | discos la

T, =2"-1 n > 0.

En efecto 2771 =2(2" —1) + 1.

Concluimos entonces que el mejor procedimiento para obtener una so-
lucién requiere un nimero grande (exponencial) de pasos. Ademds cuando
n crece, el minimo de pasos crece extremadamente rapido.

~ Luego a cada configuracién de n discos le asociamos tres configuraciones
de n -+ 1 de donde: U,yy = 3U,, U; = 3 Claramente:

Un*%] z3Ur1:32[}:n——1 :33Un-n22"':3n+1- 80+
2"
Concluimos entonces que nuestro procedimiento deberia terminar en a lo mas 60+
3" pasos para n discos.
40+
Sea T, = nimero minimo de pasos para trasladar n discos de un poste 204
a otro.
Claramente T, =0, T, =1. 0 ! ! ! )
D P : ) 2 4 6 8 10
e nuesiro procedimiento inductive es claro que podemos trasladar n + 1 _ .
discos en a lo mds 2T, + 1. Luego el niimero minimo de pasos para n + 1 Suponiendo que el cambio de un disco nos tome 1[segl, cuando se tienen
. verifica: . : : 30 discos nos demorarfamos aproximadamente j cinco siglos! (verificar).
L 22T+l T =0 E - Una observacién importante entonces es gue cuando deseamos realizar

un procedimiento que involucre pasos elementales (como en este caso part:-

cular) nos agradaria que el niimero de pasos no creciera demasiado répido
. . : » on

con n, es decir T, =¢en, 6 Ty, = en? pero no cosas del estilo n®, 2%, 3%, etc.

Por otra parte, dado n + 1 discos, cada vez que cambiamos de poste el disco
de didmetro mayor se debe tener el siguiente esquema:

Otra consideracién : La determinacién de la férmula cerrada de

}‘:é_l—"al !E,——I—L éa , "" ! ,:éx. T..;: ’ , ,é, ) T, = 2" — 1, la hicimos “al ojo”.
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Una manera menos fortuita podria ser: dada esta ‘ecuacidn, hacer el
cambio de variables: V., =T, + 1 obteniéndose:
_Vn-}-] =2V,, W =2,

que es una progresién geoméirica de razdn 2. Luego:

Vag1 =2V, = 2V g =+ = 27V = 274,

de donde
Tot1 = AR

4.2 Variaciones sobre irozos de pizza.

Dada une pizeza circular: jCudntos trozos de pizza generamos con n
cortes no colineales, con interseccidn comiin en el centro de la pizza?
Sea P, el ndmero de porciones para n > 1. Para valores pequefios de n

se tiene:

e (K e B e

-"-'.‘.//%
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El nuevo corte divide en dos porciones dos trozos, (digamos A y B) luego

el mimero de trozos para n cortes es:
Fo=P 142 P =2 n>2 -

Sumando las diferencias:

n

Z(P{ —P)= E 2.

i=2

dedénde :
Po—P=2n-1})=P,=2n—-24+ P =n,

- por lo tanto
P.=2n, n>1 B

Compliquemos un poco la distribucién de la pizza. Supongamos que los
cortes no se intersectan necesariamente en el centro. Mas an, los comensales
{que son los mismos matematicos del tren al sur) exigen que no se permitan
cortes paralelos y entre tres o mds cortes no se tengan intersecciones comunes:

ilegal
dos cortes paratelos

itegal
- tres cortes con
interseccion comin

i Cuéntas porciones se generan entonces con n cortes? Sea L, este
ntimero, Paran=1y 2: .
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Es ficil ver que dado n—1 cortes en las condiciones anteriores, al agregar
un corte (como éste no coincide con otros puntos de interseccién y no es
paralelo & otro) ia nueva recta £, corta todos los otros en n — 1 nuevos

puntos:
. L,

Nuevo
Corte

szl

v éstos generan n nuevas regiones.

Se tiene entonces:
Ln:Ln—]+n} L1=23 7122.

o bien:
Lj—Lj1 = j;

SLi—Ljay= EJ‘

=2

L" - Ll = Zj'»
j=2

sumando
se obtiene:

como Ly =2 _
n
Ln=3} 7+1,
=1
obteniéndose la férmula cerrada:

Ln:_n(_nék_l_le]_ B

Fjercicios.

1. ;Qué podria decir si' cada corte fuese hecho con un cuchills en forma de
V sobre una pizza que cubriese todo el plano?

2. Bn el caso en que la pizza se reparte mediante cortes, entre los cuales no
hay dos paralelos ni tres que se intersecten en un mismo punto jCudntos
puntos de interseccién tienen estos cortes?

3. Supongamos que deseamos repartir una pizza rectangular {comeo aque-
{las, frente al Duomo de Florencia ...). Para ello marcamos en el borde
superior 7 puntos ¥ en el borde inferior m puntos. ;Cudntos cortes
triangulares se pueden hacer, cuyos vértices sean estos puntos?

4, Distingamos err una pizza circular dos puntos interiores A y B, de manera
que si realizamos n cortes, de elios p cortes pasan por A y ¢ cortes pasan
por B, y ademé&s no hay tres que pasen por un mismo punto; ninguno
gue pasa por ambos punfos A y B ¥y ningan par de cortes paralelos.
;Cudntos trozos se obtienen? - .

5. Siahora, lo que deseamos repartir es un queque Pantagruélico {que cubre
todo el espacio), el cual podemos cortar en cualquier direccidn, segin
planos entre los cuales no hay dos paralelos, ni tres que pasen por una
misma recta, ni cuatro que pasen por un mismo punto. § Cudntos trozos
puede conseguir con n cortes?




4.3 Niimeros de Fibonacci.

Durante la Edad Media (1202) en e libro Liber Abacci, el matemdtico
Leonardo de Piza presentd el problema siguiente: j Cudntos pares de conejos
puede engendrar una sola pareja durante un afio? Para dar una respuesta
Leonardo de Pizza plarteé la recurrencia siguiente: si f, es el atimero de

pares de conejos en el afio n:

fn:fn—l‘!'fn—a n>2, fo=f =_1.

Esta sucesién tiene inmumerables propiedades y aplicaciones, incluso existe
una revista cientifica de circulacién internacional que estd dedicada comple-
tamente a ella. Buscaremos su solucién entre las progresiones geométricas
{¢™)a>0- Supongamos entonces que la solucidn es del tipo:

n n—1 n-—-2
¢ =9 " +g 7

de donde:
¢ =qg+1
Las rajces de esta ecuacién cuadréatica son
1++/5 1=+/5
a= 0 A= —

Tenemos entonces dos progresiones geométricas:
7
(@™)aze,  (B)n2o-

Si tomamos dos constantes ¢1,¢2 € I y reemplazamos cia®™ + 28" en la

expresién ¥ = ¢% — ¢" ! — ¢" 7% se obtiene:

’t,b =610fn+1 + Cgﬁn_H . (Clan—l +C2,Bn“1 +clan—2 +62ﬂn»2)

= e {an _ an—% _ an—Q} -|-(:2LB" Mﬁn—l _ ﬂn—?]
=0 Mok —a— 1)+ ef"THE — f-1);

como a, 3 son raices de z? — = — 1 se obtiene 1 = 0, es decir ¢;a™ + ¢ 8" es
solucién general de Ia recurrencia de Fibonaccl.
Calculemos el valor de los constanies:

n=0: e’ +ef=1 c1+tep=1
—

n=1: CIC¥+Cgﬁ=_1 caatef=1,
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obhtentendo ' s ]

1445 1—+/5
2v/5 2v/5

con lo cual, la solucién general de la recurrencia es
1+v5vn -
fnz( 2,)"(125)7‘.
_ V5

Esta expresidn se conoce también como la férmula de Binet,

Embaldosados 2 x .

Una hermosa aplicacién de la recurrencia de Fibonaceci es la siguiente:
Dado un tablero de 2 filas y n columnas:

P .
* n +
- —

iDe cudntas maneras podemos embaldosarlo con n piezas de dominé?

Sea zn, el mimero de maneras para un tablero de 2 x n. Es vital advertic
que los dos primeros cuadrados del extremo izquierdo sélo pueden cubrirse
de dos maneras: '

{a) con una pieza de domind. (b} con dos piezas de dominé.

)
/

e N

Para completar cualquier embaldosado de tipo {a) se requiere cubrir el
tablero restante de dimensién 2 x (n — 1) con n —~ 1 piezas: Andlogamente
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en el caso (b) se requiere cubrir el tablero restante de 2 x (n —2) con n— 2
piezas. El nimero de maneras de hacerlo es 2,3 ¥ Zs-2 respectivamente.
Como un embaldosado de (&) es siempre distinte de uno de (b), obtenemos

la recurrencia:

Y > 2,

Ip = Tn-11t Tn-2

con las condiciones iniciales:
para un tablerode 2 x 1= 2, =1,

paraun tablerode 2x2 = z4 = 2. :
B”

Obteniendo la sucesidén

1,2,3,5,8,13,21,34, ...
Es claro que esta recurrencia es similar ala de Fibonacci, salvo en la condicién
inicial
fn=f1_|—l+fn-2=fl=f'2:1 Vn > 2
1,1,2,8,5,8,13,21, 34, ...

luego £n = fpq1 YR 2 1.
Utilizando la férmula de Binet:

Zn = fap1 = \/—((1 * \/—)n“ - (1—2_1/5)”“)

Ejercicios.
= f1 = 1. De-

Consideremos (f;)a>: la sucesién de Fibonacei con fy =
muesire,

1 _iﬁf:‘:fnn*l-

118

.

i

2. i foic1 = fan —

i=1

3. Xn: fzi = fang1.

ixD

4. Efz"'fn fn-H

=0

5. fn+m = fn 2fm + fn;fm-}-l-

6. fn+5 > i{]fn.

1. famr fotr = Fasz s frge =21

8. Seaa, =(3+ V/E)“ +(3—+/5)",n € IN Pruehe que 0, € N Vn.
Indicacion: Muestre que an4y = 6a, —4an..q.

9. Luego den dias de un experimento con moscas de la fruta, el nfimero
M(n) de moscas satisface M(n) =3M{n—1)—2M(n2), ¥n > 2.
con M(0) = 3, M{1) = 7. Determine una solueién de la recurrencia. -
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CAPITULO 111

Estoy en medio de un iridngulo

{bolers)

RELACIONES

En el capitulo | definimos la nocién de conjunto, pero éste es un ob-
jeto amorfo. Pedriamos verlo como una bolsa donde se colocan objetos sin
impartar el orden, cuye tnica caracteristica es estar o no en la bolsa. En
matematicas ¥ en la vida diaria son impertantes los ordenamientos o el orden
entre objetos, nocidén que no es capturada por los conjuntos. Por eilo intro-
ducirernos en este capitulo elementos matematicos que recuperan la nocién
intuitiva de orden, permitiendo estructurar objetos de acuerdo a la relacién

que tienen entre ellos.
3.1 Pares ordenados y n-tuplas.

Recordemos ¢l eje cartesiano usual

El punto A tiene como primera coordenada 1 y segunda coordenada 3.
Esto se eseribe A = (1,3). Dé manera andloga B = (3,2). Conviene sefialar
que no es lo mismo (2,3) gue (3,2} ambos son puntos distintas e el planc.
De esto podemos deducir que es importante la posicién de cada coordenada,
es decir imporia el orden.

En términos abstractos diremos que, dados dos objetos arbitrarios a y
b, el par erdenads (a,b) es una lista ordenada de ambos objetos.




Claramente, dados @ v b podemos construir cuatro pares ordenados:

(a: a)s (a, b), (b: a)s (b> b)
los cuales son distinios; no da lo mismo escribir primero a seguido de b que
b seguido de a: {a,b) £ (b, a).
Diremos que dos pares ordenados son iguales si tienen coordenadas

1gnales: :
(ab)=(e,d) = (a=¢) A (b=4d) (3.'1_)

Conviene sefialar que podriamos haber definido los pares ordenados a
partir de la teoria de conjuntos:

(a: b) = {{‘1}: {aa b}},
en particular:
(a,e) = {{a}, {a,a}} = {{a}, {a}} = {{a}}.

Esto permite distinguir, en cuanto a orden {a, b} de (b,a). En efecto,

(b,a) = {{b},{a,b}} # {{a},{a,b}} = (a,b).

"De manera mas general, dadoes n objetos arbitrarios {a1 }o,={a1, a2, ...,2n}
definimos la n-tuple como una lista ordenada de estos n objetos:

(('11 12,03, 8n—1, aﬂ)'
Ademas, diremos que dos n-tuplas son iguales:
(a1, 0 tn) = (b1, b)) = (@ =b) (Vi=1,...,n) (3.2)

Por ejemplo, dado el conjunto {0,1}, determinemos todas las 3-tuplas
{o trics), cuyos elementos sean 0 o 1:

(0,0,0),(0,0,1),(9,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)

Para n grande este tipo de problema no es trivial, por ello es conveniente
definir conjuntos que confengan todas las n-tuplas.

3.2 Productos cartesianos.

Dados 4, B dos conjuntos arbitrarios, diremos que el prodicio cartesiane
entre Ay B, que notaremos A x B, es la coleccion de todos los pares ordenados
formados con un primer clemento en A4 y un segundo elemento en B. En

lenguaje de conjuntos:

Ax B=1{(a,b)/(a€AA®cB)} (3.3)

de manéra equivalente:
(z,y) € Ax Be= (z € A)A(y € B).

En general, dada una coleccién {A;}y = {41,..., An} de conjuntos se
define su producto cartesianc como la coleccién de todas las n-tuplas donde
la primera componente pertenece a Aj, la segundaa 4, ..., la n-ésima a 4,.

Formalmente

mLA = A x Ar XX Ag = {{a1, .0 e0)f0i € A5 1 <E<n} (34)

o bien: )
‘ {21, ZTp) € XiAi ==z, €4; 1<i<n.

Fn el caso particular de que todos los conjuntos 4; sean igualeé aun conjunto
A(di=AYi=1,..,n):

Ax. . .xA=A4"={(a1,....az)fa; €A 1<i<n}.

Por ejemplo, {0,1}" = {0,1} x {0,1} x ... x {0,1} es el conjunto de
todas las n-tuplas con componentes 0 6 1, también llamado “hipercubo n-

dimensional”.

Del hecho que (4, b) es usualmente distinto de (b, a) se desprende que en
general A x B #£ B x A. Sean 4 = {a,b} y B = {1,2,3} se tiene:

Ax B ={(a,1),{a,2),(a,3),(51),(b,2),{b3)}
B x A=1{(1,a),(1,0),(2,a),(2,0),(3,a),(3,8)}

de donde concluimos, via un contraejemplo para la 'igua.ldad, que
AXx B # B x A,




Otras propiedades del producto cartesiano aparecen en los ejercicios pro-

puestos.

Algunos productos usuales son R x R = R? = {(z,y)/z,y € IR} co-
rrespondiente a los puntos del plano. Z° = Z x Z = {z,y)/z,y € Z}
correspondiente a los puntos del plano con coordenadas enteras.

R = R x IR x R correspondiente a los puntos del espacio tri dimensional,
Z° = % x Z x Z, los puntos de coordenadas enteras en tres dimensiones ¥

{0,1}3, el cubo tri-dimensional.

Podemos representar {como los casos de R* y Z%) un producto carte-
siano de la manera siguiente:

B Puntns de
' AxB y
. 7,

En el ejemplo anterior:

3 L
B 2 .-
I 4

A

Concluimos del dibujo que, en e! caso finito (4 y B con un nimero finjito
de elementos) el atimero de pares ordenados es igual al 4rea del rectdngulo
asi formado. En general para dos conjuntos de cardinalidad finita:

|4 X Aa] = |41 [

En efecto, sean A = {al,...,an},Ag = {b1,....,bm}, s decir {4} = n y
|42} = m. Se tiene entonces la tabla siguiente de todos los pares ordenados

de As x Aa:

(a1,01), (&1,b2),..., (a1, bem)

(az,b1), {az,b2),....{02,bm) _
n  filas

Aan, b))y {aa,b2) o, (0h,0m)
m  columnas

que contiene nm pares ordenados. En general, utilizando induccién se puede
demostrar que dados los conjuntos 4y,..., A, de cardinalidad finita:

A1 x Az % . x Ao = ] 144 (3.5)

La nocién de producto cartesiano es til para contar objetos. Por ejem-
plo, si las patentes de automdviles se componen de dos letras y tres digitos.
;Cudntas patentes distintas pueden formarse de manera que las letras ocupen
las dos primeras posiciones y los digitos las tres iltimas? '

Los conjuntos de letras y digitos son los siguientes: L = {a,b,¢,..., ¥, 2},

= {0,1,...,9}. Claramente, una pafente de automéviles corresponde a una

5-tuplade L x L x D x. D x D = L* x D* y el niimero de patentes distintas
es el cardinal del producto cartesiano: .

# patentes = |L? x D*] = 26% x 10° = 676.000.

En el caso de que digitos y letras ocupen cualguier posicidn, el numero

seria
C?-|L* x D*| =10 x 676.000 = 6.760.000.

En efecto, basta ver en cudntas posiciones distintas pueden colocarse las
dos letras y para cada caso calcular el nimero de patentes con posicidn fija
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de letras:.

IL? x D3|
|L? x D3|

oD
D b e o
vEeRsEvEwETE R el
SRR e ESEvECETECR )
aNeBvEsluivEclvlwiv)

L2 >;D3f

3.3 Relaciones binarias.

La nocién intuitiva de relacion entre objetos surge continuamente en la
vida diaria y ha aparecido ya en este libro. Por ejemplo:

Pedro es padre de Javier

- Javier es hijo de Pedro

Besigual a b

Javier es menor gque Pepo

Pepo es mayor gque Pangolin

cuatrc es mayor que cero

a pertenece a A, (a € A)

b no pertenece a A, (b & A4)

Geguén, Tchuente y Tacana son cameruneses... etc.

Er todas las sentencias anteriores tenemos relaciones entre objetos, en
algunos casos son de ordenamiento, en otros de igualdad, en otros de perte-
nencia. La caracteristica comin de todas ellas es que son relaciones entre

dos elementos ¥ en tal sentido las denominaremos relaciones binarics. En.

este parrafo formalizaremos esta nocién para, posteriormente, clasificar las

relaciones binarias. -

Dados dos conjuntos arbitrarios A y B no vacios, una relacidn binaric
TR es un subconjunto no vacio de pares ordenados R C A x B. Si (a,b) € R
diremos que-a estd relecionado con b y notaremos alth: .

aRb @I(a, b) € R & “a esta relacionado con & (56)
aRb & (a,b) ¢ R < “a no estd relacionado con b” .

El conjunto de pares ordenados de A x B cuyos elementos estan rela-
cionados es el deminie de la relacidon R, y se denota R.

Ejemplos: ) 7
1) Sea A={1, 2,.3}; B={1,4} ylarelacién R dada por R={(1,1),(2,1),(3,1)}:

— AxB

2) Sobre los conjuntos del ejemplo anterior definimos la relacion:

aRb&a+b<5 a€AbEB
En tal caso B = {(1,1),(1,4).(2,1),(3,1)}

3} En una relacién R los cenjuntos A y B juegaﬁ un papel importante.
Tomemos, por ¢gjemplo A=B=RyoRb & a+b<5 abe R.
En este caso R = {(a,b) € R*/a+ b < 5}, que se grafica de la manera

siguiente:

7(a,b) tel gue

a+hb ¢

7%

De los dos tiltimos ejemplos vemos que aunque la relacién entre elemen-

—
[S%]
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tos es la misma, sus dominios pueden ser distintos. Esto lleva a definir la

igualdad de relaciones:

Sea Ry definida en A;, B1 y Rp definida en Az, By,
Ambas relaciones son iguales (R; = Ry),
si y s6lo st A] = Ay, By = By, Ry = Ry,

En este contexto las relaciones definidas en los ejemplos 2 y 3 son dis-

tintas.

Es importante en slgebra representar un objeto matematico, de manera
de visualizar sus propiedades y operar con ¢! de manera simple. A continua-
cidn presentamos los tres modos més usnales y practicos de representar una
relacidn.

3.4 Representaciones de una relacidn.

Introduciremos las diversas representaciones a partir de un ejemplo:
Sea A = {a,b,c}, B ={1,2,3,4}. Sea Ry = {(a,1),{a,3},(b,3),(c, 2),(c,4)}.
Es decir, 2R,y < (z,v) € R;.

Representacién cartesiana,

R! = AxB

-

Representacion mediante un grafo.

Definimos un conjunto de puntos etiquetados con los elementos de 4 y
B de manera que existe una flecha de a hacia b si y sélo si (a,b) € R, es
decir, z Ry <> =z — y. En el ejemplo anterior:

(3.7)

E] caso de relaciones sobre un mismo conjunto, 4 = B = E, lo tratare-

mos en el punto 3.5,

Representacién matricial.
Definimos una matriz, A, de m filas y n columnas como un arreglo

rectangular de m % n nimeros reales:

a1 aiz ... d1n
21 azz - d2n

A =(ai;) = . (3.8)
aml Gmz o G

donde a;; € R, 1 <i<m,1<j<n

El elemento a;; es el que aparece en la posicidn (7,7) del rectangulo
(interseccién de la fila 7 y la columna j).

Dadas dos matrices 4, B definimos su igualdad como sigue:

Diremos que A = B si y s6lo si tienen igual nimero de filas

y columnas y (a;; = bi; X(¥i, 7).
Por ejemmplor CO£0CD 6D =103

Para la representacién matricial de una relacién nos Hmitaremos a elegir
los elementos de la matriz en el conjunto {0, 1}
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Volvigndb a la relacién R; = {(a,1),(g,3),{5,3),{c,2),(¢,4)} del ejem-
plo anterior, definamos su matriz asociada, M{R,), de tres filas y cuatro

columnas:

1 2 3 4
e /10 1 0%
b0 0 I 0} =MmMR.
c\D0 1 0 1

El elemento de la fila b y la columina 3 es 1 ya gue (b,3) € R;. Andloga-
‘mente, el elemento de la fila ¢ ¥ la columna 1 es O ya que (¢,1) & R;.

M{R;} se denomina la matriz asociada a la relacién Ry vy se tiene

lma:y =1& IR]y

donde myy es el elemento de la fila asociada & z'y la columna asociada a y

de la matriz M(Ry ).

La representacion cartesiana de la relacidn es bastante cldsica y suficien-
temente clara como para no insistir en st formalizacién. No sucede lo mismo
con las otras dos, por lo cual las definiremos de manera mds formal.

~ Sean A = {a1,..,q,}, B = {b1,...,by} conjuntos finitos y sea R
definida por R € A x B.
El grafo, G(R) asociado a la relacién estd definido ¢omo:
G(R)={U,V)
donde U es el conjunto de nodos o vértices etiquetados
U={ay,..sap.dr,,bn}

y V es el conjunto de arcos tales que:

(el arco z — y, desde z hasta y, estd en el grafo) & (z,y) € R (3.9)

Arco de a; hastab; < a; 2 bjf
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La matriz asociada a B, M(R), estd definida por:

mil P Miin
. ; ¥ e. TMin 7 ;
M(R) = (miy) =1 mii pfilas  (3.10)
LELT"S U PY PR Hipn

n columnas

i = 0 si a;R bj'

Observemos que dado un grafo G = (U, V) es posible definir su matriz

donde { 1 st aq;Rb;

" representante comao:

_ 1 siexisteel arcot —
M(G) = (mij)  talque M =90 g g existe el arco i — 7

]ﬁ(G) se denomina la matriz de incidencia del grafo G. Es fécil ver que dada

una relacién R

M(G('R)) = M(R) (verifiquelo}

. . : ” : B4
lo cual muestra que ambas representaciones “codifican” la misma relacién.

Desarrollemnos un ejemplo algo mas interesante para ver la representacién
grafica y matricial. Sea B = A = B = {1,2,3,4} tal que:

1) afibea+bd L4

Grafo asociado:

O mumans ¢

G(&)
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Matriz asociada:

M(Ri)=

[ R ]
=R RS
[ R
oo o

2) aRyb <> a+ b > 4, sobre el conjunto B = {1,2,3,4}. En este caso:

e _
I le f?z) |

7

M(Rz) =

Lol e B s B oo
o= OO
[ S )
= e

3) Si tomamos, sobre el mismo conjunto £ = {1,2, 3,4} la relacién trivial
(que llamainios universal): aRab < (2,0) € E x E (es decir todos los
pares ordenados) obtenemos:

L ek

M(R3) =

Yk b ped
— e e

1
1
1
1 1

La propiedad si guienté relaciona la representacidn grafica y matricial:
Deadas dos relaciones Ry y Ra se tiene la equivalencia:

Fn efecto: si M{R1} = A y M(Ry) = B se tiene

a;Rle' i= G;Rgbj & Qij; = 1& b,‘j = i

de donde A = B, es decir M(R,) = M{R;) B

3.5 Clasificacién de relaciones.

Trabajaremos a continuacién con relaciones definidas sobre un solo con-
junto E = A = B y hablaremos de una relacién R sobre E, en el sentido de
que RCE*=E x E.

Dada una relacién R sobre F diremos que:

R es refleja & (Yas E) (aRa). (3.12)

TR es simétrice < (Ya,b€ E) (aRb = bRa). {3.13)

R es aniistméirice @ (Yo,b € E}oeRbAMRa= a=1b). (3.14)
R es transitive < (Va,be € E){aRdAbRec = aRe).  (3.15)

Obviamente, podriamos definir muchas otras propiedades interesantes,
pero los cuatro anteriores cubren dos tipos de relacidn muy importantes, las

de orden y equivalencia.

Relacién de Orden: Diremos que R en E es una relacidn de orden si y sdlo
si es refleja, antisimétrica y transitiva. -

Telacién de Equivalenciar Diremos que R en E es una relacidn de equivalen-

ca si y sdlo si es refleja, simétrica y transihiva.




Ejemplos.

1. Sea F el conjunto de los seres humanos. Sean las relaciones:
aRb <> a es hijo de . :

- Es facil verificar que R no es refleja, no es simétrica, es antisimétrica,

no es transitiva;
aRb < a esid casado con b.
- K no es refleja, es simétrica, no es antisimétrica y no es transitiva.

aRb < a es de la misma nacionalidad que b.
- Es refleja, es simétrica, no es antisimétrica, es transitiva. Luego es

relacion de equivalencia.

. SeaE=RR ¥ las relaciones:

aRb 4 a<b.-
- Es refleja, no es simétrica (4 < 5 pero 5¢ 4), es antisimétrica
{a<bAb<a= a=1D) estransitiva (a COAD <= a <e). Luego es

relacién de orden.

aRbe a=0b.
- Es refleja, simétrica, antisimétrica, transitiva. Luego es relacion de

equivalencia.

Sea K = IV y la relacién:

aRb < ¢ divide b & b = aa, e € IN. Notaremos R = |.

- Es refleja, no es simétrica, es antisimétrica: (alb) A (bla)
(b= ao)/\(a =88 (a, EJN) luego

b:aﬁb:»a,@zlz:»azb.
Es transitiva: (a|b) A (ble) & (b= aa) A{e = fb) = ¢ = foa & dle.
. Sea R con dominio R = {(1,2},(2,1),(2,3)}. R no es refleja, no es
simétrica ((3,2) ¢ R), no es antisimétrica ({2, 1)A{1,2) € Rpero 1#2),
no es transitiva (1R2 A 2R1 pero 1R 1).
. Sea E = "P(U) (el conjunto de las partes de U) v la relacion:
ARY <= X CY.

- R es refleja, antisimétrica y transitiva. Luego es relacién de orden.

Tratemos de visualizar las propiedades definidas, a través de los tres

modos de representacién que hemos introducido anteriormente.
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1. Representacion cartesiana. En este modo de representacion es faczl vi-

sualizar la refiexibidad, simetria y ant151metr1a pero no la transitividad.

Refleje, R
EXE contiens 18
) diagonal

Simétrice, B contiene
X @ L .,
(.0 ambes puntes simetricoes

con respecto a le diegonsl

EXE @
{y.x) o ninguno-

Antisimétrica, R contiene
& lo mas uno de los dos
© simétricos

ExE

9. Representacion mediante el Grafo.

REFLFEJA:- cada nodo edmite un arco de €1 a si mismo.

O

SIHETRVICA: existe un arco de a hasta b ssi existe

lun arce de b hasta &. .
| (a) " {b)

ANTISIMETRICA: entre dos nodos & y b o bien no
existen arcos o bien existe uno y séle uno.

cfomaclioio

TRANSITIVA:si existe un arco entre a y b y un arco
entre b y c, entonces existe uno entre a y C.

'
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Tomemos por ejemplo las relaciones definidas por los grafos siguientes:

Ko es refleja
Ko es simétrica
Es antisimétrice
Es transitiva

No es refleja

Mo es simétrica
Es antisimétrica
Mo es transitliva

Veamos cuél es el namero minimo de arcos que podemos agregar en la relacién
definida por el grafo anterior para que sea transitiva. Recuerde que por cada
dos arcos en el mismo sentido debe existir el arco de atajo:

3:’: =

Luego de verios pasos Hegamos g} grafo gue
tiene todes Tes srces {cempleto)

= arco deble

3. Representacién Matricial. Sea E = {a1, ..., ap}, la relacidn R es refleja
& g;Ra; & M(R) contiene unos ea la diagonal:

1
M(R) = ' (3.16)
1

R simétrica & {a;Ra; & a;Ray) & ((my; = 1) & {myj = 1)) :
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M(R) = o con a € {0,1} (3.17)

O sea los elementos de M(R) son mmetncos con respecto a la d:a.gona.l
de la matriz. Esto también puede verse de una manera que nos serd itil
mis adelante. Definamos la malriz traspuesia de M(R), que notaremos
tM{R), como la matriz resultante de intercambiar filas por columnas: Si

M(R) = (mi;) & 'M(R}= (mj;) Por ejemplo:

111 0 1000
01 00 1101
MR)=14 g1 1]~ M®B=1; 510
e 10 00 1 0

0

Para definir la traspuesta de M(R) no es mecesario que ésta sea cuadrada
(una meatriz de n x 1}.. Por ejemplo:

1 0
10
MEy={r 2100 o gary=]1 0
¢ o010
' 01
00
Con esta notacién tenemos que R es simétrica <+ M(R) = ‘M(R),

(verilique).
Para analizar las otras propiedades de relaciones es necesario introducir

dos muevos conceptos para trabajar con matrices. El primero es un modo
de comparar matrices, es decir una solucién similar a la que conocemos para
decir que un nimero real es mayor o menor o igual a otro real. Dadas dos
matrices Ay Bdepx g (p filas y g columnas). Definamos la relacién:

A<BH @_(a,-j < b,‘j) (V?,,J) (3.18)

la desigualdad de la derecha corresponde a la relacién de orden <, usual en

R.

Ejemplo: .
1 0 1 0 11 11
A=10 1 1 0jJ<j0 1 1 0}=8
00 01 10 0 1
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A=

e R e 3y
a2 e
e B e

0 01 10
oj¢ (1 11 0}=8B
1 00 0 1

y B¢ A {matrices no comparables).

La relacidn < es trivialmente refleja. Es anfisimétrica:

(A< BYA(B < A) & (v, §)asj < bis) A (bi; < aig) = (Vi j)ai; = bij)
< A=D.
Transitiva: (A < B) A (B C)

(Vi,7) (aij < biz Abij <eij) = (Vi,7) {aij Scij) e ASC

Luego (joh, sorpresal) “<” es una relacién de orden B

La otra nocién que necesitamos es la de multiplicacién de matrices con

€Eros y UIOS:
Definamos primero la suma y la multiplicacién de dos elementos

z,y € {0,1}

+ 01 - 01
0 0 1 0 0.0
1 11 10 1

Claramente + = V y - = A cuando 0 se codifica como FyicomoV.

Veamos un ejemplo:

(1101) ~=1-041-140-041-1=0+1+0+1=1+1=1

— O~ O

Hemos sumado los productos de elementos en ignal posicién de ambas
© 4-tuplas. Si se tienen més filas y columnas, hacemos lo mismo para cada

fila de A con todas las columnas de B:

[l =
o o=
= o
o B e I ]

= O = O
[ I
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1.0+1-14+0-0+1-3  1:141-14+0-1+1-0 11
_{0.020-141.04+0-1° 0-1+40-14+1-240-0] =101
1-040-1+1-04+0-1 1.14+0-34+1-14+0-0 o1

ira. fila x lra. col. ira. fila x 2da. col.

2da. fila x lra. col 2da. fla x 2da. ecol.

3ra. fila x lra. col. 3ra. fila % 2da. col.

Notamos que para definir esta multiplicacién se requiere que el ntiimero
de columnas de A sea jgual al nimero de filas de B. Ademés el resultado es

una matriz con el nimero de filas de A y el niimero de columnas de B. Es

decir,

A-B=C
(pxa)gxr)=(pxr)
Como va conocemos la notacién de suma, los elementos ¢;; de la matriz
resultante se calculan de la manera siguiente:
Wiz=1,.,p ¥Yi=1,..,7

b}j ’
baj L ‘ g
7
C1J — (aﬂ,aiZ-p-"qa‘:.q} R = a1 jb]j"l’...‘{'a{q'bq}‘ :Zatk'bk]
. k=1
bes '

5
donde 3 se entiende como la disyuncién {3, ve = v Vva Vua V... V v ).
: T oi=1 '

Corn ias dos nociones anteriores estamos en condiciones de caracteri-
zar mediante matrices las propiedades de ura relacién sobre un conjunto

E={a1,..an}:

1 0 .
R refleja & I = < M(R) (3.19)
N
R simétrica < 'M(R) = M(R). {3.20)
R transitiva < M{R) = M{R)- M{R) < M(R). (3.21)

Esta ultima propiedad no es trivial y merece una demostracidn:
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<) Supzonga.mos primero que K es transitiva. Sea M = M(R) = (m;;) y sea
C'= M?*(R) = M{R)-M(R) = {¢i;). Debemos probar que (¥, 1) {c;; < mij)

0 de manera equivalente: B
(¥4, 7) (e =) = my; = 1.

Supongamos entonces ¢i; = 1, luego:

) n
1=y = Zmikmkj
k=1
Luego, existe un indice £ € {1,...,n} tal que:

my-myy=1emp=1Amsy =1

Por definicidén de M{R) esto es equivalente a:

a;Ray A arRaj y por transitividad = a;Ra;j & my; = 1.

=) Supongamos que M?*(R) < M(R} y sean o;RasAarRa; se tiene entonces:

(my = 1) A (m-(_,- =1}

Matricialmente:
2
M (A7) HM{R)
i | | I
[ T i
_ o
l. —

2 'j '] ’

uego Cij = kz Mg == o+ My Mg+ ... =1
=1

* por lo tanto, como M2(R) < M(R) = ¢;; Smy & 1 <my;
de donde m;; = 1 & a;Ra; -
Es decir R es transitiva: {(a;iRas) A (apRe;) = a;Ra; B
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3.6 Relaciones de orden.

Recordemos que una relacién R sobre E es de orden si y solo si es

reficja, antisimétrica y iransitive. Veremos acé- algunas relaciones de orden

importantes.
1. Relacién de orden entre nimeros reales, o < & que ya analizamos.

2. Dado E = {a,b,¢c, ..., z}, el abecedario.
a<fela=0Via apare-ce antes que f en el abecedario).
3. En n-tuplas. Sea £ C IR. Definamos < en E" como:
X = (ml‘“t’:ﬂ") LY = (Y1, Yn) & (V2= 1yeyni{z; S yi)

donde < en ¢l tado derechs corresponde al orden usual en IR. -
Refleja: X £ X & (o <z) (Vi= 1,...n}%

Antisimétrica:
(X < VIAMY < X)& (Vig {1,...,1’1})(&,",‘ < yi) A (y,' < ;)
= (Vi€ {l,..,n}) (zi=w)@ X =Y.

Transitiva: (X S V)A(Y € Z) e (Vi=1,.,n)z: Sw)A{n < z)
= (Vi=1,.,nlri Lu)e X <2

4. Orden lezicogréfico. Sea E el conjunto abecedario y £* el conjunto de
todas las palabras. Dadas dos palabras v = v;...0,, U = Up... Uy €1 E*,
definimos la relacién:

v < u e (3 < n)lvi = ui,1 < k)(vk}l _estzi “antes” de w4 en B}

En el caso particular n < m y v = u;, 1 = 1,..,7, 5¢ asume v < u.
Fjemplos: case < casas, dragén < drama.

Es directo que < es una relacién de orden correspondiente a la que
aparece en los diccionarios (verifique).

5. Sea E = M, o({0,1}} el conjunto de todas las matrices de p filas y ¢
columnas con elementos I’s y 1's. :

A< B (vi,7) (a5 <bij)

es una relacién de orden, como vimes anteriormente.
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ceptos importantes son los de orden parcial y tofal inducidos en el conjunte
E por la relacidn <. La idea es simple, por ejemplo en R, la relacién de
‘orden usual <, permite comparar cualguier par de mimeros reales a,b € R,
pero, por ejemplo, la de divisibilidad no lo permite: 5f 6'A 6} 3, es decir 5 y
6 son incomparables (o no comparables con la relacidn de orden |). En este
sentide, dada una relacion de orden < sobre ¥ diremos que:

- Es relacidn de orden totelsi Vz,y € E se tiene:

(z<y)V(y<z)

- Es'relacidn de orden parcial si existen elementos x,y € F tales que
(zg y) A(yd =}

Ejemplos:

1) El orden < en IR y el lexicogrifico son drdenes totales,

2) La divisibilidad en IV y < entre n-tuplas o matrices son érdenes par-
ciales: :

En efecto, sea E = {0,1}% (0,1)€ (1,0) A{1,0) (0,1). Sea
10 G 1
A:(l 1)’3:(1 z)
Ad BABY A

En general, para las 3-tuplas en {0,1}? se tienen las signientes relaciones
de “comparacién”: O 0 O

00 010 001

110

011

101

dondeX—eY@XSY. ]]1

Notaremos en general una relacién de orden en E por “<”. Dos con-

. 3.7 Teoria de nimeros.

Una relacién de orden importante es la divisibilidad en &V, Dados
a.b € IN diremos que alb < b s divisible por a & b es miliiplo de & &
(éa ¢ IN)(b = aa}. Recordemos sus propiedades:
Reflejar a & a = 1-a.
Antisimétrica:
albAbla e b=oaha=pfbofeN
eh=afbsaf=1=af=1
= a="h
ptivar - )
Tramsiive alb Ablc e b=aanc=pb o, fe N =
c=cofla & ale

La divisibilidad es obviamente una relacién de orden paicial. Ademas,

ésta permité determinar propiedades muy importantes de los niimeros natu-
rales, algunas de las cuales desarrollaremos a continuacion.

3.7.1. Algoritmo de la divisién.

Sean «,b € IV, b > {0, entonces existen enteros ¢,7 € IV inicos, tales

que:
' a=qgb+r, 0<r<b (3.22)

donde el .natura.] ¢ se denomina el cociente y 7 el resto de la divisién de a por
b,
Fiemplo: Sea a =105, b=§:

105:8=13 105=13x8+1

25

1

Demostracién de la factorizacién:

Si a < b, el resultado es trivial e = 0-b+ e donde g =0,r = a. ‘

Supongamos a > b:




1) Sibla & a = cb, luego basta tomar ¢ = cy r = 0 de donde a = ¢b + 0.
2) Supongamos entonces bf @ v construyamos la sucesién de ndmeros na-
turales:
a,a—ba—2b,...

Claramente, existe un valor g € IV tal que a —gb > 0 ya—(g+1}b < 0
(Gbserva.cién:_no se anula, pues, si no se tendria bja}.

Sear=a—¢b& a=qgb+r ademdsr < b En caso contrario, es decir
rzbea—ghb2 b e a-b{g+1) > 0o cual contradice el hecho que
a— (g + 1)b < 0. Luego, hemos demostrade la propiedad

Unicidad de la representacion:

Supongamos ¢ = q1b+ry, 0 = gubdry & 7112 = @b—qb= (g2 —¢)b,
pero <ry <by 0<rs <b=|ry —re| < b Como |ry — 3] = g2 — g1 il

lgz = b <b =g —qf < 1.

Comogie IV, [jon—gi]=0,dedonde p=¢s yro =1, B

3.7.2. Algoritmo de Euclides.

Sean ¢,0 € IV, se define el mdzimo comidn divisor, med{a,b) = e € IV
tal que:

(Vd e V) (dla) A (d]b) = dlc (3.24)

Caleulemos por ejemplo el med(6,9)

med{6,9) =3  divisorcs de 8 divisores de 9
1 1
2 3
3 9
$

Daremos un algoritme, adjudicado a la Escuela de Fuclides (tiempos del
hilo negro...), para calcular este namero: '

Sean a,b & IV tales que b < a.

(cla) A (ciB) (3.23)

Dividamos a por b con resto:

a=bg, +11; 0<m <b

si r # 0 podemos dividir b por ri:

b=riq + 123 0<rg <y
si 2 # 0, podemos dividir r1 por 72
r1 = T2¢2 + 73} 0<ry <ra, ebe ...
Determindndose asi una sucesion estrictamente decreciente:

b>T1>?‘2>1"3>...'20

Como cada ; debe disminuir a lo menos una unidad en cada paso, en el peor

de los casos:
bob— 1-,65-2, W= (3=1),0

be>ri>r > .. >rp—1

luego, en a lo més b pascs determinamos un resto nulo, con lo cual el algoritmo
se detiene en un mimero finite de pasos < b. Estudiemos la sucesion de restos:

G:bqﬂ-F-Tl UST‘;<b
b=rig;+ 12 0<rm<n
ry = regz + T3 0<r < g

ri =i Frive 0 S rige <rip

Tn—2 = Tn—1qn-1 + Tn 0<rp < a1

Pl = Tnfy, con resto nulo rop =0
La recurrencia es:

i =rigagi Ty k=5L2.,n-1

" Afirmamos que ry, = med(e, D).

Primero demosiraremos que r, es divisor comin de'a y &

esto lo hacemos por induccién sobre los diferentes restos:
es claro que rpiru_1, ademds, como ru_p = Tno1gn-1 + Ta = Fnlrao2.

Supongamos que:
rn|rﬂﬁ1,...,rn}r5+1,rn]r; 1<n
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v demostremos que 7, |ri-1.
De la ecuacidén de recurrencia:
Tiel = PG Tk

y por hipétesis de induceién ry = arg, rig; = fry luego rofrig.

Ergo ra es divisor de todos los restos, en particular: como
ba=rig+ 12 = ralb = rpla luego ry, es divisor comin de a y b
Sea ahora d otro divisor comtn dé ay b Comoa =bg, + 71 &
r = a— bg, = dlr. :
Como rp = b—ryq1 = dirs.
Supongamos d|ri, ..., dir;. De la ecuacidn de recurrencia:
Ti-1 = 7igi + 743 concluimoes rypr =Tio1 — Tigi = dlrizy.
Luego d cs divisor de todos los restos 71,72, .., 7n, ¥ €D particular djry.
Hemos demostrado entonces que ro = med(a, b} B

El algoritmo de Euclides nos permite probar algunas propiedades pro-
fundas de los numeros enteros. Por gjernplor

Tlados e,b € IV, 3z, y € Z tales que

az + by = med(a,b}. {(3.25)

Demostracién: recordemos que med(a, b) = rn: n-ésimo resto del algo-

ritmo de Euclides.
Demostraremos que cada resto admite una escritura del tipo (3.25)

En efecto . iy
rr=a—bgo T 1 =1,y = —¢o
Ty = h— 193
luego,
ra=b—(a—bgola = (—Da+ (14 gq)b,

de donde,
: 2 =4 =1+ 0q

SUpOongamos entonces:

T =zja+yj-b Yi<k

y demostremos para k+ 1:

Sabemos que

TEol =TRQE +rig1 =
FE41 = —TEQk + Ti—1 = —gi(Tia + yrb) + Zr_1a + yr-1d
= (zk — gr—17k-1)a+ {5 — Ge1¥r—1)b.

Luego, para todo k = 1,...,n se tiene Ia escritura (3.24).
Por lo tanto, exisien Tnln tales que rn = Zaa + ypd Como
rn = med(a,b), se obtiene ¢l resultado B

. Dados ¢,b € IV, diremos que a,b son primes relatives st y sdlo si
med(a, b} = 1. '
Porejemploa =3, b= 5; a=6, b=11

Directamente del Algoritmo Buclides y de la propoesicién anterior,
tenemos que a,b € IV son primos relotivos si y s6lo si exislen o,y € Z

iales gue:
ar +by=1 . (3.6}

En efecto, si med(e,b) = 1= Az, y € Z tales que ax + by = med{a,b) = 1.

Eq el otro sentido, si az + by = 1, como med(a, b)la y med{a, b)[b =
med(e, b)jez + by = 1 = med(a,b) =1

Un corolario importante es el siguiente:

Lema de Euclides. Sean g, b,c € IV. 5i albc y edemds los naturoles a,b
son primos relativos entonces ajc. ‘

En efecto, como mcd(a, b) =1,9z,y € Z tales que azx + by = 1, por lo tanto
¢ = {ex + by)e = alcz) + (bely pero aja y por hipétesis albe, entonces
alofcz) + (be)y = c B - |

La nocién de maximo comin divisor tiene innumerables aplicaciones,
entre otras puede utilizarse para determinar la irracionalidad de algunos
niimeros reales. Consideremos el mimerc +/2 € R, y derwstremos que es
irracional (Vp,¢ € %, /2 no admite una escritura de Ja forma p/g). Supon-
gamos que +/2 es racional, luego existen p,q € IV \ {0}, tales que V2 = 2,
Sin pérdida de generalidad podemos suponer gue p y ¢ son primos relativos
(med(p, q) = 1), ya que, en caso contrario simplificamos los factores comunes
obteniendo dos enteros, primos relativos.




De la ecuacién p? = 2¢° es evidente que p* es par. M4s ain, p es par.

En efecto, si p fuese impar entonces p = 2m -+ 1,m € IV, luego p* = 2(2m? +

2m)+ 1 que es impar.

Como p es par, p = 2k, % € IV \ {0}, luego 4k? = 2¢%, concluyendo, de
manera andloga al caso de p, que g es par. Pero esto es una contradiccién,
ya que siendo p y ¢ pares se tiene med(p,g) > 2. Concluimos entonces gque
/2 1o puede escribirse como p/q, ergo es irracional B

Diremos que p € IV es un nimero primesi ysdlosip> 1y pes leSlble
s6lo por 1 y por sf mismo.

Obviamente existenn nimeros primos: 2,3,5,7,11,13,... La pregunta. es si
esta secuencia es finita o infinita. Antes de responder a esto demosiraremos

algo impertante:

Teorema fundamental de la aritmética: cuelquier natural n > 2 puede
escribirse de manera vwnice, selvo el orden, como producto de primos:

N = P1P2..Pr (3.27)

donide loa mimeros p; son primos y2<p; Sp2 S ... S pr.

Demostracién: Exigtencia. Por induccidn sobrée n. Para n = 2;2 es la facto-

rizacion, pues 2 es primo.

Supongamos gue sea cierto para cuzlquier entero k <n y demostremos
para kb =n+ 1.

Sin+lesprmo=n+l=n+les la factorizacidn. Sino,n+1 = be;
1<b<ndlyl<ec<n+l Aplicandola thoteszs de mduccmn a los
enteros b y ¢

b=p.pre=p..ph donde p;, pi son primos

luego a = py...prp}...p, es un preducto de primos B

Unicidad: Supongamos 1 = p1...0s = §1...0m} Pi, §i PFimos
5t s = 1, entonces: .

n=p=greGm = P = Q{2 gm )

como py es primo, m =1y p1’= gz»
Supongamos entonces s > 1 ¥ que el resultado es cierto para todo
1< k< ssalvoel orden de los elementos. .
Demostremos entonces parz el valor s:

PiP2ePe = Qoo = P11G1--Cm

luego
11‘16(1—_[ g) £=1..,m
e
pero
med(ps,q¢) =1 =p1l([] &;)

J#EE
= pilgr para élgﬁn indice 7
Por lo tanto py = ¢,, cancelando:
P2.Pa = 1o Gr-1Grt1--Gm

obteniendo una expresién a la izquierda con s — 1 primos. Por hipdtesis
inductiva sobre 5 — 1 elementos se concluye p; =¢; Vi B .

Una consecuencia mmediata es que:
Lo sucesién de primos es infinita. (8.28)

La demostracién es por el absurdo: supongamos que la sucesién sea
finita {p) < p2 < ... < pn} ¥ sea

. T
p= Hpi-i-l
i=1

Como p no es primo y p > 1, del teorema fundamental de la aritmética,
p se escribe como un producto de primos del conjunto {p;}L,. Luego existe
1< k < n tal que plp.

Pero
peip = pal(p HP=)‘ 1

luego pr = 1, lo cual es contradiccidn ya que p; 22 Vi=1,..,n B




Otros tépicos relacionados con teoria de niimeros se degarrailan en los
temas 2 y 3, al final del capitulo.

T4 = 1 O) (6111 iz} _ (€1 aii — A
0 1 any  agg dgzy  daz

Es simétrica: -
A~B& A=PB.

3.8. Relaciones de equivalencia.

ler. Caso: P=I=>A=IB=B& B=1IAluego B~ A.

01

Recordemos que R sobre F es una relacidén de equivelenci st y solo si
7 * 9do. Caso: P = I* es decir A = (1 G) B pero si multiplicamos toda la

es refleja, simétrica y transitiva.

Denotaremos una relacidn de equivalencias R por ~. La mds cldsica es ecuacion por I*:
sin duda la igualdad (=) entre ndmeros reales, otra es la de “nacionalidad”
entre los habitantes del planeta. En este diltimo caso la nacionalidad permite

- clasificar los habitantes def globo mediante una particién en paises:

A=IB /I
I"A=TI(I"B)

és facil verificar que:

= (I*I"\B
: e {01 0 1y f1 0% _
FIC= piras Pﬂo}l’”‘(l 0) (1 0)"(0 1)"I
“M’”'g porlotanto "4=B e B=I"Aeg B~4
Es transitiva.
A~BAB~C& A=PB A B=QC;, PGec{lI"}
_ : , = A= P(QC=(PQ)C
Esta propiedad de p’articionar un conjunto es de gran utilidad y la desa- .f para el producto PQ tiene cuatro posibilidades
rrollaremos en detalle més adelante, ; -
) PQ=1I-1,
. elacidn de eoul . | srwiente: , 2) PQ=1-1,
Un ejemplo interesante de relacién de equivalencia es el siguiente: 3) PQ =11,
4y P =I"I".

Sea B = Ma2{{0,1}) el conjunto de matrices' de 2 x 2 con elementos en
Sil: A= IC porlotanto A~ C.

{0,1}.
SeanT=(1 ) r=(9 ~)d ices de este conj 16N /0 1 L )
eanI={ [ LI"=1{, 4 dos mairices de este canjunto. _ Si 9- PQ:(O 1)(1 0) = 1" porlo tanto A = I'C & A~ C
Definimos ia relacién: _ g . '
. 01 10
Si13 PQ= = I* A=I ~C.
. A~Bwe3Pe{l ) talqued=P.B 15 PQ (10)(01) porlotanto A =I"C &> A~ C
~ es relacidn de equivalencia. Fn efecto ' 0 1 0 1 '
Es refleia: basta tomar P =T Si4: PQ = (1 0) (‘1 0) = I por lo tanto A= IC & A~ C.
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Con lo cual hemos verificado que ~ es relacidn de equivalencia B

Podriamoes haber visto esto de una manera més directa, observande lo

que hacen I e I” al premultiplicar una matriz:
1) Si P=1I, entonces A = [0 =B

2) Sip=1I* ,
A= 01 by b2\ _ (b bm
i1 00 bar bp2 bi1 b2

En este caso se intercambian las filas de B.

De 1 y 2 podemos concluir: .
A~ B & (4= B) (A corresponde a la matriz B con sus ilas inter-

cambiadas).

Veamos, en este mismo ejemplo, como podemos clasificar las matrices
segtin la relacién de equivalencia ~. La idea, tal como en las nacionalidades,
es colocar en un mismo saco todos aquellos objetos equivalentes entre si.

No es dificil percatarse que hay exactamente 16 matrices de 2 » 2 con

0sy s
Ao Ay As Az

I PR I Y B
Ay As As A7
Go G Co G2

As As A An

= M2 {{0,1})

10 G0 G G

A As A Aus

11 11 11 i1
(0 0 (a 1.) (1 c) (1 1
Claramente Ag estd sola en una clase, pasa lo mismo con As, 419 ¥ 415

Notaremos como G{X) el conjunto de todas las matrices relacionadas
con lz matriz X. Luego C(Ap) = {41}, C(4s) = {4s5},C(Ae) = {41},
C{A1s5) = {A15}. Por otra parte:
C(A1) = {A1, A}, Clda) = {42, 45}
C(As) = {43, Az}, C(As) = {4s, 4o}
C(A7) = {Ar, A3}, ClAn) = {A11, A}

v se tiene:
Mia(0,1) = C{A0) U C(A1) UUC{42) U C{4s) U C(Ae)u

UG A7) U CA1e) U C(A11) U ClAms).

Conviene observar que cada matriz pertencce a una y sélo una clase, lo
cual permite formar la particidn.

Este tipo de propiedades podemos formularlas en el marco general de
cualquier relacién de equivalencia, para esto primero formalizamos la idea de

clese de eguivalencia.

Dada una relacién de equivelencia ~ sobre E y un_elerr‘zento z € E
defimimos la clase de eguivalencie de x:

[z} ={y € E/z ~y]. (3.29)

La primera constatacién es que z € [z}, luego ¥z € E\[z] # ¢. En
efecto, ya que ~ es reflela 2 ~ =z B

Veamos que {[z]/z € B} es una particién de E. Es inmediato que:

ENE

T€E
Basta entonces demostrar qué:
Siefy= inll=d - (3.30)
Six~y={z]={y] (3.31)

Demostracion: -

{3.30): Supongamosz € [z]N[y] @ (z e [ejr(z ey & (= ~ z) Az ~y).
Por transitividad se tiene = ~ y, lo cual es una contradiccién ya que

oy, Luego [zl N[y] = 6.

(3.31x Siz~y=(z € WA € [z]). Seaz € [g] = .~ z como
gy =z~y=z € [yl luego {z] C [y) v de manera andloga se demuestra

[y] € [z], es decir [z] = [4]
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Luego E- puede escribirse como la unidn de las clases de equivalencia
distintas

La familia de conjuntos {clases de equivalencia) de la particién se nota

Ef~ = {clases de equivalenda. distintas } {3.32)

y se dehomina conjunte cociente asocmdo a la relacién de equivalencia ~

sobre K.

Hemos probado entonces que a una relacién de equivalencia ~ sobre E
le podemos asociar una particion. :

A la inverss, dada una particidn F = {Ai}icy de F slempre es posible
asociarle una relacidn de equivalencia inducida por la particién F de manera
que al “particionar” mediante esta relacién de equivalencia resncontremos
F. En efecto sea ~ definida como en el caso de la re]acmn de nacionalidad:

r~ye(Fel) (z,y € A)

Claramente es de eguivalencia y dado 2 € E = (3l 4 € Nz € A;). Es
decir, como z € Aj

[z] = {y/y ~ 2} = {y/y € Ai} = A
por lo tanto B/ ~= {4;}ier

Ura relacién de equivalencia muy importante es la de los enteros “mé-
dulo p” que estudiaremos a continuacion,

3.9 Clases de congruencia médulo p.
Sea p € IN,E = Z. Definamos la relacién en Z:

zry e (Fke ZYz —y = kp). (3.33)

Lo cual es equivalente a decir que la diferencia es miiltiplo de p, o bien que
1a diferencia es divisible por p. Esta relacidn es de equivalencia. En efecto,

a8’

Refleja: = — & = Op, luego = ~ z.

Simétiicas z ~y S r—y=kpey—z=(—kpy~rz

Transitiva: {z wy}/\(y~z)@(i-y£kp)/\(y—z=k’p)=>
z—z=z—y+y—z=(k+Ep e~z

Utilizaremos como notacién de z ~ y la siguiente: z = y(modp). Veamos
cudl es el conjunto coclente Z/ ~ que notaremos 7,

Analicemos primero el caso patticular p = 2. Veamos que significa:
I—-y(mod9}#z*y—2k
es decir la dlferencm entre z e ¥ es par. Luégo, la clase del O es:

0={... - 4,2,0,2,4,.’......} ={z/z =2k k€ Z}

[1]={—5 371135 ...... Ly =A{zje =2k +1,k € Z}

obteniendo Z = [0] U[1], [0]ri]1) = ¢.

Graficamente;
Z: -6 -5 —4 -3 -2 -1 0t 2 3
oupl: .6 1 o6 : 0 1010 %

Mediante esta relacién se discrimina la “paridad” entre los enteros. Dos
de ellos son equivalentes si tienen igual paridad (ambos pares o ambos im-

pares).

Veamos en general, las clases para p& IV, p > 0

O={zeZ/fz-b=kpkecZ}= {a:/z =kp k€ Z}
={n s—2p,—p,0,p,2p,3p, ... 3

(UU={x€ Z/zc=kp+ 1, ke &}
T = e =2+ 1, —-p+1L,1,p+1,2p+1,.) (3.34)

B ={reZjz=kpt2ke Z)

p—1]= (v € Zja = kp+(p— 1),k € Z)




cuando s > p, las clases se repiten. Sea s 2 p=r § = ¢ xp+r0<r<p.

= {s/s—s = kn.k € Z}.
= {zfx =kp+s ke Z}
= {zfz=kp+ap+r k€ X}
={z/z =kp+rk € Z} =]

p-1 ) '
Luego, Z = |J [i] v el conjunto cociente es Zp = {[o}L 1], .. e — 1]}
- . i=0 .

Ejercicios.

1. Para los conjuntos 4, B, , demuestre:
(a) Ax (BUC)={AxBjU{AxC).
(b)) Ax(BNnC)=(AxBYn(4dxC).
() Ax{B\Cy={AxB)\(4d xC).
(d) AxB= U (4x )
: . bEB
2. Demuestre que:
(2} (AxC=BxCin(C#¢)=>A=5.
(b) Crxr(B x D) = (CeB x F)U(E x CpD).
{(c) Determine si VA, B,C: (AAB}x C = {Ax C)A(B x C).
3. Estudie, clasifique y grafique las relaciones
(a) 2Ry &> zy > Oen .
(b) xRy <=» max(z,y) < 2Zen IV.
(c) zRy <= max(z,y) = 20 en IV.
(d) Ry <> med(z,y) =1en IV.
(e) sRy <=z +y" <len R.
(f) XRY <= zq =y i=12en My({0,1}).
(5) XRY = X ¥ = (g g) en May({0,1}).
o ) |
(h) XRY &= X +V = | : : ] en Maa({0,1}).
1. 1
(i) GRG' <= (ambos grafos tienen algin camino de largo 4) en el
conjunto de los grafos con 4 nodos. Es decir, existen al menos dos
nodos tales que se puede ir de z & y utilizando cuatro arcos (no
necesariamente distintos).
(_]} .’L"Ry — (Sl la palabra z termina con una letra ]exicogréﬁcamente
menor o.igual a la Gltima letra de la palabra ¥).
(k) TRy &= (ambas palabras empiezan y terminan con vocal)

4. Sea R definida en IV por: 2Ry & (22 + 3y = 15)V(z +y = 8.
Encuentre las representaciones cartesiana, matricial y el grafo asociado
af.’ i ’

5. Dibuje la representacién cartesiana de R definida en IR, por:

(a) B={{z,y)/z+2y <2}. '
{(b) B={(z,y)/z <y,0<y <1}
(¢) B={{zmy)/a? 4 +2>0}. .
6. Dé ejemplos mediante matrices de 8 % 3 con 0’z y 1’s de relaciones: -
- refleja, simétrica pero no transitiva.’




- refleja, transitiva, pere no simétrica.
- simétrica, transitiva pero no reﬂe_;a
7. Sean R; , Rz dos relaciones sobre un con_]unto E. 5S¢ define

R: ARz = {zR1 A Ray {_:}'mRiy A xRay)
Ry VR = (2R V Ry <= zTqy VzRay).

(a) Estudie las propiedades de ia conjuncién y disyuncién de relaciones.
segun las propiedades de Ry ¥ Ra.

(b} Considere E = {m, ..., @, }: Caleule los grafos y matrices de la con-
juncién y disyuncién, en funcidn de aquellos de 3 y Re. (Construya

primero ejemplos con r = 4},
8. Dada R una relacién definida en E, definimos R™! de la siguiente ma-

nera:

V(a,b) € B? aRb<= R la.

Pruebe que:
{a) §i R es relacién de equivalencia, entonces R~ es de equivalencia.

(b) Si R es relacién de orden, entonces R es de orden.
(c) Si R es refleja y transitiva, entonces R A R™1 (ver ejercicio 7) es
relacién de equivalencia.
8. Eu IR? se define: (=, y)R{u,v) &= 22 +y? = u? + 07,
" (a) Demuestre que R es refacién de equivalencia.
(b) Determine las clases de equivalencia e interprete geoméiricamente
el significado de una clase.
. En R’ JR \ {0} se define la relacién R por:

Ry & ; € A, donde A C R.

{a) Probar que R es una relacién de equivalencia si 4 = R. Encuentre

la clase de equivalencia de 3.
(b) Probar que R es una relacién de orden si A = IV. Determine sl es
relacién de orden parcial o total.
11. (a) Dado el cenjunto E = {e1, ....0n}. Determine cudntas relaciones
hay en E.
{b) Cuéntas de ellas son reflejas.
{c¢) Cudntas son simétricas.
{(d) Cudntas son antisimétricas.
Observacidn: para b,c,d piénselo en términos de matrices con 0°s ¥ I’s.
12. Sea R y § relaciones de equivalencia en E y F respectivamente. Sobre
E X F ge define T: (z,9)7{(z',3") <= (zRa") A (yS¢'). Encuenire las
propiedades de 7.

14.

15.

* 18.

* 17,

*18.

13. Sea R definida en P(E), con £ # 4, deﬁmda por- AR;(B =

BNK CA, para K € P{E), K # ¢, fijo.
{a) Pruebe que Ry es refleja y transitiva.
{b} Dé condiciones sobre ef conjunte K para que Ry sea antisimétrica.
Dadas dos matrices 4, 8 € Man({0,1}) qué opinidn le merecen las
afirmaciones:
(a) ASB=VX¢ Mnn({O,l}),A-E-X <B4+ X, AX <BX.
(b} Si A no es comparable con B, entonces:

—VX € M..({0,1}}), A+ X no es comparable con B + X.
—¥X € Munl{0,1}), AX no es comparable con BX.

(¢) Estudie las propiedades de las relaciones en AM,,,({0,1}}:

AREB 4= dn ¢ IV tal que A" = B™ = 0 (matriz nula}.
ARB <= 4 - B = I(matriz identidad).

Observacién: Entendemas la suma como sigue: A4 = {a;;), B = (b,-j)'
A+ B = (ai; + bij), conl-{—O*O-f—l-" 1+1=1y0+0=0.
Considere 13 relacidn en Z” definida por:

z = u(modpy }

R
{3, y) (Pl.J"z)(u‘"u) R { Y= v(modpg)

con py y pz en IV 4.
(a} Pruebe que Ry,, ;) €8 relamon de equwa,lenc:a
(b) Encuentre Z /(p;,p:), ¢l conjunto cociente asociado a la relacién.
Sea R definida en E, una relacion simétrica be. Va,b aRé = bRa.
Definamos una nueva relacién en £ de la forma siguiente:
aRbe=In € N,{zp, .. ,zn} EEtal que o = 59, b=z ¥
{¥i = ,...,n~1)(.r,7€z,+;)v{3:,- =1iaq).
Demuestre gue K es relacién de equivalencia.
Sea E un conjunte no vacio y R una relacidn de equivalencia en E.
Sen ¢ # A C E. Se dice que 4 es “saturado” para R si y sélo si
Yz e A, [z] C A
(a) Demuestre que si {X;}ies, I # ¢, es una familia de partes sa.turadas
de E, entonces [ ., X; v [); elf\ son saturados.
(b) Demuestre que A es saturado si'y s6lo si A es la unién de clases de
equivalencias segiin R.
Sea IW" = IN x IN x ... x IV, el conjunto de n-tuplas con componentes
naturales. Se define: VX, ¥ € N™, X = (23,...,2n), ¥ = (y1, .00y ¥n)

k k.
XRJY@ZL <3 w Vk—l 7

=1 i=1




() Demuestre que Ry es relacién de orden {jparcial o total?).
(b} Dada la relacién R; de orden usual en n-tuplas:

VX, Y e N" XRY & Sy Vi=1,...n.

Dernuestre que X R2¥ = XR,Y. Con un contreejemplo indique la
falsedad de la implicancia en el otro sentido. |
* 19, Sea {a,5}* el conjunto de palabras que se escriben con a's y ¥'s. Por
ejemplo, aaab, babaa, baabbba, etcétera. Suponga que cada vez que tenga
una palabra que contiene ab, usted puede barrar este término. Por-

eiemplo

aly bbaaa — bbaaa

ababab — palabra vacia v.

ab a ab a gb -+ ca.

Estudie la relacion: :
(a) Yo, € {a,b}*, wRu <= al eliminar todos los términos ab posi-

bles se obtiene, en ambos casos, la misma palabra.

{b) Agregue ef hecho que, ademds de borrar ab, se verifica ab = ba. Es-
tudie de nuevo la relacién anterior y determine el conjunto cociente
{a,b}* /7 '

(c) Considere ahora que las reglas en {a, b}* son: a® =a-a, HE=b-b
son eliminables y, ademds, ab = ba. Estudie R, el conjunto cociente,

2

etc.
Observacién: No olvide, en Jos tres casos; considerar la palebra

vacia ».
* 20. Sea {fu)n>o la sucesion de Fibonacci, demuestre guer
(2} min = fm|fa (Idea: suponga n = km y aplique induccién sobre k).
(b) Vn € W,mcd(_fn,an) =1.
(C) ¥n,m _E-W) mCd(fﬂyfm) = fmcd(m,n)-
{Idea: aplique la factorizacién en cociente y resto para n,m y
aplique el algoritmo de Buclides que involucra la descomposicién
de m = ngo + 1.
91. Sean € IV4, si n es compuesto {es decir n = ed,a,b € V), pruebe que
dp, prime tal que pln Ap < /7.
99, Calewle el med{1154,322), med(256, 28).

K .
. Sean = Y r;10°. Pruebe que:

i=0

2]1’1 = 2‘1"0
4|1’2 R s 4{(7‘1 0+ To)
SEﬁ — 81(7‘2102 + 7 - 104 TQ),
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jCudl es el teorema general? o
24, Pruehe que med{e, b) = 1= mcd(o— bat k) e{1,2}.
95, Sean pi, - Pn atmeros primos diferentes.
(=) ;Cuantos divisores tiene el nimero ¢ = il a PaT ST Gy, g SOT
" naturales? {Incluya los divisores 1y g). : o
{(b) ;Cuénto vale la suma de los divisores?




TEMAS CAPITULO JII

1. Parentescd en la gran pradera.
2. Sabre bases, Euclides y otras hierbas.
3. Congruencias lineales.
4. Grafos y matrices.

5. Agencia matrimonial

“La Solncién™.

6. Ordenes son érdenes.
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1. Parehtesco en la gran pradera.

1. Elindio 4 declara:
“B y yo somos del mismo A"
o bien
“Yg soy del mismo A que B”
o ain ' .
“BesdemiA”, e

2. Se constata que cada vez que 4 declara “yo soy el mismo A que B,
interrogar a B éste dird “A y yo somos del mismo A”.

~ Luege |z relacién notada A es simétrica

“4 y B declaran mutualmente ser del mismo A”.

3. La experiencia confirma que la relac:on es transitiva:
si Ay B declaran ambos ser de A y st By C se declaran ambos en A
entonces A y € declaran ser del mismo A.

4. Algunas declaraciones relativas a A se explican por relaciones de par-
entesco. Todo indio afirma:
“mi madre y yo estamos en A”;

de esto se deduce
quie “dos hermanos de la misma madre estén necesariamente en el mismo

A“
En efecto, si i A, i son hermanos de madre:
A esi4 en el mismo A que su madre y la madre estd en el mismo A que
su hijo B, luego, de la propiedad 3 (transitividad):
-“4 v B estdn en el mismo-A”
+Qué puede decir de la hermana de la madre de A7
;Qué puede decir sobré la afirmacién: “Cada indio (hombre o mujer} declara
estar en el mismo A que los hijos de su tia materna”?

Resumiendo, en la tribu hemos constatado las siguientes propiedades:
{1) Todo individuo y su madre declaran ser del mismo A.
(2) A es transitive.
(3) Nadie declara A si no es utilizando 1) ¥ (2).
{4) En un matrimonio los cényuges deben ser de la misma generacion.
{(§) Todo hombre afirma:
“mi hije v el padre de mi padre declaran ser del mismo A"

De estas reglas es trivial que la regla (5) se deduce de (1) ¥ (2) {ipor
qué?, ;eémo?, invente alternativas plausibles). No tan directo es que:




un individuo h debe elegir esposa del mismo A y generacidn que
lo kijo de la hijo de la hermana del padre de su padre.

En efecto, si el individuo A tiene un hijo puede afirmar que
la ﬁadre de su hifo y su hijo esid en el mismo A

o bien que:

Y3t ésposa ¥ 3u hijo estdn en el mismo A7,

pero en virtud de (5)

“su hijo y el padre de su pedre estin en el mismo A

por transitividad:

“su esposa y el padre de su padre estdn en el mismo A”.

Por otra parte, sabemos que:

el padre de su padre y lo hermana del padre de su padre csidn en el
mismo A.

Luego, por transitividad:

su espose y la hermana del padre de su pa}lre estin en el mismo A.

Como sabemos por (1) que todo individuo estd en el mismo A que sa
madre:

su esposa y lu hijo de lo hermana del padre de su padre esiin on el mismo
A, ¥ por la misma propiedad:

su espose y la Rija de la hijo de la hermene del padre de su padre estin
en el mismo A.

Adernas, la hija de la hija de la herinana del padre de su padre es de su
misma generacidn,
En efecto:

Generacién 1: padre del padre de b hermana del padre del padre
. de h

Generacién 2: padre de k hija de la hermana del padre
del padre de h
Generacidn 3: h hija de Ia hija de la hermana

del padre del padre de &

Luego concluimos

s 'Qu,e_ una candideta o esposa de h debe pertenecer al mismo A y gene-
recion gque lo kije de la hije de la hermena del podre del padre del presunto

maride M
Ejercicio.

1. Salga a dar una vuelta a la manzana, tome aire hasta despejar las
meninges y construya otro modelo en el cual se cambia la propiedad
{8) por:

(8} “Mi hifo y mi padre afirman ser del mismo A"

o bien :

(57) “Mi hijo y mi abuelita son de distinto A™
Analice, en cada caso, si no hay contradicciones con las otras propieda-
des. De no haberlas, deduzca reglas de matrimonio, tabies incestuosos,
etcétera, etcéfera. :
Salga ahora definitivamente a dar dos vueltas a la manzana. Tome aire.




2. Sobre bases, Euclides y otras hierbas.

Eiemplo. Sea a = 1432. Expresemos este ntimero en base 2:

2.1. Expresién de un niimero en base 5. 1432 =
- =2-716+0
Dado b € IN, expresemos a € IV en funcién de las potencias de b, =2.[2-358+0]+0
{49, 61,82, ..}. Esto lo podemos hacer mediante la utilizacidn reiterada del _ 97355
algoritmo de la divisién. En efecto, dividiendo a por & : - :
' g =2%(2-178) = 2° - 179
a=bptr  0sm<b —2%(2-89+1)
=2%.89+2°

st gp > 0, dividimos ¢y por b
obteniendo

si gy = 0= ALTO
si gy > 0, dividimos ¢, por &

obteniendo

Enelpasot=1,sigi_y > O:

obteniendo g = b"“g,- B B b g
Supongamos ¢, = 0, ergo:

obteniendo ¢ = by + 0 Vg 4+ bry 4+ 807 O bien

1

denominada ezpresidn de @ en base b, cuya notacién es

=24(2.2441)+2°

=2%.44 424 1+ 2°

=2%. 22428+ 2°

=27. 11424 128

=272 5+1)+2°+2°

=2%(2.241) + 27 20 4 2

=210 428 427 2% 4 2°

10210 40.97 41,98 41-27+0-2°40-2°
+1-2941.2740-224+0.2140.2°

=(101 10661100 0)z (represeniacidn en base 2}.

go = b + 7 0<rm <d

a=bbg +r1)+r0
=brg + b o

g1 =bgy + 72 0<r: <h

a = bz(b{h +T2) +b1"1 + 75
=8q + FPry+bry 10

Representemos el mismo numero en base 10:

1432 = 10 % 143+ 2 = 10(20 x 14+ 3) + 2
=10%-14+3-1042=10%10x 1 +4) +3-10+2
=10°+4.107 +3-1042-10° = (1432)

gig1 = bgs 1y 0<r;<h

En este ltimo caso la expresién en base 10 coincide con la notacidn que

g1 = b 0Fra utilizamos a diario.
Terminemos sefialandé gue el algoriimo para determinar la expresion de

a en base & @ converge en un ndmero finito de pasos: Basta observar que:

gi-1>920, G eEN

a=Y b, 7 €{0,..,b—1} (3.35)

]

luego, en un ndmero finito de “divisiones™ encontramos un valor ¢, = 0 B

_ Veamos ahora ﬁna relacién entre n € IV y el niimero de digitos que lo
representa en base & > 0. Por gjemplo n = 4534 tiene 4 digitos en base 10.

a = (i‘nrn_irn_g...'r]rg)b.
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Sea d(n, b) = niimero de digitos de n en base b. Supongamos d(b,n) = k:
n=(ag-1Qk—2...0380 )5, Gk—1 > 1

=1
oblenn= 3 a;¥.

j=o
Luego, n 2 ax_1 b¥71 > ¥, concluyendo:

k—1<logn,

de donde d{n,b) < logn -+ 1 B

~2.2. Complejidad Euclidiana.

Sabemos que el algoritmo de Euclides converge en un nimero finito de
pasos (ver punto 3.7.2), pero esto desde el punto de vista prictico no es
suficiente. Daremos acéd una cota mas satisfactoria para la convergencia.

Sean a,b € IN, a > b, demostraremos que el numero de pasos del al-
goritmo de Buclides necesarios para calcalar med(a, b) es menor que cinco
veces el nimero de digitos de! menor entere, b

(pasos de Euclides)< 5- (digitos de b en base 10). {3.36)

Esta “joyita” fue “encontrada” (jdeierminada?) en 1844 por el mate-
mético Gabriel Lamé. Entregaremos aca una bella demostracién aparecida
posteriormente en la revista American Mathematical Monthly (31, 1924).

Supongémos que n € IV sea exactamente el niimero de pasos para el
cdleulo de med{@ns1,6n), Gnt1 > @a- En el esquema del algoritmo:

An41 = Qnln + an—1 < apn_y <dn
Oy = n—10p—1 + Qn_2 0< Op—2 < Qp-1
_a4=q3a3+ag D <ag < a3
'03592a2+01 0<a; <a
ay =qa; +0, a1 = med(anty, tn)
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Es claro que g1 > 2 (sino a3 = a3). Luego podemos acotar los valores, a;,
desde la dltima a la primera ecuacidn: ‘

n220a>l=za>2-1=2
%21,0121,a222=“>a321-2+1:3
gs > 1,83 > 3,09 2 2= ag 21-34+2=5

" Bn general, aj 2 Gj—1+0j-2,081 > 1,a9 > 2. Desigualdad que es similar a la
sucesién de Fibonacci-(ver Tema 4, parrafo 4.3, capitule II):

zj = Tj-1 + Tj-2, 71 = l,zp =2

e decir: 1,2,3,5,8,13,21,34,55, ... Luego a1 > z1,a3 > Za,..,dn > Tn.

Ademés, en Fibonacci: 7
Zpgs > 1z,

o, de manera equivalente, el término de orden n+5 tiene, al menos, un digito
mds, en base 10, que el término n-ésimo.

Esto se verifica por recurrencia:
es cierto paran = 1,24 = 13 > 101 = 10. )

Supongamos clerto para £ < n y demostremos para n - 1:

Zntl+5 = Tnpts T Tntd = Tays T Tpo14s
> 10.'I'n + 10:‘59’-‘.*] = 10($n -} .‘En_.}) = 10$n+1

Por ofra parte, se tiene que:

0<n<5 x,teneal menos un digito

5<n<2-5 z,tiene al menos dos digitos

k-5 <n<{k+1)-5z, tiene al menos k -+ 1 digitos.

En efecto, esto se demuestra también por recurrencia: por inspeccidn
de la sucesidn, se verifica en el intervalo 0 < n < 5. Supongamos cierto

para (k - 1)-5 < n < k-5 y demostremos para el siguiente intervalo; -

ke5<n<(k+1)5.

Se tiene Tp.541 > 10+« LTk541-5 = 10zp.5-4

como k-5—4 > (k—1)5, zr.5—4 tiene al menos k digitos, luego, zx.541 tiene
al menos k + 1 digitos B = ‘
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Finalmente, dadon € W, 3k € IV tal que
k-5 <ng(k+1)5

luego z, t_ieng al menos (% + 1) digitos. Como a, > . entonces a, tiene al
menos k + 1 digitos, de donde:

5. {mimero de digitos de e,) 2 5 -.(k +1)

Iuego, n < 5+ (k + 1} < 5 (digitos de a,), lo cual demuestra el resuitado B

Para terminar, recordemos que el niimero de digitos del entero a, en
base 10 esta acotado por:- '

d(arh }'0) < Ioglﬂan +1

eoncluyendo que el mimero de pasos, t,3, del algoritmo de Euclides aplicado
al par (g,b),b > a, estd acotado por:

top < {logioa + 1) (3.37)
qu_arcicios. .

7 1. Represente 30421 ¥ 542 en bases:
() 2 (b) 10 {c) 16.

pero med(a, p) divide a y p = med(a, p)ib

3. Congruencias lineales.

Consideremos el conjunto de enteros Z con la relacidn = de congruencia
médulo p; sabemos que es relacién de equivalencia y el conjunte cociente es

ZP = {[O}l [1}r ey [P - 1]}

Nos interesan algunas propiedades de =.

Propiedades evidentes:

1)- a = Wmodp) = a+n =b+n(modp) Yne Z.
2) e = b{modp) Ac=d(modp) = a+c=b+ d{modp) ac = bd(medp).

La demostracién de 1 es directa:
a=blmodp) & a—b=kp=at+n—n—b=kp-
@a+tn—(b+n)=kpe o+ n=b+n{modp)

Para la propiedad 2: (a —b = kip) A (¢ — & = kyp), luego,
fa+e)—(b+d)=(ki+Ea)p B

Una propiedad més delicada ¢ interesante es ia siguiente:
Teorema.

1) La ecudcidn de congruenciz az = d(modp) en lo sncégnita z
tiene solucidn si y sélo si med(a, p)lb.

2) Ademds, si med(e, p)|b el nimere de soluciones no congruenies
entre ellas es exectamente med{a, p). :

Demostracién:
Parte 1: =) Sea z, una solucién = Bke Z tal que

az, =b+kp=>b=az,— kp




<=) Supbngamos que med(a, p)!b por definicién de Maximo Comin Divisor,

existen ky, k; tales que
a = kymed(e, p)

p = kamed{a, p)

Ademés, como med(a, p)lb = ks tal que b= ksmed(a, p}.
Por otra parte med{k;, k2) = 1, pues mcd{a, p) es el mayor entero que

divide.a y p, luego existen «, f € Z tales que:
O!k] + ﬁkg =1 .

enionces:

baky + bBky = b;

por lo tanto,
b = kymed(a, plak: + kamed(a, p)Bk;

b=eaksa+ Bksp

de donde,
(aksya = b+ (—Sks)p

o de manera equivalente,
(aky)a = b(modp).

Es decir, ©, = «kz es solucién de la congruencia. B

Demostremos ahora la parte 2:

Si z, es solucién, ar, = b+ kip. Sean€ Z

por lo tanto,

. nap nap
ot 2Py _nap_
a%o + med{a, p) + kap+ d(a,p)
' 2
i Y = k1. ———
alzo + nmcd(a,p)) bt (bt nmcd(a,p) ),

pero ?TLCd(a;P)!a = kl +nm €z

Luego, a(z, + nof—) = b(modp).

Es decir, z, es solucién = x, + nm es solucidn.
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De esta manera tenemos que el conjunto de soluciones es:

- P o
{2 +n—p—s A boez (3.38)

i Falta alguna solucién?

Supongamos r1 una solucidn, luego azy = b(modp). Como ademds xg

es solucién”

—azy = —b{modp)

es decir, _ :
a(z1 — o) = O0(modp)
de donde, .
ary = azp + kp,
pero ¢ = k; mcd{a,‘p), p = kamed{a,p) {3.39)

por lo tanto, kymed(a, p)z1 = kymed(a, p}mg + kkgmcd(a P}, que implica, las

relaciones

kizy = kyzg -+ kke
k‘](.I] - IL’O) =k- kg
luego, ki|k - ky. El hecho que med(ky, k2) =1=  kilk  (ver (3.39)).

Sea k = kiky = 21 — z, = ksk; por lo tanto, z; = z, -+ k3ks, pero
by = m}()ﬁ’ luego:

1 = To 3—'m To TN _P— n
=20+ k med(a, )6{ 1 cd(a,p))} &%

luego, en este conjunto estan todas las ‘soluciones B

Es directo ver que
To = Zo+ mcd(a p) ( )(modp)

de donde las fnpicas soluciones eventualmente no equivalentes son:

(20,20 + m 280+ (med(a,p) ~ )m}_ (3.40)
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Efectivamente, si

Pt =g, + F—2(modp)

ot (e, p)

d(.)

0 <k <k < med(a,p),

obtenemos:

S -
med(a, p)

(k— &) = ap,

de donde,
E—F —
med{a,p)

pero
) -k <medla,p)=>k=%F B

Ejemplo:

Resolvamos la ecuacién en z : (16z + 1) = 9(mod4). Escribdmosla de la
forma az = b{modp):

16z + 1 = 9(mod4)

{16z + 1) — G = k-4, para algiin k£ + Z
<==16z — 8 = k- 4,para algtin k € Z
=16z = 8(modd). -

Del teorema que caracteriza la existencia de soluciones para este tipo de

ecuacién, se tiene: :
1) Como med(16,4) = 4[b = §, la ecuacidn tiene soluciéa,
2) Encontraremos 4 soluciones no congruentes entre ellas.

Podemnos determinar una solucién particular de la ecuacién probando
kEa=1,2 .., en 16x — & = k-4, Vermos que si & = 2,2 = 1. Fn el sentido
de nuestro interds, z = 1(€ Z)} es solucién, pues 16 = 8(mod4). Luego, el
conjunic solucién es {1+ n}nem (ver {3.38)) y las soluciones no congruentes
{ver {3.40)) serdn

{1,1+1,142,1 43} = {3,2,3,4}.

Ejercicios.

1) Encuentre, si es pos;ble, 1a solucién de las szgmemtes ecuaciones:
(a) 12z = 42{mod) .
{(b) (17z + 3} = 8(mod5},
(C) (n)y = (n¥ —n}{modb), sin=1,2,3y4.

2) (a) Pruebe que las soluciones no congruentes de la ecuacién “homoﬁenea
a7 = O{modp),a # 0, son

. 2p ' ?
{0 R '___1(mcd(t1,?) - l)m}

> med(e, p)’ med{a, p)

(b} Deduzca de (3.40) que toda solucxon del conjunto de soluciones no
congruentes enire si de la ecuacion ex = b{modp) se escribe comola suma
de una solucidn particular y unma solumon de la ecuacidn “homogenea

ax = O(modp)

* 91 (a) ;Se atreveria a caracterizar las soluciones de un sistema de congru-
&

encias
: {az + by} = e(modp;)

(cz +dy} = f{modp:)

para pr,p2 € I\ {0}?
{b) Puede ayudarle resolver ¢l sistema pariicular:

(z + 2y) = 6({mod2)
(3z + y) = 6(mod3).




4. Grafos y matrices.

Sea G = (U, V) un grafo, donde U = {1,...,n} es el conjunto de nodos
y V CU x U es el conjunto de arcos.

Erempio: ¢ = ({1,2,3,4}, {(1,1),(1,3),(2.3),(3,4), (4, 3)})

Obviamente & define yna relacién trivial sobre U:
iRji < (4,7) € V. Ademds las matrices asocladas a Gy R son las

siguientes:

M(G) = M(R) =

[T B
o B o B o
[ QRS SN
[ )

Por otra parte dada una matriz 4 € M,({0,1}), siempre es posible
asociarle una relacién ¥ un grafo:

iRj & a;; = 1<« existe el arco i -+ J.
Claramente, e} dominio de esta relaciénes R = {{¢,7)fai; =1 1 <i,7 < nk

La matriz asociada a un grafo se denomina la matriz de incidencia de

G.

Ejemplo: Sea G = (U, V1 ).

A 0 10 0
0010
ME =19 0 0 1
104060
Construyamos a partir de ¢! el grafo G = (U,Vh) con nodos

. U = {1 2,3,4) tal que (4,7} € Vo & J un camino orlentado de largo dos

entre i y j en el grafo G & 3k € Utalque (1,k) € Vi A(k,j) € Vi

De manera andloga: G* = (U¥ )

(z,])éVg.@ﬂk],LgEU tales que(z ky )EVlz’\{k;,kg)eVl/\(kg, e

&3 a.igﬁn camino de largo 3 entre ¢ y j.




G 3
De manera andloga G*:
B 4

ONENO
Fn general: dado G = (U, V), definimos ™ = (U, V;,,) tal que
{i,7) € Vim < existe un camino de largo m entre i y 7, donde

(G k), (B, o), (Bay By o (Bomt )
son arcos del grafo inicial.
Del mismo ejemplo anterior es facil ver que G* = GLG* = G*,
G = G3, G = (4,... Es decir, engendramos la sucesién de grafos que
se repiten periédicamente de 4 en 4. o :
G=06"6%6°6,G GGG GGG G

Si hacemos lo mismo para el signiente grafo G:
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Grafo Complets
contiene todos los &rcos

es Tacil ver que, como exisien caminos de largo G-entre cualquier par de
nodos y como necesariamente todos pasan por el nodo 1, existen carninos de
largo arbitrario. ’

En ¢l ejemplo, la sucesidn de grafos es:
G=GG" GGG G = K, H, Ko
donde Kg denota el grafo completo (estan todos los arcos posibles). |

Esta manera de calcular G¥ es incdmoda. Tratembs de utilizar la no-
tacién matricial; en el primer ejemplo se tiene:
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%)

© P
. |
©

y las matrices

6-1 0 0

{0010

M= 00 0 1

1 0 6 O
01 00 g0 1.00 0 0
s foo1o)foo1o0)_[oo0
=M-M= 000 ¢ 1 000 1] 110
1000 1 00 0 0 1
v...G(M?) = G? (donde G(M) es el grafo asociado a la matriz M);

M? = M(G?) (jjj resultados notables !iI).

Sigamos con el cubo de la matriz Af:

= I e I en 1A

o B e B A

T

/00 1 0\ 401 00 0 0 0 1
3 .., |0 0 0 1 6010} [100 0
Mi=MM=1:06060flooo1] o100
0100/ \1 00 0/ 0 0 1-0
= M(G*)
1000
3 01 O O _ . 4
Mt =MM 0 0 1 o =1=MGY.
oD 00 1/
Es decir, dado G = (U, V), '
M(GP) = MP(G)  V¥p>1.
Formalmente, si MP{G) = (m(p))
mg’)=1<¢3al MENOS UN cqmi;no
(3.41)

de largo p en el grofo G = (U, V}.

Demostraremos esto por induccidn, sobre p, ia potencia de la matriz.
Es cierto parap=1: :

M(G) = (mi;) _
~ymi; =1« darcoi — j (camino de largo 1).
Supongamos que es cierto para p y demostremos para p+ 1.
MPPH(G) = - MP(G) - M{G)

luego V4,7 =1,...,p

(p+1) Zm(p) M,
por lo tanto, m(pﬂ) =1 Zmif)mkj =1« 3e{l,..,p}
tal que m(e)mg =l& m{p) =1Amg =1

Por h1potes1s de induccidn:
& (3 camino de largo p entre ¢ y f)/\ (un arco entre £y _7)
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& Jcamino delargo p+ lentrez y j B

Ejercicios.

1. Diremos que el grafo G, con n nodos, tiene circuitos si existe al menos
un nodo que admite un camino circular:

o large 1
e==o
Yargo 2

Demuesire que:

G no tiene circuitos 4 M"(G) =0

Grafos sin circuitos |

N

2. Demuestie que si en el grafo existe un camino entre cualquier par de
nodos y si ademds M(G) = I entonces:

existe un natural g, tal que M¥(G) =

Dé alguna cota superior para g.

* 8.

.DadoG—(UV), ={1,.,n}y ¥V CU x X, tal que

(¥j € U)E(El’k e NG, k) e VIA(B e U)(3, J) € V]

Se deﬁne sobre U la relacién R como:

iRy = (Hii 1125 00my ip—l € U) {{(i-dl )1 (il ’ 7:'2-), rey (ipl ’ ip)a (""P!J)} < V}
{a) Dé una interpretacion para 7.

(b} Demuestre que R es relacién de equivalencia.

. Ungrafo G ={U, V) se llame conexo si todo par denodos 4,7 € U estén

conectados, es decir si existe un camino de i 2 j (o viceversa).
(a) ;Cudl es la relacidn asociada a un grafo que no es conexo?
(b) i |U| = n, jcudl es el mimero minimo de arcosen V, si G es conexo"

. Dado G = (U,V) con matriz de incidencia M = M(G)yy |U} =

diremos que hay un camino desde el nodo i hasta el nodo j siy solo
si {3k > 0) (m; (k) = 1). Ademds, diremos que i y j estdn en el mismo
circuito si ¥ so]o si existe un camino desde 7 hasta j y unc de j hasta i.
Considere la relacién, R, definida sobre U, ‘donde iR j si y sélo si i estd
en el mismo circuito que 7.

{a} Pruebe que iRy E m{k) E mgf) = 1 {(donde Ya sumatoria

actda en I8}
(b) Pruebe que R es relacitn de equivalencia.
Sean M € Mnn({0,1)}) tal que e cada fila y en cada columna de A
hay exactamente un 1 (v el resto es 0). Pruebe que existe k > 1,k & N,

tal que M* = M.




5. Agencia matrimonial “La Solucién”..

Supongamos dos conjuntos finitos:
H={Hy,..,Hs}

M= {ml,...,mﬂ}

de n hombres y n mujeres respectivamente (la eleccién de mayisculas y

mindsculas no implica ningun machismo).-
Definiremos como un “casorio” la celebracién de n matrimonios entre

los varones del conjunto H y las damas de M.
Como se trata de nuesira sociedad, supondremos un estricto cumpli-

miento de la monogamia y nos limitaremos a matrimonios entre dos individ-

uos de sexo opuesto.
Supongamos también que nuestra “sociedad”, de 2n individuos, es lo

suficientemente “cuadrada” como para que:

Cada hombre o mujer tenga clasificados, per orden de preferencia, a
todos los elemenios de sexo conirario,

Por ejemplo. Sean H = {A,B,C, D} y M = {a,b,¢,d} y consideremos
las siguientes tablas de preferencia:

1 2 38 4
A e b d oa
B b a ¢ d Tablade preferencias de varones.
C b d a ¢
D ¢ a d b
1 2 3 4
e A B D C
> C A D B Tablade preferencias de damas.
e C B D A
d B A C D

Desde la prehistoria, la inestabilidad acecha a toda pareja, ergo, es real-
ista introducir en nuestro modelo una nocidén de “emparejamiento o casorio”

inestable,
Supongamos que se tienen los n matrimonios legales entre los conjuntos

H y M. Diremos que este “casorio” es inesteble si y sélo si:
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“Un hombre y una mujer no cosados entre ellos se prefieren Tmutuamende,

en lugar de sus respectivos conyuges legales”
En termmos formales, diremos que el casorm es inestable si ¥ solo si:

(3X.Y € H) /\(sé,ye M),

tales que
Xz, Yy son dos parejas iegales de manera que:

X prefiere ¥ a su esposa z o
cuere y P (3.42)
y pretiere X a su esposo Y.

En caso contrario, es decir si no existén parejas disconformes, diremos

que el casorio es estable.
De las tablas anteriores tenemos que el casorio:

Aa Bb Ce Dd esinestable.
En efector 4 preﬁere b antes que a, b prefiere A antes que B.

Con respecto a este problerna algunas preguntas astutas y no triviales
son las siguientes: 7

Dadas las tablas de preferencia ;existe siempre un casorio estable?

Si la respuesta es afirmativa,

" jexiste algin procedimiento para determinar uno de ellos?

Si existe algiin casorio estable,. jes éste Umico?

Si existen varios casorios estables, jcuantos son?

Aqui responderemos afirmativamente a la primera pregunta. Para ello
construiremos una solucién mediante un procedimiento aplicable a cualquier
par de tablag de preferencia. Es decir; jmataremos dos pdjaros de un tiro!

Esto no siempre es usual en matema.t}cas En ccasiones demostramos
que un problema, tiene solucién, pero no se tiene manera de explzc:tar una

- solucidn..

Eiercicio: Dé algiin ejemplo donde se demuestre la existencia de una solucién

v ésta no sea explicita.
Antes de dar este procedumento analicemos un métods basado en el

sentido chun. Para ello tomemos las tablas de preferencia:

d

RO IS
5o o0
8 AR o
o RR
B0 o0 R
WO
= e by
SEwERw;
Uk twa

c
a
d
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Supongamos que inicialmente se tiene el casorio Aa, Bb, C¢, Dd.

Claramente:

A preflere b a su esposa

b prefiere A a su esposo B.
Luego el sentido comin dirfa:
“pues, que se divorcien y se casen
Si a esto agregamos que a Imenu
ar sus penas en el amor mutuo, dirfamos

n

do los mutuos despechados en amor

suelen cur
“pues, qUe 5S¢ CASEL también”.

Tendriamos entonces la siguiente dindmica de ¢

Aa Bb Cc Dd
Ab Ba Cc¢ Dd

Pero b attn no estd conforme con su media naranja A: ella prefiere a ¢

y, cosas del amor, U también la prefiere:
“pues, que todo se desarme y se casen de nuevo”.
Siguiendo el cruel devenir de los corazones solitarios

Aa Bb Cc Dd
Ab Ba Cc Dd
Ac Ba Cb Dd
Ad Ba Cb Dc

y este iltimo es un casorio estable.

En efecto. 7 :
Listamos la lista de parejas que cada hombre o mujer prefiere & la suya: '
A c. b a A
B b b 4ptimo
¢ 4ptimo  (hizo su mejor clecciény ¢ C,B
D. éptimo d B;
ahora bien,

Si A hace “avances” a ¢,
¢ lo ignora.pues prefiere a su marido I

Si A hace “avances” a b,
b lo ignora pues C es su principe azul
(el primero de su lista),

luego, A no puede divorciarse.

SiBle guifia el ojo a b,
b le da filo ya que C es su principe azul.
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asamientos y divorcios:

En cuanto a C' vy D, éstos se casaron con la mejor de sus preferencias
R . 1

luego, no miran a nadie. :

De manera andloga, ninguna mujer podrd divorciarse (jverifiguelol),
ergo, el casorio en cuestién es estable B - S

. Pero el éxito de nuesiro procedimiento en un ejemplo no implica su
éxito en otras situaciones. En efecto, esta estrategia de sentido comdn puede
provocar ¢l caos. Tomemos las tablas de preferencia:

Abac aACB
B arbitraria bC AB

Cabe ¢ arbitraria;

“w : LRE LI S 3
arbitrario” significa que cualguier crden que se tome no altera la situacién

siguiente:
Ae Bb Ce
Ab Ba Ce
Ac Ba Cbh
Ac Bb Ca

Aa Bb Cc situacién inicial.

Luego, nuestro procedimiento nos llevé a un ciclo indefinido de casamientos y
divorcios, en el cual cada cuatro periodos regresamos a los brazos de nuestra
amada Dulcinea o amado Amadis:

Conclusién: el procedimiento no sirve. Lo cual no implica que e! problema

no tenga solucidn...

Seamos mis astutos, tan astutos que no sélo confiamos en resolver el
problema, sino que_msta.lamas una agencia matrimonial para “ayudar” a

estas parejas: -

Agencia Matrimonial “La Solucién”.

Algoritmo:

1. En un salén estdn las n damas esperando los avances de eventuales novios

o pololos.

2. Los‘\?rones entran al salén uno a uno y eligen, segtin la disponibilidad,
la mejor polola segin el criterio de su lista de preferencias.

3. Las elegidas aceptan el pretendiente si:
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3.1. Estdn solteras.

3.2. Estdn pololeando pero prefieren al pretendlente (segun su clasifi- Entra By elige la mejor de su lista:

cacién).
3.2.1. En este caso abandonan al pololo y se emparejan con el pretendx-

ente. El abandonado, sin salirse del salén borra a la ex-polola de su - L

lista y aplica la estrategia del punto 2. e Damas
3.2.2. De no aceptarlo (la chica que estd poloieando) el pretendiente la o Cola varcnes | esperando

borra de su lista y aplica la estrategia del punto 2.

Realicemos un ejemplo segin las tablas iniciales:

A ¢ b d a «a A B D C

B b a ¢ d b ¢ A D B : ] ]

C b d oa c c C B D A Entra €' y el drama pasional estalla: C prefiere a & ... pero b esta poioleando

D ¢ a d b d B A C D CC?n By .. prefiere a €. La malvada abandona a B v se pone a pololear con

AGENCIA ~ :
MATRIMONIAL
LA SOLUCION | , Damas ‘ =
es perando ! . =
_ o (] Damas
Cola varones _ esperando

K

558

Cels varones

Entra A y elige la mejor de su lista:
B botado y despechado, aungue practico, realiza dos acciones: borra a la
- 1 pérfida b de su lista (lista de B actualizada {a, ¢, d}) y busca el dificil consuelo
' en la mejor Dulcinea que puede abordar de acuerdo a su lista:

. - |
) Dames : ) ; — AN
Cola varcnes ) esperando. _ ) Damos
& By O t Cola varones 7 esperando
n o
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Ahora entra D y ... jotro dramal D prefiere a la chica ¢ y ella, polola de
A, en estricto apego a sus inereses, abandona al malograde A y se pone a

pololear con D).

Demes
esperando

Pero, la vida sigue igual ... yla agencia ineluctablemente impone sus criterios:
A ahoga sus penas en ... los ejercicios propuestos en el capitulo, quema el
daguerrotipo de ¢ y la borra de su lista (lista de A: {b,d,a}). Més aiin, trata
de conquistar a b, pero ella prefiere 2 su novio ¥ lo deja. A borra b de su
libreta telefénica y de su lista (le quedan sdlo ({d,a}) y elige la olvidada de
los hados, d, que lo recibe con los brazos abiertos.

All you need
is love.... no

sigorithms |

-

Fl encargado de la agencia constata que éste es un emparejamiento estable
y procede a realizar un casorio colectivo jji Eappy End !l

Pero atin no hemos demostrado que este procedimiento funciona siem-

pre. Como buenos ingenieros, vale la pena iratar de ssegurarnos de esto,

para evitar futuras pérdidas por eventuales demandas de los clientes de “La

Solucidn”.

Algunas observaciones inteligentes sobre nuestra estrategia son las si-

guentes:

1. El algoritmo és finito (termina en un mimero finitc de pesos). En cada
paso, o bien la cola de hombres disminuye er uno, o bien se acorta alguna

lista de preferencias en uno. }
Como ambos objetos (cole y listas) son finitos, el algoritmo se detiene en

algin momento B

9. Dos mujeres no pueden compartir el mismo novio.
En efecto, al entrar un varén, digamos X:
o bien se empareja con una soltera, -
o bien levants la polola a ofro individuo, digamos ¥, el cual borra su
ex-polola de su lista.

3, La Hsta de un individuo nunca queda vacia. Si asi fuera, significaria que
lo han rechazado o dejado la totalidad de las damas. Es decir todas
tienen novio y él estd soltero. Lo cual contradice el hecho que el nimero

de hombres y mujeres es el mismo, n.

4 La eleccién de una mujer nunca empecra (en cuanto a su lista). En
efecto, si z pololea con X y decide dejar a X por ¥ es porgue prefiere
¥ a X, ergo, mejora su eleccidn.

5. i al finalizar el algoritmo se tiene una pareja Xz tal que X prefiere la
dama 7, entonces:
1 no lo aceptd nunce,
o bien, N )
y lo abandond en alguna oportunidad.

En efecto, a1 en el transcurso del algoritmo se tuvo Xy, como al final
se tiene Xz, entonces entrd a la agencia otre individue al cual y prefiris,

abandonandoa X, .
La otra situacién que pudo ocurrir es que cuando X tuve oportunidad’
de hacer avances a ¢ (que pololeaba con otro individuo), ella to lo aceptd W

De las observaciones anteriores se tiene:

El emparejamiento que entrege “Lo Solucién” es estable. {(3.43}
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Demostracidn: Sabemes que el algoritmo se detiene (propiedad 1).
Supongamos que en el emparcjamiento obtenide al finalizar el pmcedA
1m1ento existan parejas Xz e Yy tales que:

X preﬁere yaz.
Del punto 5 conclufmos que:
y lo rechazo en alguna oportunidad.

Es decir, dado que la eleccién de y no empeora (punto 4) ésta preﬁere
su actual pololo YaX,
o bien y lo abandond en alguna oportunidad;luego, prefirié a otro polelo. De
5 se tiene que y prefiere Y a X. _

De lo anterior se concluye que el “casorio” propuesto por “La solucién”
es estable B . |

Ejercicios.

" 1. Dado un conjunto de n varones y n damas. ; Cudntas tablas de prefer-
encia de varcnes pueden construirse? ;De damas? ; Pares de tablas de
damas y varones?

2. Determine “casorios estables” en las listas de preferencia con n = 3
dados en el texto. : :
Verifigue, en este mismo caso, que las soluciones pno son Unicas! )
Idea: aplique el algoritmo a dos érdenes distintos en la cola de varones
que acuden a “La Solucidn”.

3. Determine un algoritmo “féminista” para determinar un “casorio es-
table” '

{donde las mujeres tengan la iniciativa). Aplique ambos algoritmos 2
todos las posibles colas (de hombres y mujeres en el ejemplo de n = 3).

4. Demuestre que no existe siempre un casorio estable donde cada individuo
se case con su preferencia dptima. Dé una condicién suficiente para que
se verifique lo anterior.

5. j Qué se le ocurre en el caso en que en cada columna de las preferencias
de damas y varones no se repiten letras? )
Estudie con ejemplos pequefios, aplique el algoritmo, etcétera, etcétera...
y sobre todo, lo estamos esperando en “La Solucién”.

6. Dé una cota superior del mimero de pasos que requiere el algoritmo de
*La Solucidn” para obtener un casorio estable en una poblacidn de 2r
individuos.

7. Programe el algoritmo de “La Solueién”.

6. Ordenes son érdenes.

_Dado un patural n € lN \ {0}, definimos €l conjunto de las particiones

T 'ardenadas de n:

. n-
Do o= {w={w, ;..,wn)/ij =n,wj 2 wiy1, Y € {1,..,n—1},w; € IN}].
=1
Por ejemplo, para n = 6, Jos elementos de Dg son los siguientes:

(6,0,0,0,0,0),(5,1,0,0,0,0),(4,2,0,0,0,0),(3,3,0,0,0,0),(3,2,1,0,0,0)
(222000)(311100)@, ,1,1,0,0),(2,1,1,1,1,0),{1,1,1,1,3,1).

Constatamos que la suma de las componentes s 7 = 6 y que su valor decrece
de izquierda a derecha. Como notacién gréfica utilizaremos la siguiente:
asociarmos un ciadrado al ndmere 1y por ecada componente w;, dibujaremos

una pila de w; cuadrados:

= (w=(?,5,4,4,4,3,2,2,!))

I
.1

Definamos en I, la relacidn de orden, <, como sigue:

Yo, w € D, (w L v) &= (zn:wj > zn:vj)(‘v’i € {1,..,n}) (3.44)
/ =

=i

Verifiquemnos que es relacién de orden:

. n
1. Es trivialmente refleja: Yw € Dy, EwJ E wj & w < w.
J=i j=i
2. Fs antisimétrica: supongames (w < v) A (v < w).
Es directo que:

3wy Zvj i€{1,..,n)




Tomqé}do 1 = n, se obtiene w, = v,.
Tomandoi=n—1:wn.1 + Wy = Un—1 + Un 5> Wn—1 = Vn-1.
Por recurrencia, concluimos v = w.

3. Es tfranstiiva: sea {w < v) A (v < u), entonces

" n n n
(Vi€ {1, wi 2 Y o) AY v 2 ) w,):
7 | =i =i =i =i
por transitividad en IV, concluimos

. -
(Vie (L w2 Y u) e w<u
. J=i
Diremos que, dados »,w € Dy, v es hijo de w (0 w es padre de v) siy sdlo si:
(v<wvAw)A{Aue D, tal quev SuLwusk v,u s w), {3.45)
Una verificacién empirica para el caso n = 6, arroja la siguiente distribucién
familiar: ’

2211
g

21111

111111

donde el trazo vertical indica que el elemento del nivel inferior es “menor”
gue el del nivel superior {o es hijo de). Vemos acd que 42 tiene dos hijos: 33
y 411. Ademids, 321 no es hijo de 42 (entre él y 42 existe otra particién}.

Analicernos con atencién el diagrama anterior para ver cndles son lag
“operaciones” para producir hijos.

42 — 33
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Un cuadrado, “cae” delapilalala pila 2.

321 — 222

Un cuadrado cae de la pila 1 a ia pila 3.

Si usted repite este andlisis para todos los elementos de Dy, comprobara
que son las tinicas maneras de producir hijos. De esto, ¥ con un cierto grado
de “patudez” afirmamos que, cualquiera sea el n € IV \ {0} los hijos “nacen”
de la manera sigutente: :

(a)

o bien
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7
(b)
] O 7 o -
- - = N =Y
7 _ 11 ' : f _f L
- ’ - i . k m
Es deciz: . .
a) 5i dos pilas consecutivas tienen una d1ferenc1a de altura > 2, se crea un donde: - ] _
hijo, enviando un cubo & la siguiente pila. _ vj =w; ¥je€{l,..,n} \{k,m}
(b) Si, entre dos pilas, cuya diferencia de altura es exactamente 2, existe v = wg — 1,0 = W, + L.
una “meseta” entonces el cuadrado de la pila de més & la izquierda se ' > fies b . . L
desliza hasta la de més a la derecha, produciendo una meseta mayor. ; Demostracién: Es suficiente probar que si se tiene una particion u < w,
- siempre es posible determinar otra, », verificando (1) o {2}, entre ambos (es o
Ejemplo: deciru €v < w,v # w)
w =998877764111
- _ Sea entonces u < w, u # w, luego
088887764111 99877774111 998877755211,
Formalmente se tiene el Tecrema: ‘ : vie {1,..,n} Z uj 2 Z Wy (3.46)
: : j=i
Dada una particisn w € Dy un hijo, v € D, de w tiene la forma siguien- :
te: : De (3.46) es directo que existen compénentes (al menos unaj en u y w tales
- ' B que la componente de u es estnctamente mayor que ladew (en caso contrario,
1. dk e {1,..,n—1}, tal que wgp —wgp1 = 2 ¥t ;
: si v, e {1,..,n}, uJSwJéEuJS')_‘wJVzE {1 n},locuales
v; =w; Vie{l,.,n}\{kEk+1} : , i=1 i=1
e = wp = 1, Deys = wp 41 o una contradiccién con (1) puéds u 5 w). '
— . — Sea k € {1,...,n} la primera compenente, de 1zqu1erda. a derecha, tal
!1 : 5 que ug > wg. Se tiene entonces
W= ey 1 q_ =¥ ' . 7
. B W =W We.. W o Wi 1 Wk...
I l _f [ ] : U = ﬁlug ..... Up—oUf—1UE...
k k+l
o bien, tal que wy; 2 u; 7 =1, k= 1y up > wy.
2. dk,m e {l,..,n—2},m > k-+1 tales que
Wi = wWeat 1= e = W1 +1 = £ 2 Se tiene varios casos:

188 199




1. wip_; = wg, entonces; wi_3 = Up—1 = Ui > Wy, luego este caso es

mmposible,

2. wrp_y —wi > 2. Se define la particién v, (entremedio de w y u) como

sigue:
vi =w; - Vi€ {l,.,np\{k—-1,k}
Vp—y = wp_3— L, vp =wp + 1
Esquematicamente:
w=wy - Wg-2 Wk—1 W
v=awp  ocer Wgez Wg—1—1 w41
U =uUy v Up-z | Upel (213

Claramente v # w. Verlﬁquemos que, segiin el orden <, v estd entre u y

w. Es claro que:

Vi ¢ {k—1,k} Zvj =Y w;i <Y uj
. j=ti F=1

j=i

Para j =k —1:
: n . k13
Z vy =wp_y —1+wp+14 Z v;
J=k—1 ' F=k+1
™" B 13
= > wiS Yy
j=k~1 j=k—1
Para j = k:
T n
Z'Uj=1+zwj
=k =k
pero
ij—wk—k Z w; < U+ Z w3<uk+ Z i
j=k+1 J=k+1 j= k+1
= Zv, Z:w_,+1<22uJ
=k

de donde concluimos que v < u y, ademds, v es de la forma (1) dada en el

teorema.

3. 5t wp_y = wy + 1. En este caso

Wrg Z Wg1 =wr + 12wy

Up_g 2 Uk—1 = Uk

Recordando que wp—; 2 ug—y,up > wy se tiene wp_; = wy + 1
> Up-1 = Up > wg, concluyendo ug_y = up = wy + 1, obteniendo el

esquema:
k-2 k-1 k
W =W ... Wg_g wWg+1I i
w=1uy ... g2 wr4l wp+l ..

Aqui aparecen varios subcasos:
(3.1) St wg_g ~ wr_3 = Wr_g — wi — 1 > 2, basta tomar v € D, tal que
v; = wj, Vi e {1, ynp\{k~2,k~1}

Vg—z = Wi — 1, V-1 = Wen + 1= wp + 2.

Claramente v # w verifica la condicién (1) del teorema. La prueba de gue
v > u, es analoga al caso anterior.

(3.2) 8i wr_y — wg_; = 1, basta tomar v € D), como sigue:

vi=w; Yie{l,..,n}\{k—2k}
Vg = Wrog — 1, v = wi + 1.

E'squeméticameﬁte:
k=3 k-2 k-1 &
W= Uy ... Wi Wi—2 wg + 1 Wy ...
v=w; .. Wp-3 Wp-2—1 wp+1 wrp+1..
U=UT . U3 Up—9 wr+1 weg+1..

Es directo que w # v y q_ue v verifica la prioridad {2) del teorema para los
indices k — 2 y k. La prueba de que v > u es andloga a los casos anterjores.

{3.3) S1 wr_g — wr_1 = 0. Recordando el esquema,

k-2 k-1 - k.
W= wy.. Wh—z Wwi-+1 WE ...
o= Uy, Urp—o wrp+1 wp+1..
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‘se tiene wi.p = wi—1 = Wi + 1 = ur—p > wi + 1, de donde concluimos
Ug—g = wy;, + 1, obteniendo el nuevo esquema:
k=2 k-1 k
W= Wi Weo3 W 41 wp+1 Wi
U= Up.Up—y Wr+1 wp+1 w1l

Como e} ntimero de poszcmnes entre 1 y k—3 esfinitoy E wj = E uj =, €5
J=1

facil probar que, trasladdndonos hacia la izquierda fatalmente encontraremos
un fndice s € {1,...,k — 3} tal que:

Wy — Wap1 =2 ) o bilen

wg-—-ws.i.l+1:...-=wk._1—-|-1=wk-1

En el primer caso construimos “el hijo” v segfin el punto (3.1). En el segundo -

caso: .
s s+1 - k-1 k
W = Wi...Ws—] wr+2 wp+1 - wp+1 Wi
v=wi.aweo wip+ 1 wetl oo wp+ 1l owpdl
U=yt wr+l wrp+1 oo wp+1l w1
Es decir,

vj = w;, V5 € {1,...,n}\ {5,k}
vy=w, —1=wp+ 1l =wr+1

Bs directo que v # w y verifica la condicién (2) del teorema. Anslogamente
a los casos anteriores se prueba que v > u '

Las operaciones de enviar un cuadrado a la pila de la derecha o que
éste se deslice en una meseta, las podemos interpretar como nna avalancha
de cubos de hielo. Por ejemplo, para n = 10, las diferentes maneras en que

_se produce el desmoronamierto de la pila de hielo se grafica en la pagina

- siguiente.

Lo que es fisicamente interesante es la existencia de avalanchas que de—
moran mas que otras y que todas llegan a un estado donde 10 se mueven mas,
1=(1, 1,...,1). jPuede demostrar alguna de estas afirmaciones?, ;puede cal-
cular exactamente el niimero de pasos de la avalancha mds rapida (méslenta}
entre 7 = (n,0,...) y I = {1,1,...,1)? La solucién a estas preguntas y otros
hechos curiosos puede consultarlos en e} simpatico trabajo “Games on line
graphs and sand-piles” de los ilustrisimos investigadores privados M. Kiwi

K. ¥ un servidor.
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CAPITULO IV

El mecanismo electoral ho

sido establecido en funcion -

de las municipales.
(acervo criollo)

FUNCIONES
7 4.1, Introdin_:cio’n.

Las funciones corresponden & un caso particular de relacién. Dada una
relacién R definida por B C A x B, diremos que R es una funcidn si y sélo

51

(Ve € A)(3ly € B) (=Ry).

En tal caso notaremos esta relacién por f: A — B tal que:

Ry <y = f(z) ' (4.1)
f:A— B
z— f(z)
- y se denomina la imagen de x a través de f. Tomemos, por ejemplo,
A={abecd},B={1,2,3,4,5].
; a — 1 a — 1 e 1
; b T2 b — 3 b — 2
i ¢ — 3 c - 2 c 77 3
d 4 d — 4 d - ¢
5 5 5
son funciones,
a — I a — 1
b 2 b > 2
[ —- 3 fed — 3
d — 4 d — 4
5 5
no son funciones. _
Diremos que el conjunto A es el dominio y el conjunto B el recorrido de

la funcién f.
Con este lenguaje podemos decir que f es funcién si cualquier elemento

del dominio tiene una y sélo una imagen en el recorrido. O bien de cada
elemento del dorninio sale una v sélo una flecha.
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Al hacer el gréifico de una relacién podemos verificar si es o no funcién, por

ejemplo:
f(x) f: R—R
: Xr— 2% - 2
/T | | es funcién |
._2/ ]
T

no es funcion}

...i_J—J.

f es funcién ya que cualguier elemento del dominio T tiene imagen y
ademés ésta es vnica. g no es funcién ya que cada elemento de {0, 1} tiene

dos imagenes.

Igualdad de funciones.

Dadas dos funciones, f: A - B y ¢:{ — D, diremos que f =g

si y solo si

(4=C)A(B=D) )
(Va € A)(f(z) = ().

O bien, dos funciones son iguales si tienén idéntico dominio y recorrido y
para cada elemento de! dominio idénticas imagenes.

4.2 Funciones y Conjuntos.

Conjunto Imagen.

Sea una funcién f: 4 — B, y sea X C A definimos el conjunto tmagen

de X por f como la coleccidn de todos los elementos del recorrido a los cuales
llega una flecha con origen en un elemento de X:

fX)={y e B/3r € X,y = f(=)}; (4.3)

R .4.,..2,...',.,.‘;;.’.&

de manera mas breve:

fX)={yeBly= f(z},m €X}.

"También suele notarse f(X) como Jm(X).

Por ejemplo, si f es la funcién:

1 — 1
2 — 2
3 7 3
4 — 4

f({l_}) = {1}, f({2,3}) = {2}, f({1,2,3}) = {1, 2}
f{{254}) = {234}:f({112v314}) = {1¢274}'

Obviamente, dada una funcién f : A — B, Ia imagen de f verifica f(A4) C B,

Imapgen Reciproca o Pre-imagen,

Sea Y C B, definimos la pre-tmagen o tmagen reciproce de un conjunto

Y como sigue:

FHY ) ={z e Afy=flz)y €Y} ' -
—{z € A/f(z) e Y} (44

Por ejemplo: .

1 1 .
> o =) = ¢
2 2 2,4 = {1,2,3,4}.

4.2.1 Propiedades del conjunto imagen y pre-imagen.
Sea f: A -+ B una funcidn, se tienen las propiedades siguientes:
FUB) = A. (4.5)

En efecto, como f es funcién de cada elemento de 4 sale una flecha
que llega 2 algin elemento de B. Formalmente: es claro que f~1(B) C 4.
Probemos entonces que A C f71{B): '




Dado z € 4, 3y € B tal que y = f(z); luego de'la definicién = € f_.l{B),

entonices A C FH{R), de donde se obtiene la ignaldad B

X CX'= J(X) S fX). (4.6)

En efecto, y € f(X) & 3z € X,y = f(z).
Como X CX'=>3zeX'\y=flz) oyec f{X) &

YCY' CB= fT(Y)S (). (4.7)

Enefecto,z € [ (¥ Iy ¥Vialquey= f{z). Como¥Y C V' = Jye?’
tal que y = f(z), de donde, por definicién de pre-imagen x € f~ (V') B

X UXY) = 7(X) U FX) (4.8)
FUYUYY = WU, - (49)
FXNXYC AN AX). (4.10)

Demeostremos esta iltima propiedad. Sea y € f(X N X')
& (32 € XN Xy = f(2) # (32) (= € X) A (a € X')y = /(z)) (ofo: se
trata del mismo elemento z). o
= {3z e X,y=fz)} A(Fz € X',y = f(z))
@y efXNAyefX)eye AX)INFX)

¢Por qué la pemiltima sentencia en la demostracién es sdlo una implicacién
¥ no una equivalencial?

La respucsia es que podriamos tener un elemenio “ comun & ambos con-
juntos, f(X}y F(X'), proveniente en ambos casos de elementos distinios de
los conjuntos X y X'. Sea, por ejemplo, X = {3,4}, X' = {1,283} vy la
funcién: - )
=

—_

[ I R
o -

i

El1 pertenece a ambas imégenes, f(X), ¥y f{X"), pero proviene de elementos

distintos; se tiene

FX) =120, X = {1.2.4)
f{XﬂX’)::{Q}, f(X)nf(X')={1:2}
De lo anterior concluimos (a través de un contraejemplo) que no siempre se
cumple f(X N X"y = f(X)n (X"} B

JHY AV = )0 YY) (411)
FTHAX) 2 X (4.12)

Lo que hacemos en (4.12) es tomar la imagen de un conjunto X {es decir
determinamos f(X) en B), luege, para ese conjunte, tomamos su pre-imagen
y, SOrpresa, No TeCUPEramos necesariamente el conjunto inicial, sinc uno que
lo contiene. Anslicemos esto: Sea = € X, sea y = f(x) su imagen por [
Liego y € f(X}. Al tomar la imagen reciproca de F(X), es decir fH{f(X)),
comoy € f(X}, cony = f{z) concluimos, por definicién de imagen reciproca,

z€fT(f(X) B

1{X)




Pero jpor qué nio hay igualdad? La respuesta es simple: podria existir un
elemento, digamos ¢ € B y al menos dos elementos a,b € A talesquea € X' y

b X, tales que f(a) = f(b) =c:

Como c € f(X), al tomar la pre-imagen de f(X) tendremos que ésta contiene
al menos X U {b} 2 X. Sea, por ejemplo, X = {1,2} y la funcién f que
figura a continuacién. Se tiene f{Y) = {2,3}, F7H{F (X)) = {1,2,3}.

EEE LI (.
[ S JUINEN, S

ey (4.13)

4.2.2 Restriccidn y extensién de funciones.

Sea f:A— ByseaA' CA, deﬁmmos la restriccidn de 1a funcién f al

conjunto A' como

flar: A" = By z — fla(z) = f(z)

se eliminan del dominio todos los elementos que no estén en A' y todas las
fechas que partfan de 4\ A'. Por ejemplo si A = B = {1,2, 3,4}, con
A" = {2,3} se tiene: :

f flar
I — 1 i
2 — 2 2 — 2
3 — 4 3 — 4
4 — 3 3

Sea ahora 4’ 2 A. Definimos una eztensién de f al conjunto 4’ como una
funcién g tal que coincida con f sobre el dominio 4:

g:A.— B
z — g(z)
tal que Vz € A, g(z) = f(z).

Como el valor de g{z) es arbitrario en A’ \ A pueden existir muchas

extensiones. Por ejemplo:

donde IP es el conjunto de los nimeros pares

fIP—=-IWN

z—x+1

Una extension seria

g:IN — IN

_fxz+l sizelP-
2= o) 9()—{

0 sizg IP.
Otra extensién serfa g(z) = = + 1.

En este tltimo caso, a cada nimero par le asociamos un impar y a cada

impar un nimero par.

4.3. Clasificacién y zoologla funcionaria: epiyecciones, myeccmnes,

biyecciones.

Veremos aqui algunos tipos partwulares de funcmnes que poseen intere-

santes propiedades algebraicas.
Dada una funcién f: A — B, diremos que:
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- Es epiyectiva si y sdlo s‘i flAy=RBo bien:
(Vv € B)(3z € A)(f(z) = y), (414)

o bien “Todo elemento del recorride admite al menos una pre-imagen”.
En términos de una ecuacidn, f es epiyectiva si y sélo si:

“¥b ¢ B, la ecuacién f(z) = b admite solucién en A",

- Es inyective si y sdlo si:
(€ ANz € A=) =) (4.15)

En otras palabras, estd prohibida la situacién siguiente:

a

e

/‘,'_ [
b
A B

De manera equivalente, f es inyectiva si y solo si

(VZ],.?:Q S A)(f(:r:l) = f(ﬂ:g) = I = 172). (416)

Veamos que esta tltima sentencia es equivalente a la anterior:

(4.15)# (4.16). Si se tuviese f(x1) = f(z2) = ¢ y ademads z; 3 =3, se

tendria que: Je € f(4), con al menos dos pre-imégenes, lo cual contradice la -

definicién (4.15).
En €l otro sentido, si aceptamos (4.16), se tiene una y sélo una pre-imagen

(Vy € f(4))(3lz-€ A)y = f(=))} B
En términos de una ecuacidn, la inyectividad se enuncia como sigue:
Vb € f(A), f(z) = b tiene solucién tinica en A.
- Diremos que f es biyectiva si y sdlo si es epiyectiva e inyectiva:

(Vy € BY Iz € AYf(z) =y) (4.17)

o en términos de ecuacién: (Vb € B)(f(z) = b) tiene solucién nica en

A

b3
it
[S%]

Ejemplos,

1 — 1 1 -~ 2 2 i — 1
2 — 2 2 - 3 2 — 1 2 — 2
3 — 3 3 — 4 3 — 4 3 - 3
4 — 4 4 — 1 4 — 3 4

fi f2 ' S i 4

Las funciones 1,2 son biyecciones. La funcién 3 es solamente inyeccidn
y la funcién 4 es solamente epiyeccidn.

La funcién, f: IN — IN, n i 2n es inyectiva, en efecto:

fln) = f(m) & 2n=2m & n=m,

pero no es epiyectiva: ¥m = 2p+ 1, p 20, no tiene pre-imagen.
Sin embargo, si tomamos f : IN — IP, n — 2n, obtenemos una

biyeccidn.

Sea ahora f: Z — N,
2n—1 sin>0
f{n)—{[} sin=0
—2n  sin<(
Es decir:

~1 -4
l
8

SR PN

-3
_|_'.
6

Ot —

9 -
!
4

I = D

.
!
1

o= O

Z
FA 2
Por inspeccidén visual (no es una demostracion) podemos “ver” que esta
D : '
funcién f es biyectiva. Demostremos esto correctamente: :

1) f es epiyectiva: Seam € N.

si m = 0, se tiene la pre-imagen 0,

si m = 2p (es decir es par) m = f(—p),
sim=2p—1,p=lm =f(p}

luego es epiyectiva.

2) [ es inyectiva: Supongamos: f(m1) = f(ma). Luego, ambos valores s_bn
nulos, negativos o positivos, 5iambosson nulos, es directo que my = ma.

Si my v mgq son enteros negativos se tiene —2m; = —2my = my = ma.
Si ambos son positivos, tenemos 2my —1=2mg — 1 =>my = my E
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Es muy interesante notar que IN € Z y que hay una correspondencia
uno a uno entre sus eleméntos, Esto desafia nuestra intuicidn, pues si tenemos
un saco de peras y otro de manzanas estos tendrdn igual mimero de frutos si
v sélo st podemos hacer una correspondencia biunivoca entre sus elementos.
EI problema radica en que, tanto IV. como Z son conjuntos infinitos y alif

hay que desconfiar de miestra intuicién. Analizaremos este tipo de problemas

en el tema “Cantor, cardinalidad y otros resbaladeros”.

En este mismo contexto, analicemos mas en detalle lo que sucede en el
caso de conjuntos finitos (4 y B con cardinalidad finita).

4.4, Funciones sobre conjuntos finitos.

Sea f: A — B,l4] = m,|Bl = n. 5t m < n la funcién no puede ser
" epiyectiva, ya que necesitarfamos mas flechas de las que permite la definicién:
una y sdlo una de cada elemento de A.

A B
X - X
X — X
X — X
X — X

X falla una flecha

Si m > n, la funcién no puede ser inyectiva. Esto es muy trivial pero
1til para asociar elementos. En combinatoria se conoce como el principio del

palomar:

Si se tienen n nidos y m > n palomas, entonces
(4.18)

al menos dos palomas ocupan el mismo nido.

Por ejemplo, si tomamos un conjunto de 13 personas, al menos dos estan

de cumpleafios el mismo mes,

De las consideraciones anteriores se tiene que, cuando |A| < 00, |B] < o0,
f: A— B es biyectiva = |4} = |B|.
Ademas, si {A| = |B| = n; f epiyectiva & f inyectiva.

En efecto, como f es epiyectiva, cada elemento de B recibe una flecha. Si
no fuese inyectiva entonces algiin elemento de B recibe dos flechas. Como
|A| = |B| = n y de cada punto de A sale una y sélo una flecha, existe algin
elemento de B al cual no llega flecha (jestamos aplicando el principio del
palomar!), lo cual es una contradiceidn, ya que f es epiyectiva B

La nocién de b:yecaon sirve para “contar” elementos en conjuntos fini-
tos: podemos decir que dos conjuntos tienen igual nimerc de objetos sin

saber contar, basta asomarlos uno a uno. Consideremos el ejemplo siguiente:

Sea I'={1,..,n}y B={a1,..,an} tal que a; # ¢; Vi#jysea

Fil-— A
I — a;.

Claramente, f es biyectiva: es trivialmente epiyectiva. Veamos st es
myectiva: f(i) = f(§) & a = 4 =i = j Tuego, es inyectiva, de donde

concluimos [A]= || =n

Consideremos la funcidn:

FiP(Iy - {0,117

{i1,82y00estp} = & = (Tgy .00y Tn)
donde zp =1 & k € {11,412, .., p}.
Por ejemplo, si I = {1,2,3}, la funcién f es la siguiente:

9 —{0,0,0), {1} = (1,0,0),{2} = {0,1,0},3 = (0,0,1),
{1,2} — {1,1,0),{1,3_} —{1,0,1), {2,3} — (0,1,1),{1,2,3} — (1,1,1}.

Volvamos al caso general. Fl resultado interesante es que f es una biyeccién.

,Tn} le asocia-

En efectd:'f es epiyectiva. Dado z € {0, 1}z = (zy,...
mos el subconjunto de It

X ={i€eIfg;=1}.

Claramente, f(X) =z € {0,1}".

‘es inyectiva: & = f({i1, - 5p}) = f({i1, - de) =y ® zi = ui,
¥i=1,..,n, de donde p = ¢, #; = Ji, ¥i=1,...,p. Concluimos entonces que

J esuna biyecaon B
Dado que f es biyectiva, obtenemos

PO = (0,1} = 2m =201,

Por otra parte, vimos que un conjunto finito arbitrario, 4, puede ser
puesto en biyeccién con el conjunto finito, I, que tiene igual ndmero de
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elementos. De donde concluimos que, dado un conjunto finite arbitrario

A [P(4)| = 2, o bien
el niimero de subconjuntos de un conjunto finito A es 2141 {4.19)

4.5. Funciones e identidades combinatoriales.
4.5.1 Nfimero de funciones entre dos conjuntos finitos.

Supongameos que los conjuntos 4 y B son finitos. ;Cudl es el mimero de
funciones posibles del conjunto 4 en B? Tomemos por ejemnplo _
A={a,b}, B=/{ap,v56}. Esposible elegir la imagen de a de 4 maneras
v la de b de 4 maneras. Es decir, el nimero de funciones distintas es 16. En
el caso general podemos razonar como sigue: '

Asumiendo que |4] = m, [B] = n. Sea F{4, B) el conjunto de todas las -

funciones de 4 en B. Para calcular su cardinalidad (nimero de elementos),
basta establecer una biyeccidn entre F(4, B) y algin conjunto cuyo cardinal
sea conocido. Fn este espiritu definamos:

w: F(A,B) - B™
F=elH)

tal que, si f(a1) = b, s flam) = b, , entonces
o(f) = (b, bi ) € B™.
Por ejemplo, sim =3, n= 4:7
flar) = by flaz) = by, flas) ="t = @(f} = (bs, b3, b1)

flar) = by, fag) = by, flas)=bs = @(f) = (bs, ba, bs).

Es facil verificar que ¢ es biyectiva, luego el nimero de funciones de A

en B: .
|F(A,B)=[B"|=n" H

4.5.2 Niimero de funciones inyectivas.

Hemos visto que para tener una inyeccién entre conjuntos finitos se re-
quiere |A| < |B},(m < n). Para el caso particular 4 = {a,b}, '
B= {Gf,ﬂ,’j’,a}:
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4 P& y doce funcionesg
/ /g . inyectivas
-\\
Y &l’g
_ &
\5 B
Y

Constatamos que el nimero de inyecciones corresponde al nimero de
pares ordenados con componentes distintas. En general para Al = m, ¥

|B| =n:

- la primera componente se elige de n manéras.
- la segunda de n — 1 (3£ de la primera) maneras.

- La m-ésima de n — m + 1 maneras.

Luego el nimerc de funciones inyectivas es:

.

= 1) (1 D)o — P
n-(n—1)-(n—2)..{n—m+1} i
En el caso particular [4] = §Bi = n, sabemos que una inyeccién es

biyeccién, luego el nimero de funciones biyectivas es n!
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4.5.3 N1imero de inyecciones con distinta imagen.

Veamos ahora el ntimero de inyecciones con conjunto imagen distinto.
Por ejemplo, las funciones f: {a,b} = {1,2,3} tal que fe) =1,7(b) =2y
i {a, b} — {1,2,3} tal que f'{a) = 2, f'(b) = 1 son distintas pero de igual
imagen: f({a,d}),= f'({a,b}). Veamos otro caso particular:

Sea 4 = {1,2,3},B = {1,2,3,4}. Las inyecciones que tienen imagen
{1,2,3} son las seis siguientes: i

1 — 1 1 — 1 1 = 2
2 = 2 2 = 3 2 = 1
3 - 3 3 — 2 3 —- 3

4 4 4
1 = 2 1 —- 3 1 — 3
2 — 3 2 = 1 2 = 2
3 — 1 3 — 2 3 — 1

4 4 4

mimero que coincide con todas las maneras de ordenar los elementos 1,2,3

en el conjunto B,

Asf, dada f : A — B, existen m! funciones inyectivas que tienen la .

misma imagen.

Luego: o
Niimero total de Inyecciones = m!x (niimero de clases de inyecciones
con # imagen)

1
n! m
n?

(nimerc de clases de inyecciones con # imagen} . —
- {n—m)iml

con lo cual interpretamos los coeficientes binomiales en términos de funciones.

4.6. Pancidén inversa.

Otra nocién importante es la de funcidn inversa: Dada una funcidn
biyeciiva f : A — B se tiene que:

(Yy € B)( Iz € A)y = f(z)).

Luego, podemos invertir el sentido de las flechas sin perder la propiedad
caracteristica de una funcién: de cada elemento parte una y sélo una flecha.
Esta nueva funcién la denocminaremos funcién inversa de f, y notaremos f~1:

A f B B f* A

a — 3 I — -«

E — 2 2 — b

c — 1 3 — a

d — 4 4 - d
En términos formales:
’ f1:B— A

v — F ),
doﬁde
iy =z s flz) =y L (4.20)

Obviamente F~1 también es biyectiva y ademds es tinica. De la unicidad
se concluye que {f71)7! = f (verifique).

4.7. Composicién de funciones.

Dadas las funciones f, g:

f g -
A — B -—=
a — 1 — o
L A
d — 5
c == 2 — #
4 — 4

Podemos definir una tercera funeién, b, partiendo de cada elemento de
A y siguiendo las flechas hasta llegar al conjunto £

h
—
—
—
-

6 ORooR
P2 R

Anotemos h = go f: A -+ C, que denominaremos la composicién de f
y g. BEs importante el hecho que la “primera” funcién f tiene como conjunto
de “llegada” al dominio B, de la “segunda” funcién g. El conjunto B juega
el papel de “puente” entre A ¥ C.




Formalmente: dadas las funciones f : A — B, ¢ : B — C definimos la

funcién “g compuesia con f” como:

gof:A=C ' '
i 5 go f(z) = 9 (=) (#21

Claramente, g o f es funcién.

En efecto, si un elemento tiene dos imégenes:
(g0 f(z) =a) A (g0 f(z) =) & (g(f(=)) = a). A {g(f(e})) = b).
Notando y = f{z) se tiene (g(y) = a) A (g(y) = 4}. Como g es funcién

concluimos que ¢ = b H

No siempre se tiene que go f ¥ fog son iguales, mas ain, en ocasiones
es imposible definirlas. Por ejemplo:

f:R— R g:R— R
z—2z+1 oz 2%,
luego,
go f:R—IIE fog:R—- R
- z — 2z +1)° T — 2z% 4 1.

Obviamente go f # fog.

Sean las funciones:

fIN-SIP g:IPoZ

n— 2n k— —k,
es posible definir
gof:IN—»2Z
= —2n.

Pero no es posible definir f o g, pues g(n) € Z # 1’\7, ¢l dominio de f B

Una funcién biyectiva importante, en relacién a la composicién de fun-
ciones, es la tdentidad. Dado un conjunto A definimos:

ida A — A (4~22)
z — ida{z) =z, .

correspondiente a la funcién cuya accidn deja invariantes los elernentos de A.

]
[£%]
o

VSi tomamos f: A— Byla composicién foids : A — B se tiene;
foids=f.

Basta verificar que- (Ve € A)(f oids)¥z) = f(z)). En efecto:

(f oida)(z) = f(ida(e)) = f()
La funcién identidad juega, con respecto a la composicidn, el rol del “1”
con respecto a la multiplicacién en .

También, si tomamos idg : B — B y la composicidn idg o f se obtlene
el mismo resultado: idgo f = f. o :

Recordemos que una funcidn f es inverithle si y sdlo si es biyectiva.
Veamos qué sucede con la composicién de '

foog
ASB=—A4 flof=?
-1

A f

B— A—B fofl=7
Sea f~1(y) = z, es decir f(z} =y luego:
Fof ™) = ff M (y)) = flz) = y = idn(y).
f‘_1 o f(z) = f~(f(z)) = z = ida(z). De donde concluimos:

{fof_l =1idg) A (f_lof'zidA). (4.2‘3}
Ademads, dadas dos funciones biyectivas f:A—Ag: A— A
fog=gof=idassg=f". (4.24)

En efecto, =) si g = f~! es directo de lo anterior.
=)} Debemos demostrar que g = f~7. Esto es equivalente a probar que:

glyy=z & flz) =y
Como f es inyectiva:
o(y) = = & f(ov) = £(a)
o fo g(y) = f(z),
pero f o g = idya, luego
ey = fs) sy = flx) B

[N
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Otras propiedades de la composicién son las siguientes: dadas dos fun-
ciones f:A—Byg:B—C

[, g inyectivas = g o f inyectiva. (4.25)
fg epiyectivas = g o f epiyectiva. : {4.26)
Verifiquemos (4.25):

Supongamos g o f(z1} = g o f(z4) & g(f(x1)} = 9(f(z2)}). Como g es
inyectiva ¢ f(z1) = f(z2} y como f es inyectiva & z; = 2 BB

i Qué sucede si g o f es inyectiva, con las funciones £.9? (Desarrolle).
La demostracién de la propiedad {4.26) es simple:

f,g epiyectivas < (f(4) = B) A (¢(B) = ©).

Luego, '
: g0 f(A) = g(f(4)) = ¢(B) = C;

huego, g o f es epiyectiva. B

', Qué sucede si g o f es epivectiva con las funciones 5g? (Desarrolle). -

Otra propiedad importante es la asociativided de la composicién. Es

decir, dadas f tA = B,g:B - Ch:C — D se tiene: '

- ho(gof)=(hog)of. | (427)
En efecto: _ o .
(ho(gof))(=z) = A((gof)(z)) = hg(f(2))) = (hog)(f(z)) = ((hog)of)(z) N

Consideremos ahora dos funciones, f:A—=Byg:B — , ambas

invertibles {biyecciones):
f:A—=DB, g: B0
f71:B o A, ¢ l:C— B
Se tiene la propiedad: '

g o f es invertible. Ademds (go f)™t = f~lo g1, (4.28)

o]
S
[N

o bien,

La invertibilidad de g o f es directa pues la composicién de biyecciones
€5 una biyeccién. Veamos la expresidn de la nversa:

fTlegttiC o 4, gof:A—C.
Se tiene -
goffo(f T og ) =go(fof oyl =gog! = ide.

. - - ’ -1 —1 -1
Como la inversa es unice, conchiimos {(go f)™! = f~log-! @

4.8. Permutaciones,

Vamos a estudiar una clase particular de funciones con dominio finito,
donde ta “composicién” es muy 1til. Sea el conjunto A = {1,...,n}, denomi-
naremos .Sy, el conjunto de todas las biyecciones sohre A:

Su={f1A4— A/f es biyeccién I2 (4.29)
Sabemos que |$,| = n!

Diremos que una funcién f € S, es una permutacidn,
Pasemos revista a las notaciones mas usuales para una permutacién.
Para ello consideremos e} conjunto A = {1,2,3}, S contiene las funciones:

fi=qd fa 5k
1 — 1 I — 1 I —s 2
2 2 2 — 3 2 = 1
3 — 3 3 — 2 3 — 3
fa Is Js
1l — 2 1 — 3 l —~—— 3
2 — 3 2 — 1 2 —y 9
83— 1 3 — 2. -3 — 71

Estas se notan como sigue:

fi = (123), fo = (132), f5 = (213), 4 = (231), fs = (312), /s — (321),




123 123 12 3
f‘*.z(z 3 1)’f5=(3 1 2>’f5=(3 2 1)‘-

Clonviene sefialar gue la alteracién del orden de las columnas no varia la

permutacién, por ejemplo:
12 3\ /3 2 1\_/2 13
3 1.2/ " \2 1 3) A\t 3 2/
En el caso general, si f es una permutacién sobre el conjunto {1,...,n},

notaremos:

! z(f{ll) R f(z))'

También es posible notar una permutacién mediante un grafo:

3 3 ' 3

Iy fs fs.

Compongamos permutaciones:
123 12 3\ _ (1
f2°f3"(1 3 2)"(2’ 3)*(3
3 123 3\
De(23)-(58)-n

Podemos construir asi Ia tabla de todas las composiciones posibles:

-
= b3
(ORI
N’
Il
o

-
(o]
]

AN
S
[F RN

f40fs=(2

w
&)

224

o hh S fi fs fo
AR R B S fs S
fof Fi S fo B S
fof o b B o S
fo Bf fo S5 BB
fo fs fo B B S S
ofe B B BoBR

Fsta tabla se denomiina table de Pitdgoras asociada a la operacidén o. Ella es
sumamente 1itil para ver algunas propiedadés de la composicién de permuta-
ciones. Veamos el caso particular S3: ' :
- Existe una identidad fi:
- - Cada elemento posee un inverso:

fi_lzfi 121,2,3,6
fit=fn =1

- La tabla no es simétrica con respecto a la diagonal principal:

faofa# faofs.

- En cada fla (o columna) cada elemento aparece una y sélo una vez B

4.8.1 Propiedades generales de las pe-rn'rutéciones en S;.

- La permutacién id = Gg:) es la identidad en Sy, es decir,

wesiira(3 3 n)= (15 0 h)es=r e
(4.31)

- La composicién, es asociativaen S,. -

La demostracién es directa del caso general (propiedad (4.27)) por la
asociatividad de la composicion B : o

- Dada la permutacién

/ :(f(ll) @ fg%))




f admite un elemento inverso gque es:

(f(ll) 1) f(s})_; (4.39)

fin})

En ef_ecto:

f(n)) ((1) £2)

1 2 n .
- (1 2 n) =id B
Se desprende de las propiedades anteriores que la apemcién ¢ dota al con-

junto &, de una estructura: los elementos del conjunto estdn ’ ng;damente
relacionados entre si mediante esta operacidn.

( 1 2
f()y £2)

I

Ejerciclos.

1. Senale si las relaciones siguientes son o no funciones:

. Demuestre que R, una relacién definida en A% (4 ={1,..,

{a) En@) x 2Z,(4)R{c - b).

(b) En (JN\{(}}) x IR, nR( ).

(¢) Ean TRy &= zy? = 1.
{d) En ’PQ(E), ARCgA.

{e) En 4 = {1,2,3,4}, R tal que

M(R) =

)
— S

1
o
1
1

[l o )

1
1
0
1

n}) es funcidn

si y sélo si, para M{R) = (my;), se tiene

Zm,-jzl Yi=1,..,n
-

{donde T indica la suma usual en R, noen {0,1}}.

. Sea f:R— R, 2 — 2%+ 2z + 1, Determine:

(a) ().

(b) F({1,~1}).

(¢) fll=a,a), a >0
(d) f‘i({4,12,8})'
(e)-f([~a,0]), a>C.

. Sea f : A — B una funcién. Considere en A la relacién aRb <> Fla) =

F8).
(a) Pruebe que R es relacién de equwalenma
(b) Para A={1,2,...,n} y

f{'t:): {:c +92 sixespar

z—1 sizesimpar,’

encuentre A/R (El conjunto cuociente de A segin R).

. Sea f:R— Rtal queVz,y € IR .f(ﬂ?'?‘y)f~ flzy+ f).

{a) Demuestre que

$,élR_

f(_Zz,-) = Zf(a:,-},




10.

11.

-13.

* 14,

*18.

. Si el dominio de g es 4 = {0, ..

. Sea f: A — A (A no vacio) una funcién. Definimos " :

(Use Induccidn).
{b) Demuestre gue f{0) = 0y deduzca que f(x}
(¢} Demuesire que f{n) = nf(l) ¥n € IV.
(d) Demuestre que f(z) = zf(1) ¥z € W, (Considere 7 = n - m,
n,m € ).

=—f(z} VrelR

. Seaf i X =V, 9:Y — Z Sea A C X, pruebe que: (gof)fA "Qo(fiA)
. Sea U un conjunto no vacio y 4, B C U. Sea f : P{U)} — P},

f(X) = An(BUX), pruebe que f2 =f

., 1}, encuentre un dominio de f en los

casos siguientes, de manera de que g o f est4 bien definida.

(a) flz) = a(mod2).
z+3

(b) flz) =

(<) f(z)-5a:~w1
(d) fle) =z -(n—a).

Sl & es par
si & s impar.

A — A por
medic de la recurrencia f° = §, f*11 = " o f. Pruebe que:
{(a) f es biyectiva = f" es biyectiva,

{b) f es biyectiva = (f™)~7 = {f~1)".

Sea f: N — IV tal que:

si 72 €8 par
sin es impar.

ftn) = { i

(a) Determine si fes myectwa epiyectiva, blyectlva

(b) Determine f* = fo f.
Sea f:A— B,g:C — D Definah:AxC — B xDtal que

Rla,e) = [f(a), g(c}). Pruebe que h es biyectiva siy sdlosi [y g son
biyectivas. '

.Sean f: 4+ By A C A Sea fls larestriccidn de f a A", -

(a) Pruebe que si f es inyectiva, entonces f|4 es inyectiva.
{b} Dé un ejemplo en gue flar sea inyectiva y no asf f.

Para cada par de nimeros reales ¢ y b, se defize fop : R — JR
fer(z) = az +b.

(a) Muestre que fig - fao = fab-

(b} Para a # 0 prucbe que Jas €8 bivectiva.

(¢) Para a # 0 calcule £,

Sea f: X — Y, pruebe que f es myectlva. s1 y sdlo si
F(ANB) = F(4) N f(B), YA,B C X.

Sea f: X — ¥ una funcidn, X,Y no vacics. Pruebe que:
{a) f(f7(B)) =B V¥B<C X siysélosi f es epiyectiva:
{b) Si f esinyectiva, fFIA\ C)= f{A)\ f(C),VA,C C X.

* 16.

* 17T,

18.

19,

20.

21,

* 22,

* 23,

Sea A = {0,1,...,

{c) C (f(A)} C F(Cz(A3VA S X si f es epiyectiva.

(d) Si f es epiyectiva, entonces Cy(f(4)) = f(Cz(4)) siy ‘sélosi f es
también inyectiva.

Sea una relacién R asociada a B C-A x B. Sea, ademés,

R: A—P(B) .
@ — R{{z}) con R{{z}) = {y € Bf(z,y} € R}.

Demnuestre que la funcion H : P(A % B) - .?"(A P(B)),R — R, es 7-

inyectiva.
n — 1}. Diremos que f : A — A es ciclica si y sélo st

fO e A, fGi+1) = (f(2) +1) mod(n),0 <i<n-1

(a) Pruebe que [ ciclica = f biyectiva.

{b) Determine el nimero de funciones ciclicas.
Dado un tridngulo equildtero de lado 1, demuestre que, dados cinco
puntos arbitrarios en el interior del tridngulo, existen al menos dos a
distancia < 1 3 (aplique el principio cel palomar}).
Sea A un conjunte de 5 nimeros naturales o nulos, tales que el méximo
entre eflos es a lo mds 9. Pruebe que entre las sumas de-los elementos
de los subconjuntos no vacios de A4, existen al menos dos sumas iguales
(aplique el principio del palomar).
Si en un pueblo no hay dos habitantes con igual nimero de dientes ;Cual
podna. ser el nfimero méximo de habiiantes del pueblo? (Fl gue posee
més dientes, tiene 32) {aphque el principio del palomar).
Demuestre que exisien dos personas en el mundo con el mismo nimero
deé cabellos. (Observamon estime la cantidad de cabellos de una persona -
v de habitantes dei planeta) (aplique el principio del palomiar).
Dado el conjunte F = {f1, f2:..., fo} de funciones en 4 = R\ {0,1},
definidas como '

fiz=A—= 4 fi:A— A fi:A—- A

=z =~ 11—z
fo=A— A fs 1A A fo: A A

1 x—1 o 5

i T e =1

Construya la tabla de Pitdgoras para la composicién de funciones en F.
Sea f € 5, (el conjunto de las permutaciones de A'= {1,..,n}), Ha-
mamos; inversién a un par 4,7 € 4,1 < j que verifica f(z) > fli)




i Cudntas inversiones es posible encontrar al recorrer todos los elemen-
tos de 5,7
* 24, Sea f € Sap que verifica:
(1} 3,5 € {1,...,10} tal que:
) =1,1() =2.
(2) 3k, £¢e {11,...,12} tal que:
F(E} =3, f{£; = 4 ;,Cuénias funciones come [ existen en 537
* 25. jCudntas permutaciones hay en 5, en las cuales dos imégenes ¢ v 7
{fijos) no estdn “juntas”? Es decir '

@ e {1, DU (R)=2) A (F(E -+ =] v [(FR)=1) A (R = 1)=7)])

* 26, (a) ;Cuantas permutaciones de S, verifican f{i + 1} = f(i) + 1
vie {1,..,n}?

{b) ;Cudntas hay en 5, que verifican f(i+1) £ f(i)+1 Vi {1,..;n}?

{Observacién: {b) no es el complemento de {a)).
¥*27. Dado p = 2,p € IV fijo, v dado ¢ € IV sabemos que existen ele-
mentos up, vy € IV, tnicos, tales que: a = u, - p+ 0,0 < v, < p
~ (algoritmo de la divisidn). Se define f, : IV —» IN,a — fp(a) = u,.
{a) Probar que, dados a =wp - p+vp, b = v}, - p+ v}, descomposiciones
de a v &, se tiene:

fola+d) =pr(‘1) + fa() <=>7'”P + v;, <P

{b) Es f inyectiva?, jes f, epiyectiva?
{c) Probar que, dados p < " € IN = f(a) < fola),Yu € IV,

28. 51 para toda funcidn f: X — X, existe 4 € P(X)\ {X, 4} tal que
FlA) € A, pruebe que X no puede ser finito.

* 29. Sea Zp el conjunto cociente de las congruencias médulo p. Estudie para
p=2,3,4,5, la funcién fr 1 Z, — By, [z] — fol[z]) = ] - [z], donde
1<r<p. i .

Demuestre que: ¥1 < r < p, fr es biyectiva si ¥ sélo si p es primo.

*30. (a) Sea fr 1 Zp x Bp — Zp x Z5,{Iz], 1) — (=] - [7), W] + [v]), donde
[#]-[r] = [x-7] ¥ [y]+[r] = [y+7]. Pruebe que f, es biyectiva V1 < r < p
si ¥ solo st p es primo. '
{Indicacién: use los resuliados de Efercicios 11 y 29).

(B) Sea g s Z, x Zp — Zy(ja),ly]) — mex{fs). y]}, donde

max{[z], [y]} = [max{%,7}] con % € 2], § € [y}, 0 < £, < p.

Encuentre A C Z, x Z, tal que g o {4 es biyectiva (1 < r < p).
(Indicacién: Analice el caso {z] = [0] € Z, o bien [y] = [p ~ 7] € Z,).
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TEMAS CAPITULO IV

1. Cantor, cardinalidad y otros resbaladeros.

2. Sobre parentela, casorios y tribus.




1. Cantor, cardinalidad y otros resbaladeros.

Recordemos acé el apderifo cuento del pastor Cardenio {E! Ingeniose Hi-
dalgo, episodio del principe Etiope) que no sabia contar y parano perder su rebafio
de ovejas, cada ver que partia con ellas al monte realizaba la operacidn si-

guiente:

Por cada 6veja que salia del corral, dejaba un piedra en un canasto. Al
regresar, por cada oveja que entraba al corral sacabz una piedra del canasto.

Obviamente lo que hacia Cardenio era una biyeccién entre dos conjun-
tos: el de ovejas y &l de piedras, Fsta idea simple se le ocurrié a Cantor
{matematico del siglo pasado) para “contar” elementos y comparar conjun-
tos de acuerdo a si es posible 0 no establecer una biyeccidn entre ellos. Lo
. interesante de esta idea es que ella es aplicable tanto 2 conjuntos finitos como
" infinjtos ya que es posible establecer biyecciones entre algunos conjuntos in-
finitos. Esto permitié a Cantor comparar conjuntos infinitos entre si y de
alguna ménera atacar el problema de la existencia de infinitos “més grandes

que otros”.

Formalicemos lo anterior. Dados dos conjuntos 4, B (no necesatiamente
finitos) diremos que tienen igual cardinalided si existe una funcién biyectiva

f:A— B. Ental caso notamos A = B.

Obviamente s1 A y B son finitos y existe una, biyéccién entre ellos, te-
nemos que su cardinal (que definimos en (1.37)) es el mismo, es decir, tienen

el mismo ntimero de elementos.

En el caso infinito el asunto es més resbaloso. Por ejemplo, existe una
biyeccién entre IV ¥ su subconjunto propic, IP, de los niimeros pares:

f:IN—IP

n -+ 2n
o1 2 . n ..
R T U A
9 2 4 ... 2n ..

luego IV = IP. Es decir comparten el mismo tipe de infinito aunque IP estd

estrictamente contenido en JV.
La relacién entre conjuntos =, fener igual cardinel es de equivalencia.

En efecto:




ademﬂs, odemos supoRner, sin perdlda de generalidad, que A;N4; = ¢ para
it {iipor qué??). Asociamos la mguzentes biyeccidn, ¢, entre U:GW Aiy

.

Es refleja: YA, A = A. Basta tomar id: 4 — 4.

Es simétrica: Si 4 = B,3f : A ~» B biyeccidn, luego existe la inversa

> . 1 i
que también es biyectiva, f~! : B — A de donde B = 4. ( suma de fndices es 0)

' suma de indices es 1)
( suma de indices es 2)

( suma de indices es 3).

ags — 0

agy — 1, @10 = 2

Es transitiva: Si (A= ByA (B =C),3f: A~ B,g: B — C biyectivas,

luego go f : A — C es biyectiva, dedonde A = B aps — 3, aiy — 4, @z — 5

o5 — 6, a1z — T, aar — 8, azp — 9
Esta equivalencia, =, permite clasificar todos los conjuntos en clases, Un corolario de esta. propiedad es que el conjunto de los racionales, @,

segln exista o no una biyeccién entre ellos. Por ejemplo, una clase seria

todos los conjuntos finitos con 10.000 elementos. (tra, que representamos

por [IN] contiene IP, los impares, etcétera.

es enumerable.

Fn efecto, @ = |J @y, donde:
Ny

La clase [IV] es importante ya que la infinitud de IV es la mas facil de

“entender”.

En tal sentide, diremos que un conjunto X es enumerable si y sélo s1 X
- es finito o bien X = IV,

. Notaremos el cardinal de IN como |{IN] = X, (aleph-cero). Gy = .7.., g ¢ ¢'dadq
' ' Claramente Vg € INL, Qg e enumerable
Como gjemplos, tenemos que [P y Z son enumerables. Otros conjuntos :
) : - A N: 01 2 3 4 5 6.
enumerables no triviales se construyen aplicando la propiedad siguiente:
, - : - E
_ I T S T A I |
Dada una familia de conjunios {A;}ien tal que cada A; es enumerable, Q- 9 ¢ ¢ ¢ ¢ g 97
- | Se tiene entonces la biyeccién ¥ : IV — @y, n — T(n):
entonces | ) A; también es enumerable. (4.33) ‘
e sin=2k—1, k&N,

I3
\Il(n)—{—q- sin=2k kelN.

La demostracién es simple. Hagamos una lista de los elementos de estos
conjuntos (los cuales podemos enumerar, ya que cada uno de ellos estd en
biyeccién con IV ):

Como la unién de conjuntos enumerables es enumerable, concluimos que

() es enumerable B

Tenemos entonces que [N| = |@| = &, y ¢ € [IN].

Ao = { an o1 202 03 ;
T Se deduce también de {4.33) que |J {0, 1}” es enumerable (jJustifiquel).
Ay = { e en @z e 3 n>1 ]
Ay = { a 21 azz 23 ' Estudiemos conjuntos infinitos mas complejos. Por ejemplo, dados
a < b, ¢ < d € IR los intervalos son equivalentes: [a,b] = [¢,d].
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y=r{x)

Los puntos sobre una cireunferencia de radio © > 0 son equivalentes a la
recta JA:

Fn partlcula,r, no es difial demostrar que IR estd en biyeccién con el
intervalo abierto ] — I, f[= {z € R|ZF <z < I}. En efecto:
T

tg: |-,
g: I=gugl- B
T — tg(z)
es biyectiva (verifique).
R
tglx)
_a i
F3 2

También es facil ver que los intervalos abiertos estdn todos en la misma.
clase de equivalencia (tienen igual cardinal):

-En efecto, Ya, b € R,a < b, la aplicacién

@ :]0, 1 ~+]a, b
z—at{b—a)kx

es biyectiva (veﬁﬁque}. :
CLuego (0,1 =] -5, Z[)A (- 4.3 = R) Como = es transitiva:

8,1 = R

It

Hemos probado entonces que IR y el intervale abierio 10, 1[ tienen el mismo
cardinal, que denotaremos ¢, denominado cardinal del continua:

“011[ | = 'B! =z
El gran resultado de Cantor fue el Teorema que lleva su nombre:

Teorema de Cantor.

IR no es enumerable {c # xo). {4.34)

Demostracién:
Bastd demostrar esto para el intervalo }0, 1] ya que éste es equivalente a

. El método de demostracidn se denomina procese de diagonelizacién de

Caentor.

Supongameos que |0,1[ sea enumerable, luego 3f : N —]0,1{ biyec
tiva. Es decir, |G, 1[= {f{0), f(l) f{2).,...}. Claramente ¥n € IV, f(n} es

un numero entre 0 y 1,

f(O) = O.aooaujanzagg....auﬂ...
f(1}=0.a:0211012013. 0 Cin-s

f{‘z) = O.agud21322a23 ..... A2ya--

f(n) = 0.(1,1{)(1,1] On20n3e.- ann-.-




e = (.6p€)€2€3...6n

E_].
n G

e f(n) Vne IV,

luego, € no tiene pre-imagen por f, que es supuestamente biyectiva, con-
clsyendo que J0, 1] no es enumerable.

Como R esté en la clase de ]9, 1], hemos demostrado que [’ o es enu-
merable B

tal que Vn € IV €, # apn.
Por ejemplo:

sl Gpn £ 1
8 dpnp = 1.

Bs trivial, entonces, que:

Hemos detectado entonces dos tipos de infinitud: ia ficil o enumerable,
asociada a los ndmeros naturales, y un infinito mas complejo ascciado al
conjunto de los reales. La pregunta es: ; hay otras clases enfremedio?. Si
tiene una respuesta contdctese inmediatamente con el autor (jno le cuente a:
nadie en el caminol).

Para terminar, daremos otro resultado, también conocido como Teorema
de Cantor. Preberemos que un confunio X y el conjunto de sus partes, P(X),
no tienen igual cardinal. Este resultado es trivial cuando X es finito, ya que
IX | =n y [P(X)] = 2. Veamos Io que sucede en el caso infinito:

Supongamos que existe una biyeccidn entre ambos conjuntos:

v: X = P(X).

Sea € = {2 € XI:r ¢ ¢(z)} Como C C X = C € P(X). Como pes
epiyectiva, existe ¢ € X, tal que ¢(¢) = :

- Ergo,
: ceEC=cdple)=

cdC=ccpla)=

Luego la biyeccidn ¢ no existe B

Fste resultado tiene algin parecido con la Paradoja de Rusell (ver Tema
2, capitulo I). Mds axin, podemos concluir de él que I/, el “conjunto de todos
los conjuntos”, jno existel De existir se tendria que @ : U — P(I7}, donde

() = u esuna blyeccmn En efecto, dadou e P(U) = u C U = (como U
es el conjunto de todos los conjuntos) u € U, luego ¢ es epiyectiva. Ademds,
wo(z) = p(y) = = = y. De donde se tiene la contradiccion pues sabemos, del
resultado anterior, que tal biyeceidn no existe. -
Este dltimo resuliade es de gran sanidad ya que, de existir el con]unf.o
U, de todos los conjuntos, existe en particular el conjunto de la Paradoja de
Russell {z € U/z ¢ =} que, como vimos en el Tema 2, del capitulo I, conduce
a una contradiccién B

Ejercicios.
1. {a) Dé una férmula explicita de p(ai;) para, ¢ Uiy 4i — IV, en
- funcién de los indices (4, 7).
(b) Pueden existir conjuntes finitos en la famiia {A:}iem.
'2. (a) Pruebe que, si {4}, es una familia finita de conjuntos enumera-
- bles, entonces x}.; A; es enumerable. -
(b) Sea A tal que |A] = p < oo, Pruebe que U = Uuepe A" s enumera-
ble, donde A™ = %, A.

3. Todo conjunto infinito incluye un conjunto enumerable.

4, Diremos que (4] < |Bl si el conjunto A tiere igual cardinal que algin
subconjunto de B, Ademds, si [4]# |B|y (4] < |B| se anota |A] < [B}.
(a) Deduzca que xp < ¢
{b) Pruebe que [4] < 241, (Use e! Teorema de Cantor)

5. Pruebe que F = {A C IN/4 es finito } es enumerable.

6. Todo subconjunto de un conjunto enumerable es enumerable.

7. Asuma que si p es primo, entonces ./p € I (es un numero irracional).
Recuerde, ademds, que R = QU I. Pruebe: |Q| < [I]. (Indicacién:
puede servirle también el Ejercicio ). ‘




2. Sobre parentela, casorios y tribus.

En plena Amazonia, en la confluencia de los rios Napo y Tapajdz, habita
la tribu Tupinamba, la cual hasta hace apenas sesenta afios, practicaba
el canibalismo (cf. “Aventuras de Hans Staden, Monteiro Lobato, 1851 y

coleccién de La Decouverte, Paris 1985). El Dr, Charleston, antropélogo-

titular de la Universidad de Oxford, nos ha dejado, luego de su muerte {en
circunstancias mas bien picantes y condimentadas), este texto que describe
el andlisis estructuralista “chez les Tupinambas” {dado que el francés es la
lengua por excelencia del estructuralismo), que es, sin duda alguna, una de las
cumbres pedagdgicas para todo estructuralista inicistico. Dejemos entonces
la palabra al malogrado Charleston:

“Durante mi larga convivencia con los Tupinambas, aparte de idear
sinnimere de acios mdgicos para evitar la umenazante olla, comencé a mode-
lar los espectos principales de las reluciones de perentesco y por ende matri-
monios y iabies meestuoses del pueblo de los dientos puntudos; como suelen
referirse a si mismos. Para cumplir este comelido fue vital la formacidn
matemdfice y muy particularmente clgebraica gque recibi del slustre profesor
Golesdric duranie mis estudios universitarios (sic)....”

Pero vamos al grano.

La sociedad Tupinamba estd dividida en Clases o Clanes Matrimoniales.
La poblacidn se reparte en: un namero finito de clases matrimoniales disjuntas
dos a dos. Las reglas de parentesco ¥y matrimonio se formulan en términos

de estas clases.

Una clase matrimenial tiene la propiedad de Ezogemie: st un miembro
de la clase X' debe buscar esposa al exterior de la clase X.

Cualquier violacién de esta regla es castigada severamente y los culpables
son sacrificados y pasan directamente a la olla de la clase X.

Pero la exogamia es insuficiente para explicar la ya compleja sociedad
Tupinamba pues no define a qué clase (o clases} debe dirigirse un miembro
de X para contraer matrimonio, ni tampoco lo que sucede una vez casados:
jdénde se quedan?, jen la clase de la esposa o del esposo?, jforman otra
¢lase? jen qué clan viven los hijos?, etc., ete.

Para aclarar un poco nuestras inquietudes introduciremos alguna ne-
tacién:

Sea € = {X3,...,Xn} el conjunto de clases matrimoniales o clanes de Ia
tribu Tupivamba (conviens sefialar que durante su estadia Charleston con-
tabilizé 4 clanes, con aprox1mada.mente 250 miembros cada uno} Definimos

también la funcidn conyugal como la biyeccién:
f:C=0C,

donde f(X) es la clase en la cual un individuo de X debe buscar esposa. La
exogamia se traduce entonces:

J) #£X VX € C.

Observemos que en: este modelo la clasé donde un individuo puede buscar

€sposa es linica.
- Introduzcamos zhora una biyeccidn p : € -+ C tal que, si un vardn

z € X entonces sus hijos deben estar én la clase p(X).
P se denomina la funcién de fillacidn paternal

De manera anélo-ga; sea la biyeccidn m : & — C tal que, sl una mdajer
z € X entonces sus hijos deben estar en la clase m(X]. '

m se denomina funcién de filiccidn malernael

Para que esto tenga sentido, como los hijos de una pareja deben estar
ent una sola clase: .
p(X) = m(f(X)).
Es decir, los hijos de un vardén del clan X deben estar en la clase asociada
por la filiacién maternal (clase mo f(X)).

Con esto estamos en condiciones de definir una estructura elercental de

parentesco.

Denominemos estruciure elementel de perentesco en O al conjunio de

los ires bryecciones (f,m,p) que verifican los aziomnas:

(F) p=mof. {4.35)
(EXO} AXY#£X YX el

Las funciones f,m,p se denominan conyugal, maternal y paternal res-

pectivamente.




Este simple modelo coincide con las observaciones de Charleston (rip)
en la tribu Tupinamba:

1. Dos individuos de clanes distintos no pueden tomar esposa en un mismo
clan, .

. Los hijos de dos mujeres de clanes distintos pertenecen a clanes distintos.

3. Los hijos de dos hombres de clanes distinfos pertenecen a clanes distin-

tos, : . -

4. Toda clase X aporta mujeres {clase f~1(X)) para matrimonios,

. Toda clase X recibe nifios de padre por p™{X) y de madre por
(m=1(X)).

(%]

]

Veamos un ejemplo con dos clanes: C = {4, B} ¥ las pérmutaciones

A B A B . (4 B
f=(B A)Jn:<A B>m=WWf=<B A)=ﬁ

Una sociedad con esta estructura se denomina de paries ezogdmicas ma-
ternales.

Vemos que en esta esfructura:

- Toda clase es exogdmica: los individuos del clan A se casan con una
mujer de B v los de B con una de A.

- Los hijos quedan en la cluse de la madre. De aqui viene el adjetivo
“maternal”,

Veamos lo que podemas deducir de este modelo.

Suponoamos dos hermanos hombre ¥ mujer, jen qué clase estdn los
hijos de la hermana?

Los hermanos estan en la misma clase, digamos A (ya que los huos estdn
en la clase de la madre ya sean hombres o mujeres). Como la socledad es
maternal, los hijos de ia hermana siguen en A, o

Es decir los hijos de la hermana de un padre (hombre casado y con hijos)
estdn en la clase del padre.

i, Dénde estén los hijos de ur heérmano de una madre?

Fjercicio;  Defina, de manera equivalente, una sociedad paternal (linea pa-
terna).

Hay sociedades, como la Topinamba, donde la formacién de parcjas es
reciproca: si un individuo del clan X debe buscar mujer et Y entonces un
individuo de ¥ debe buscar mujer en X. Diremos que (C fim ) €s una
estructura de intercambio reciproco si ¥ sdlo si

(RE) F=fof= (fancién identidad). (4.36)

La estructura exogamzna materna.l anterior es de mtercambm rempmco
{verifique}.

Casamiento con primos,

Sea un individuo & € X: su madre es de la clase m = (X), el hermano
dé su madre estd adn en m~1{X) v ios hijos del hermano de su madre estidn

en la clase p(m™ I(X))

m'{x} madre de x T
hermane de madre de X (tlo) —]p(m_(X)) :

(%)

[ hije del tio de x.I

CLAN K
[x ]

Mas simpfe, un individuo de 1a clase X puede casarse con su prima por
parte de madre si y solo si f(X) = p(m™ (X))

Si esto sucede VX € C se tiene f = pom™! y diremos que la sociedad
permite el casamiento con la prima por parte de madre:

(PM) f=pom™! ' {4.37)
Como sabemos que p=mo [:
{(PM) fom=mof {my fconmutan). {4.38)

De manera andloge, un individuo de la clase X puede casarse con su
prima por parte de padre {es decir la hija de la herma.na del padre) ssi

(X) = mi{p~* (X)) {verifique}.

Si esto sucede VX € C se dice que la sociedad permite el casamwnto con

la prima por parte de padre:

(PP) - f=mop™ (4.39)




o de manera equivalente

(P.P) fo m =moft. o {4.40)
Se tiene la propiedad estructural siguiente:
cada u*r_aa:‘d'e los condiciones

(RE) fP=id, (PM) foem=mof, (PP} fom=mof!

wmplica lo equivalencia de les olres dos:

(RE) = (PP) & (FPM)
(PM)= (RE) & (PP}
(PP) = (RE) & (PM)  (verifique).

Un ejemplo interesante es el de los tupinambas cuya estructura {(de 4
clanes) es la siguiente: '

fA B CD\ _(ABCD\_ _(ABCD
f=te¢ p a)™=\B a0 c)P=\Dc 4 B

Teorema tupinamba:

La socieded Tupinamba es de intercambio reciproco y permite
el matrimonio con las primas. (Demuésirelo).

Ejercicios.

1. Construya sociedades con 4 clanes que verifiquen sdlo una de las tres
propiedades (RE} o (PF) o (PM).
2. Analice la estructura de 8 clanes:

F= A Ay Ay Ay By By B; By
B, By By By A Ay Az Ay

(A A A A, B, B, Bs B,
Ay Ay A,

“_(Al A Ay Ay By B: 33_34)
PEA\Be By By By Ay A Ar A )

* 3. Dada una biyeccién arbitraria ¢ : € ~— € (C finito} demuestre que I3
relacidn .
VXY CC:X~Yedne Ntal qued®(X)=7,
es de equivalencia.
Demuestre que la clase de X € C':

[X] = {X, (X)), ..., "1 (X))

donde k > 0 es el primer natural tal que * = id (funcién identidad).

En base a esta relacidn de equivalencia v en el contexto-de una estructura
de parentesco definimos: ) ’

pares como ¢l conjunto cociente Cf ~ con respecto & f.

ciclos, el conjunto cociente O/ ~ con respecto z m.

parejas, el conjunto cociente C/f ~ con res}aecto ap.

Determine los pares, ciclos y parejas asociados a la sociedad Tupinamba
v Ia sociedad del ejercicio 2 {con 8 clases).




CAPITULO V

La naturaleza de lo verdadero
se trasluce yo en el cuidado
que pone en ocultarse.

Tristes Tropices, C. Lévi-Strauss.

ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

5.1 Introduccidn.

Comencemos con un juege muy simple: dado un nimeroreal z € R\ {0},
tornemos las siguienies operaciones que nos son cotidianas: :

Tt - I
i
T -,
x
Claramente, si partiendo del elemento 2, aplicamos cada una de ellas dos
veces consecuiivas, TECUPETAMOs & :

T~ —(—z) =2
: 1 1
T e el =

= {3)

Es decir, estas dos reglas generan una ley idéntica:
Aplicar dos veces consecutivas la operacién nos leva ¢ la
sifnacién inicicl )
Es importante el hecho de que ambas operaciones, aritméticamente ha-
blando, son de naturaleza distinta; sin embargo su arquetipo es el mismo,
“la doble aplicacidn no altera la situacién inicial”. Es como si no se hubiera

o P

hecho nada.

Ahora bien, podemos combinar ambas reglas: dado & # 0
1)} Aplicamos

I — —T,

2} Aplicamos el inverso

P e —

Si lo hacemos al revés




1) Aplicamos
2) Aplicamos el inverso

Constatamos que no importa el orden, ya que ¢! resultado es ¢l mismo.
Notemos “z pasa a —z” por una flecha, “—”, y “z pasaa %" por doble

flecha, “ =",
Con esta notacién, lo que hemos demostrado es:

:}-—n—} = "‘_)'z>
Definamos ahora una tercera operacion que consiste en aplicar las dos ante-
riores sucesivamente, la cual notamos “~An", Como no importa el orden en

que se apliquen == y —, la nueva operacién estd bien definida.
Con estas tres operaciones podemos establecer el siguiente diagrama:

@ -
—
R .

Y ¥

p

U’x

Por ejemplo, partiendo de x # 0:

1 : 1
r— —r=— —— =1 — —;
z T
ahora,
1 1 N i i
—_—— = I = —— N,
T z z

Demos nombre a estos cbjetos en vez de trabajar con jeroglificos. Sean
e la operacidén que consiste en no hacer nada: ’

a : cambiaf el signo de z

A : pasar al inverso de =

v : cambiar el signo y luego pasar al inverso. )
Construyamos una abla con las posibles combinaciones de estos objetos: .

R oo wmm
LI~ R

2 TR o0
<= R a o
T ROR

Por ejemplo,
oy significa, dado z # 0
1) pasar de x a.—x  (operacién o)

2) pasar de ~z a = {operacién 7).
Pero ir.de z a 1 corresponde a la operacion 3, luego ay = A.
Mediante flechas:

1.
T — —‘E.J\v»_;c“

o bien:
. 1 1

T — == —
& z

Vemos que en la diagonal de la tabla siempre aparece el operador e (no
hacer nada) y que el aplicar dos veces cualguier operador es equivalente a
aplicar . En otras palabras, la segunda aplicacién deshace el camino o es el

camine jnverso.
Veamos ahora lo que sucede al aplicar las operaciones en el orden distinto

a{fB7).
1) Aplicamos vy :

1
:1:——-:-—2——/\/—»—1'.

2) Aplicamos o :
—r —+ .

Concluyendo, a(fv) = «.
Desarrollemos ahora {af )}y

1) Aplicamos af :
T — =T = — =
z




2) Apli;:a.mos ¥
1
Es decir, (af)y = e. -

De donde
' aBv) = (afly

o imporia el orden de los peréniesis en le aplicacion de los operadores!

Vimos anteriormente que off = Joa. En general, de la simetria de la
tabla con respecto a la diagonal, vemos que no importa si partimos por la
izquierda o por la derecha en la aplicacidon de los operadores.

Vemos entonces que en este ejemplo fan simple, €l conjunto de operado-
res {e, &, 3,7} satisface cinco propiedades: , )

1} Ei resultado de la composicién de estas operaciones siempre es un ele-
mento del conjunto de operadores. ]

2) Existe un elemento que “no hace nada”, e, y que denominamos elemento
neuiro. '

3) No importa cémo realizamos la operacién entre diversos elementos. Esto
lo denominamos asocietividad. )

4} No importa el orden en que realizamos las operaciones. Propiedad ila-
mada conmutaitvidad.

5) Cada elemento tiene asociado otro {en este caso el mismo} que lleva a
la situacién inicial. Este elemento lo denominamos inverse.

Veamos ahlora un ejemplo geométrico. Tomemos un cuadrado cuyos -

vértices estdn etiquetados con los nimeros {1,2,3,4} y permitamos las si-
guientes operaciones, también denominadas refleziones:

p_ Al ot
K"\
+ B
T 2 118 1 2
3 4 3
3 ES 2| {RefNexidn
con respecto
3 2 3] laleje B
2 2 4 .
£ g DC
3 1 L producen
Z 4 4 el mismo
efecto.
3 3 1

Sean {e,«, #,} los operadores siguientes:

: no realizar ningimna reflexién

: reflexion con respecto al g)e A

: reflexién con respecto al eje B

: reflexidén con tespecio a losejes €y D.

= TR a

Se obtiene la tabla

oy
7
8
43

o W

- e
= TR oo
T o DD

[

que es idéntica a la del ejeniplo anterior. De donde ¢oncluimos que posse las
mismas propiedades, '

Tomemos, finalmente, las permutaciones sobre el conjunto {1,2,3,4} :

1234 1234 1234 1234
f““(1234>’ f‘*(zlzza)" fz_(432'1)’ f3=(3412)

5i formamos la. tabla con respecto & la composicidn de funciones se ohtiene:

o fu Hh 2 o fs
fo fo i 2 S
h A h A f
fo f2 f2 fo A
fi s B2 A S

que es exactamente la misma tabla anterior, si identificamos
€ fﬁ:a fl)ﬁ f?:’)’ !f3_

De las tres situaciones anteriores vemos que: objetos de naturaleza dis-
tinta se estructuran de manera idéntica a un cierto nivel de abstraccidn. En

" este sentido, la tabla anterior es “representante” de una serie de fendmenos

que son equivalentes entre ellos, Podriamos decir que se trata de tres edificios
de aspecto exterior diferente, pero con una estruciura comiin,

Aunque estamos frente a objetos distintos, la manera de relacionarse en-
tre ellos es idéntica. En tal sentido, nuestro estudio ha reveladoe la estructura




interna de elementos de variada indole y por lo mismo, porque esta estruc-
tura es comun, nos permite comparar realidades y/o conjuntos de objetos

distintos. )
De lo anterior podrianmos decir que una estruciura corresponde a las

relaciones existentes enire los objetos de un conjunto, donde estas relaciones
se definen a partir de operaciones. Estas operaciones imponen propiedades
sobre las relaciones entre los elementos y permiten extraer leyes gue rigen su
comportamiento. También podemos ver que, a partir de la tabla que define
la relacién entre los elementos, los tres ejemplos anteriores son equivalentes.

5.2 Ley de composicidn interna.
Sea X un conjunio no vacio, diremos gue una funcién

¥ A x X — X
(5.1)

(z,y) — z*y
es una ley de compasicion interna {u operacién} sobre el conjunto X.

Dado un par de elementos en X, le aplicamos esta “multiplicacién®
abstracta de modo que el resultado esté también en X.

Un conjunto dotado de una {o varias} leyes de composicién interna, se

denomina Estructure Algebraica.
Come, por definicidn, * es una funcidn se tiene que:

o rra=y*a
(Va,m,yéi)(z.—y)ﬁa*mza*y' (52)
ya que como * es funcién, las imégenes de (,a) e (y, ¢} coinciden cuando =
es igual a y. Para la otra igualdad el razonamiénto es andlogo. -

. Algunos ejemplos de leyes de composicién interna {£ei) son los siguientes:

- La multiplicacién en JR.

- La suma en IR. .

- La unidn y la interseccidén de conjuntos.

- La diferencia simétrica de conjuntos.

- La multiplicacién de matrices en M, {0,1}.
- Et meden V.

- La multiplicacidén en IV.

—

- La conjuncién y disyuncidn en {F, V3.
No son leyes de composicidn interna:

- La divisién en IV,
- La resia en IV,
- La sumaen {1,2,3}.

Las propiedades importantes de una fef {que ya vimos en los ejemplos

del parrafo anterior, son):
Asociatividad. Una fci + en X es asociativa si v sdlo si

(V:?:',y,zré e s (y*rz)=(zxy)*z]." : (5.3)
Conmutatividad. Una fei # en X es conmnutativa si y sélo si
(Ve yeX)zry=y=a) - 54

Distributimdad. Dadas dos fei, % y A sobre X * distribuye con respecto a A

81y sélo si Vr,y, 2
z % (yAz} = {2 # y)Alx * z) {distributividad por la izquierda). (5.5)

(zAy) sz = (a%2)Aly*z) (distributividad por la’derecha). {5.6}

Blemente nentro. Una £.cd. # sobre X admite un elemenio neutro si y sdlo

81

(Je € X)(Ve € X)exa=a*e= ) (5.7)

Elemenio “cero” o absorbente. Una f.ci. # sobre X admite un elemento

abgorbente s y sdlo si

(e X)VeeX)sra=ewz=2z) - {5.8)
Tdempotenciu, Diremos que un elemento z € X es idempotente si y séle si

TR o=, (5.9)

Elemento tnverso.” Dado x € X, diremos que y € X es inverso de z si y s6lo

si
zRy=yET =€, {5.10)
donde ¢ es el neutro. Notaremos, cuando el inverso sea tnico, y = z7}

(notacion multiplicativa) o blen y = —z {notacién aditiva).
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Clararhente, un inverso de 2% es (¢ 71)7! = z (justifique).

Ejemplos:
1} Tomernos (IR,-F, ). Ambas operaciones son conmutatives, asociativas,
existen neutros (0 ¥ 1 respectivamente}, elementos inversos, {excepto el
0 para -} un elementc absorbente (et () para la multiplicacién, ¥ la mul-
tiplicacién distribuye con respecto a la suma.

2) Proposiciones 16gicas. En el conjunto de las proposiciones 16gicas con las
operaciones (A, V). Ambas son £.c.i. conmutativas y asociativas, ambas
distribuyen, existen neuiros {pV F <=>p , pAV <= p), no existen
inversos y existen elementos absorbentes (p VV <= V,p A F <= F).
Todas las proposiciones son idempotentes (pV p <= p, pAp<==>p}

3) {P(X)},N,U). Ambas operaciones son asociativas ¥ conmutativas, N dis-
tribuye con respecto a U, existe elemento neutro (ANX = A, AUd = 4),
VA € P(X), A es idempotente (ANA = AUA = A), no existen inversos.

4) Sea X = {1,...,n} y la estructura algebraica (5., 0) de las permutaciones
{0 biyecciones) de n elementos. Hemos visto que o es asociativa, no es
‘conmuiativa, existe un elemento neutro:

id:X — X (funcién identidad}

r— oz,

o hien
. 12 - n

Cada permutacién p admite un inverso:

p:(p(ll)- Péﬁ pﬁl))’ p~1:-<p(11) p(22} p(’?))'

Es directo que pop™! =p~tap=id
No hay elementos idempotentes distintos de id.

Sipop=p+=Vrec X, plp(z})=p(x), perop es una biyeccién, en
particular es inyectiva, luego,

- Vee X, plz)=z<=p=id B

5) Sea ([, *) donde * estd definida por
axb=a+b+ ab Va,be'ﬂ-i.
Es directo qué * es f.c.i. -
Es asociativa:

a*(brc)=ax(btc+be}=
a+bdtetbetalb+e+be)
a4 b+c+ab+ ac+ be + abe.

Por otra parte,

{axb)vc=(at+btab)vc=a+b+tabtct(atb+ab)e
=a-+b+c+ ab+ ac+ be -+ abe;
luego, ax{b=c)={axb)xc.

Es conmutativa:
axb=a+btab=b-tatba="b=a
Elemento neutro:

T =g t+z+ar=q<>
eatafat+l)=as= (et 1)=0.

El real » = 0 verifica la ecuacién anterior, de donde,

a*O:aqLO-{;a-O:a.
Ademés 0+xa=0-+a+ a- 0= a Luego, 0 és &l peutro.
5.3 Propiedades de estructuras.
Séa (X,+) una e-structura algebraica, entonces,
51 existe un elemento neutro e & X, e;ate s -ﬁnico. ) {(6.11)
Si*es a,so;ia.tiva ¥ posee un elemento neutro. e, entonces

51 existe el inverso de o € X, éste es dnico.




St a1 es el inverse de d y 571 el de b, entonces a * b {iene inverso y:

(a+d) 1 =blual, (5.13)

Demostracidn.

5.11Y Supongamos que e, ¢’ £ X son neutros, entonces
pong q ) )

, .
e =ere!, e=ere=—=e=c¢

' {(5.12) Supongamos que y;,y2 € X son inverscs de a € X
v =y ke =gk {a*y),
corﬁo 4 es asociativa

L=y *a)rys = ey = 4.

(5.13) Sean a~!,5™1 los inversos de a y b respectivamente:

(7 xa s {axb)=b" k(a7 wa)xb
=blsesb=0b"lsb=¢,

por la derecha:

(axB)y s (Bl ea ) =as(bxb Nxa ' =arexa’
=a*a"lze,

luego, por unicidad del inverso concluimos (2+8)" ! = b xa™! B

Hemos viste que la nocién de “inverse” requiere la existencia de neutro.
En algunas ocasiones se tiene una propiedad més débil que es similar a la de
inverso, con la ventaja que no requiere de la existencia de un neutro.

Diremos que un elemento = € X es cancelable con respecto a la Lt *

siy solo st Vin,ya € X

(Frypr=zryp >y =w)Apnrz=mp*rz =y =) {5.14)
Un ejemplo en {Z, -} es el siguiente:

Jry=3-w
y1'5=y2'5

i =l €1 Z.
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YV ach no existe elemento inverso para la multiplicacién en Z.

Una prbpiedad qﬁe ligs las nociones de elemento inverso v cancelable es
ia siguiente: sea (X, *), con * asociativa y elemento neutro e, entonces
un elemento nveriible es cancelable. {5.15)

Prucha. Sea a € X, invertible, con inverso a™ ;.

nFa=y2¥a, 7
= (pralra = (ya*a)xa”
e yx(aral) =y x(ara)
k<=>y1*c:y2*e'<———>y1=y2.r .

1

"Por la izquierda, fa demostracién es andloga H

Consideremnos la tabla de Pitagoras:

) * 1 2 3 4
1 4 2-3 2
2 11 3 4
3 4 2 21
4.4 1 2 3

acé no hay elemento neutro (Jpor qué?), luego, no podemos hablar de inverso.

La pregunta es si hay elementos cancelables.
Fi criterio es el siguiente: si una fila (columna) contiene dos o mds

elementos igualss, entonces, el elemento que define la fila (columna) de la
tabla no es cancelable :

g - b o b

yaque:a*aibi-avéﬁpema%ﬂ 7
Luego, por simple inspeccién de la tabla anterior, se liene:
1 no es cancelable (1#2=1=x4)
2 no es cancelable (21 =2%2}
3'no es cancelable  (3+2=3x3).




El dinico candidato es 4, el cual es cancelable ya que tanto la fila. como
la colummna asociada a &l no contienen elementos repetidos. |

Notemos que cada fila (columna) de la tabla precedente, puede verse
como una funcidn del conjunto {1,2,3,4} en sf mismo. Las filas serfan:

(1234) (12‘34 1234 1234
4232/ \1134/ \s221 4123)-

¥ por columnas

2
1
2
1

[ I N R
B D o g
LR VUN G
O = b

A N e

4
i
4
4

LS U N

En esta Oplica podemos decir que:

Un elemento ¢ € X es cancelable si y sdlo #i su fila y columna
_en la table define dos funciones biyectivas (o permutaciones de (5.16)
los elementos de X ).

5.4 Subestfucturas.

Es interesante preguntarse qué sucede si dada una estructura algebraica
(X, =) tomamos A C X y aplicamos * enire los elementos de 4. Por ejemplo
dado (&, ), tomemos ({0,1,2}, 4. ’

Claramente, -+ no es una f.ci. para el conjunto {0,1, 2}, ya que
14+2=23¢ {0,1,2}. Obviamente, Jo que nos interesa es cuando la aplicacién

" de # subre 4 € X deja el resultado al interior de A,

Diremos que ¥ es cerrada (o estable) en A si y sdlo -si
Vi, yc A== z+ryc A (5.17)

Un ejemplo de esto ltimo seria (IV, *) donde 2 » y = max{z,y}.
Sea {{0,1,...,n},*). Se tiene

Vzye {0,1,.n),  0<max{e,y} <n,

luego * es cerrada en {9,1,...,n}.

Ademads, supongamos gue * es cerrada en un conjunto 4 € X i qué
_— H

propiedades de * pasan “heredadas” a la subestructura (A, %37
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Es directo verificar que |

« asociative en X == * gsociativa en A, (5.18)
+ conmutative en X == ¥ conmulativa en A, (519
a cancelable en X = a cancelable en A. (5.20)

Si, ademds, se tiene en X se tiene otra fcd. A

-# distribuye com 1.'cs ecto o A en X = * distribuye )
y P stribuy (5.21)

con respecto o A en A

Volveremos sobre “subestructuras” més adelante.

5.5 BEstructura de congruencias.

Vimos en ! Capitulo III el coniunto cociente 2, de las clases de con-

gruencia de la suma médulo n

o= b{modn) <= a—-b=1kn, k< Z

Las clases son:
6] ={r e Zjfz=kn+s,beZ} 0<s<n-1,
luego,
Z, = {[0),[1],....[n — 1]}
Definamos en 2, la operacién siguiente: ¥(a], [8] € Zn
[e] @18 i=[a+ bl : (5.22)
Donde la suma de la derecha es la suma usual en Z.

Ta definicidn (5.22) establece gue la sume de dos clases de equivalencia
corresponde a la clase de equivalencia determinada por la suma (en Z) de

sus representantes.
Ohviamente @ es una ley de composicién interna en el conjunto cociente

Z., yaque la+b] € Z,. Veamos, por ejemplo, lo que sucede paran = 4. La
tabla de Pitdgoras es:

@ o [ P {6
o oy [ o2 3
R e R
(21 @ B o S
(B B l] A




En efecto,
el =(0+2=(2
Plell=2+1=3
212 =(2+2)=[4] = [2- 2] = [2&] = [0]
28l =[2+3 =[5 =[2-2+ 1) = [2k+ 1] = [1]
(8] @ (3] = [3+3] = [6] = [2 3] = [2k] = [0], etc.

Recordemos que, en general, ¥s > n, podemos escribir s = gn+r, § < r < n,

de donde
(5] = fan + 7] = 1.

Veamos las propiedades de (Z,, D) :

B _es asociativa : es directo de la asociatividad de + en zZ

e (ol =ldab+d=(atbtd

—etield=(domer %)
& _es conmutativa : es directo de la conmutatividad de + en 2
[deb=la+b=[0+a =[] (5.24)
[0] es el elemento neutro:
0] @ o] = [0+ = fa] = [a + 0] = [a] @ [0]. (5.25)
Yla] € 7, existe inverso
1)@ [¢] = [0] &= [a+ 2] = [0
&= a+ 7 = 0{ mod n) (5.26)

—ra+zr=ikn, keZ
=ae=kn—a, kel

En efecto,

o} @ [kn - a] = [kn] = [0].

Basta, entonces, tomar como representante del inverso de a el elemento
z =-a (k=0), oblen 2 =n —a. Es decir, el inverso de {a] que notamos
—[a], (notacién aditiva), es [—a] = [n — ).

Introduzcamos ahora una “multiplicacién® en Z,

Vial,(b] € Z,: [a]-[b] = [ab]. (5.27).
Paran =4 : ’ '
S : oy [1p {21 3
- o] fo] [0] [0]
o 1 2 (3]
{21 10 2] o] =)
B O B

Por ejemplo:
3] [2)=03-2]=[6]=[4-1+2 =[2]

(3-8l =181 =[4-2+ 1] =[1}.
Veamos las propiedades de - en 2,

1. La multiplicacién -, es asociativa y conmutativa, ya que la multiplicacién

. en Z loes. :
9. Existe elemento neutro; la clase 1],
3. No existe necesariamente inverso. Para n = 4, los elementos [0] y (2] no

tienen inverso. Si lo tienen {1} y [3}:

4. No siempre un elemento es cancelable. Para n = 4 los inicos elementos
cancelables son {1f, [3]. '

5. Existe un elemento absorbente, {0].

6. La operacién - distribuye con respecto a -+:

[a] - ([ @ le]) = [a] - [b+ ] = [a(b+ <)}
=W+M:W®M_WHWMM{D

De lo anterior concluimos que la estructura algebraica (Z ,,, &, -) verifica:

asociativa

conmutativa ‘ o (5.28)
admite neutro :

cada elemento tiene inverso.

(5.29)

conmutativa

{ asoclativa
admite neutro.



- distribuye con respecto a & . (5.30)

Veamos a continuacidn, en un contexto abstracto, los diversos tipos de

estructuras, de acuerdo a las propiedades que posean sus leyes de compasicién

interna.
5.6. Clasificacidn de estructuras.

Dada una estructura algebraica { X, +) diremos que tiene estructure de
grupe (0 que es un grupo), si y sdlo si la ley de composicién interna * verifica
los axiomas sigulentes:

* es asociaiiva

* admite un elemento neutro {5.31)

cada elemento de X diene un inverso con respecto a » .

Cuando, ademis de estas propledades se tiene la conmutatividad, diremos
que (X, *) es un grupe conmutative o abeliano.

Supongamos una estructura {X, , A), con das leyes de composicidn in-
terna. Diremos que (X, #, A} un anillo s y sdlo si

(X, %) es un grupe abeliano

A es wsoctative {5.32)

& distribuye con respecio a *

Diremos que (X, *,A) es un anille conmutative, si ademis A es conmutativa.
Diremos que (X, %, A) es un anillo con unidad, si existe elemento neutro para
la operacion A

Diremos que (X, #*, A) es un cuerpo si y sdlo si

(X, %, A) es un anillo

(X \{e},A) es un grupo oheliano (5.33)

donde el elemento e € X es el neutro del grupo (X, *).

De las definiciones anteriores vemos que hay una complejidad creciente
entre los tres tipos de estructuras, siendo la més “simple” la de grupo y la
mis “compleia” la de cuerps,

[gv]
(o]
2

Veamos algunos ejemplos de las diversas estructuras:

1) Tenemos que {Sy,©) es un grupo, en general, no abeliano, (Z,, ®) es un

grupo abeliano.

Del parrafo 5.1 tenemos que la tabla de los tres ejemplos es la mismay
({e, o, B,7},-) tiene estructura de grupo abeliano {denominado grupe

de Klein).

[
~—r

3) (Zn, @,-) tiene estructura de anillo conmutativo con unidad, pero, en
general, no tiene estructura de cuerpo. En efecto, (Zn \ {[0}},") en
general no es grupo, ya que hay elementos que no tienen inverso para la
multiplicacién. Al final del cap1tulo veremos en qué condiciones (Z, @, )

es un cuerpo.

4) {RR,+,-) es un cuerpo ya que:
(IR, +) es grupo abeliano
(R \ {0},-) es grupo abeliano
- distribuye con respecto a .

5.7 Morfismos.

En los tres primeros ejemplos de} capitulo (signos e inversos en IR, re-
flexiones de un cuadrado y permutaciones) vimos que, Aunque la naturaleza
de los conjuntos y de las operaciones en cada caso era distinta (signifi-
cado diferente), a nivel de operatoria compartian exactamente las mismas
propiedades {idéntica tabla de Pitdgoras). De esto es ldgico concluir que
estas estructuras, haciendo abstraccién de la naturaleza de los objetos que
la componen, son iguales. Formalizaremos aqui esta nocién de igualdad en-
tre estructuras, que lamaremos isomorfie. Tomemos, por ejemplo, el grupo

abeliano (Z4,®) :

@0 1 23
001 23
1 1230
2 2301
3 3001 2

(se ent1ende que el entero s corresponde a la clase [s]. Om1t1mos los paréntesis

por comodidad.)

Tomemos ahora las rotaciones de multiplos de 90° de un cuadrado con
respecto a su centro en la direccidn de los punteros del reloj:




[=:]
o
Euo
o

[+
o
o o
Ew
Q

Q

T oo
@ Q
Em
o

[+]

= o
IS
el
S

Q
=N
o o

sea
e : rotacién de 0°

o : rotacién de 90°
A : rotacién de 180°
~ : rotacién de 270°

Se obtiene la tabla de Pitdgoras:

¢ e a f vy
e e a f v
@ o f g e
B B v e a R
Y o7 e a B

Ahora, si identificamos mediante una funcién las tablas de las estructuras
(Z4,8) y ({e,, 8,7}, 8), se obtiene

w: Zy — {e,e, 8,7}
0—e -
l—a
2—p
33—y
que es,; obviamente, una biveccidn.
Ademés, al hacer la identificacién ambas tablas se confunden. Es decir,

la composicién de dos elementos en’ Z, mediante @ es lo mismo, via la
identificacién, que tomar la composicién de sus imagenes con la operacién e:

e @ y) = plz) o wly}.. (5.34)

Por ejemplo:

1 @& 2 = 3
o el T
o e B = 4

Es claro que la situacién anterior no siempre se da. Un ejemplo es la tabla

del grupo de Kiein y la antemor

—= TR oo
- R o oo
W e 2R
R o2 Wwm
° R w2 2
e
2 wmR o e
'Q‘Cﬁerm
o =2 WmR R
R o 2w
R e 22

Si, por ejemplo, en el grupo de Klein calculamos
oo = e = neutro,

Fn el otro grupo se tiene o e = f # neutro. Més ain, en el grupo
de Klein todos los elementos son su propio inverso, lo que no sucede en la

otra estructura. Fs posible demostrar que no existe una biyeccién entre los
clementos de manera que se satisfaga la igualdad (5.34) (verifique).

Formalicemos lo anterior. Dadas dos. estructuras algebraicas {X, ),
(¥, A), una funciée [ : X — ¥ se denomina un hemomoerfismo si y sdlo si

(V.Z‘], To £ X)(f(.131 * $2) = f(.?".,l )Af(.’.’:g)) (535)
Ademis, diremos que: _
f esun 1somorfisme sl y sélosi f es biyectiva (5.36)
f es un eufomorfismo si y Wlosi X =Y v f es isomorfismo. (5.37)

Diremos que dos estructuras algebraicas (X, *),(Y, A) son isomorfaes si
existe un isomorfismo entre ellas. En tal caso notaremos (X, *) = (Y, AJ.

La relacidn = entre estructures algebraices es de equivalenera.

* Prueba:

- Refleja: (X, ) = (X, #), basta tomar f= id : X — X,
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- Simétrica: (X,*) = (V,A) < 3f : X — Y isomorfismo, luego
F' Y — X es biyectiva. Calculemos Fl{aAb)y =7
Como f es epiyectiva = Jz3,2, € X tales que a = f(z1),b = f(zs).
Luego, ' : .
alb = flzy)Af(z2) = flz: * 2],
de donde .
FHadb) = [ (f(z v 22)) = 21 % 29
:‘fil(a) * fkl(b)v

luego, f~! es un iéomorﬁsmo, de donde concluimos (¥, A) 2 (X, A).

- Transitiva:
(X, ) = (VA A[(V,A) = (Z,U)] <=

f 1 X = Yig: Y — Z ambos isomorfismos, luego go f : X - Z es
‘biyectiva (ver propiedades de la composicién de biyecciones en el capitulo
IV). Ademas, como f, ¢ son homomorfismos

(g0 f)z1 = 22) = g(fz1 % 22)) = g(f(21)Af(22))
= g(f(z2)) U g{flz2)).

‘Concluimos entonces que go f : X — Z es un isomorfismo, ergo

(X,=) = (Z,U)

~

De lo anterior se tiene que % induce una particién del conjunto de es-
tructuras en clases de equivalencia. En tal sentido los tres ejemplos iniciales
del capitulo estdn en la misma clase de equivalencia. '

Aungue intuitivamente es claro que dos estructuras isomorfas tienen
propiedades andlogas, precisémoslo mediante las proposiciones siguientes:

Sea (X,#) = (Y, A), donde f:X - Y es un isomorfismo entre ambas
estructuras.

* es asociative <= A asociative.” ' (5.38)
% es conmutative <= A conmulativa. {5.39)
e neutro de X <= f(e) neutro de ¥ (5.40)
z invertible en X <= f(z) invertible en Y, _ - {5.41)
ademds {f(x))_l = f(z7).

z cancelable en X <= f(z) cancelable en V. (5.42)
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Prucha:”

(5.38), Sean @1,72,Ts € X tales que f(z1) =y, flaz) =, fza) = ys.

—  pAlpAn) = fz)Af(z2 * ) =
= flzy * (z2 ¥ 23));
como * es asociativa:

= f{(z1 + 22) ¥ 23) = 7
= flzy » @) f(z3) = (f{z1)Af(22))Af(23)

= (y1Ay2)Dys.

En el otro sentido se demuestra de manera andloga.

(5.40) =) Seay € Y, luego 3z € X,y = f(z).

fleypy = fle)Af(z) = flexz) = flz) =y,

analogamente yAf(e) = y.

(5.41) f(z)Af(z™1) = flw #a") = f(e) que s neutro de ¥ B

. ) ;
En el caso de estructuras con dos operaciones, (X, %1, 050), (Y, %2, Aa),

dirernos que son isomorfas si existen isomorfismos para ambas operaciones.

Es decir, dos biyecciones ¢ X =Y, : X - Y, tales que:

wlaxs b) = w(a) *2 (D)
plalb) = h(a)Aaip(b).

La nocién de isomorfia enire estructuras es muy fltil’. En particular,
en ella se basa el computador al cual a,limen}:arnos con ngl'neros en § con
las operaciones usuales. Este los convierte (via una blyecc1r?n () en expre-
siones binarias en el conjunto {0,1}, operando con ellfis mfldxante otra suma
y multiplicacién para, finalmente, “decodificarlas”, via 7", ¥ presentarnos‘
el resultado racional (y... compresible) que vemos en 1a pantalla.

5.8 Grupos.

Recordemos que un grupo es una estructura algebraica (G, *) que verifica

i igui 1atl i to neuiro y cada
los axiomas sigulentes: * €s asociativa, existe un elemen ! ¥y

elemento posee inverso. Si, ademds, * es conmutativa se dice que el grupo es

abeliano.




Sea G = {ao,a1} con und Lei. %, Para que sea grupo, unoe de los ele-
ha L -

Como ejemplos de grupo podemos citar el de Klein e, o ® . .
ey Sz Heehizsdoe), mentos debe ser el neutro. Sea éste ag. Se tiene entonces:

(5,1,0), (Zn: GB): (H1+)! (Za'l')a (-IR\\ {D}v)

. * ag a3 ¥ dp a1
Diremos que el orden de uin grupo (G, *), es el cardinal de G. ay @ 03 => &g Gy O3
g @ U a a Go

5.8.1. Propiedades elementales de un grupo. | | .
Ya que cada clemento debe tener inverso, nece.sana,n’l.enzle ai c;ls Ee (;)‘]_:&én
decir, para |G| = 2 existe una sola clase de equivalencia de gr};l;;_ de

9. Todas son isomorfos. Ademds, los grupos de orden 2 son abelianos.

Sea {G,*) un grupo:

Va,b € G, la ecuacidn a+ z=b tiene solucidn vnica en g. {5.43) _Analicemos' ahora los grupes de orden 3. De manera analoga, sea ag el
o . neutro: * ap @1 Qo
Ya € G, es cancelable. . (5.44) ap ag 41 &2
. : a a 77
St el orden de (G, +) es finito, ceda lnea (o columna) de la table  (5.45) a a 17
e Pitlgonis cs s permusacidn de s clementos de o Si gy * @) = ag, como cada fila y columna de un grupo finito es una per-

2

Demostracidn. (5.43) Existencia:

mutacién de sus elementos, se obtiene az * a1 = az. Lo cual es 1.1na, :};3;;-.
tradiccién, pues se repetiria az en la tercera fila. L1Jfgo, nece:ajiaina s ]
g tay =ay, @Fay=apyenla tel‘(EeI"a. fila oy % 1 = g ydag .dezn_é e;.la P
Concluimos entonces que la_tabla de Pitdgoras de un grupo de or

a*x:b@ra'-}*(a*rc)=a_]*b_

e={aTsa)rz=atxb siguiente:
. *® ag 41 g

g Qg 4y aa

ar g d2 2o

Uy Gy Oy 0 -

etz =g kb= g= g 5

Unicidad : Supongamos z;, 2, € & son soluciones de la ecuacion

: - A 11 S.
(axzy =B)A (a*ae =0 = atz, =ax 3 Ergo, todos los grupos de orden 3 son isomorfos y ademas abeliang

e g7l *(a*z1)=a"3 *(ﬂ*rz)

Un grupo de orden 3, que da una representacién geométrica de la tabla

- : - : i cquildtere en
= (a7 xa) v = (@™ *a)x de Pitagoras anterior, es el de las rotaciones de un tridngulo equila,

- . . 160, coine sigo
E eR T = eFTh > Iy = g, = : torno a su centro, de manera que, luego de cada rotacion, coincida consig
' mismo:
(5.44) Tomemos a=*by = axby = (o) *ajrby = (a T wa)by <= by = by, ;
De manera andloga by ¢ = by # 4 <= by = by, a
(5.45} Del parrafo anterior sabemaos que un elemento es cancelable si y sélo " ¢ a,= rotacion de 0°

si su fila ¥ columna en la tabla de Pitagoras no tienen elementos repetidos.
Luego, concluimos el resultado directamente de (5.44).

Para ver cudl es el grado de restriccién que imponen los axiomas de ; a
un grupo sobre la estructura, veamos cudntos grupos no isomorfos hay para _
conjuntos § de cardinal pequeiio, ' C b

o L]
1200 ' l 120 dqy= rotacifn de IZDD
a1 ,= rotacion de 240




Fs directo ver que éste es un grupo de orden 3.

Veamos ahora qué sucede para |G| = 4. Sabemos, de los ejemplos an-
teriores, que al menos existen 2 grupos de orden 4 no isomorfos; el de Klein
¥ el de ias rotaciones de un cuadrado. No es diffeil probar, siguiendo el

. esquema del caso anterior, que no existe ofra clase de isomorfia, para este
orden {cualquier tabla de un grupo con cuatrs elementos es equivalente a una
de los dos anteriores) y ademds que cualquier grupo de orden 4 es abeliano

{demuéstrelo).

Para drdenes superiores, el andlisis se complica. Veremos més adelante
que todavia para el orden 5 todos Ios grupes son abeliancs. Para el orden 6
esto ya no se verifica; basta recordar el grupo de las permutaciones (S3,0),
que no es abeliano.

5.8.2 Subgruﬁos,
Dado un grupo (G, ), diremos que (H, =) es un subgrupo de G si y sélo

dFEHCG -
{H,*) es grupo.

si

(5.46)

La segunda propiedad nos indica que * debe ser cerrada en H (si 26 no
seria f.c.i. y luego, H no serfa grupo). ‘Ademas, si ¥ € M necesariamente su
inverso ! debe estar en .

La asociaiividad no es problema, ya que, dado que ésta se verifica en G,
se verifica en cualquiera de sus subconjuntos.

De las consideraciones anteriores podemos caracterizar un subgrupo
como sigue: dado ¢ # H C G entonces

H es subgrupo de G «— (Vhi,he € H == by * h;l € H). (5.47)
En efecto: -

=) si H cs subgrups de G, Inego + es una f.c.i. cerrada en H y ademis,

dados )

hl,hgEH:h{lE'Hypoi'lacerra.dura.hl*hz_lEH. :

=) La asociatividad no es problema, ya que es heredada del grupo (G, ).
Tomandohlzhg:}e:hl*hl_le'}i. ‘ _
Tomando ¢, hy =3 ex A7 € H == Rt e . Finalmente, % es cerrada
en H:hyw by = b+ (A7) € H (pues hy, k7' € H y aplicamos la.
hipétesis).
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Concluimos entonces que (H,+) es un subgrupo de (G,*)

. . P
Diremos qué (H,*} es un subgrupo propia de § si HCGyHFE g..

E']erﬁpl'os de subgrupes:

1. En el grupo de Klein de orden cuatro, ({e,a}, %) es uzn subgrupo propo.

9. (Z,+) es un subgrupo de (IR,+)

3. {{e},*},{G, ) son subgrupos tr1v1fﬂes de (G, +). 6 o) yen
Mis adelante veremos subgrupos interesantes de ( 00 Y o lo >

one el estudio de los subgrupos de las rotaciones y reilexiones

los ejerci-

clos e Prop

“un cuadrado.

{/na propiedad que relaciona un subgrupo {H,*} con el grupo (G, *) es
la siguiente:

El newtro v los inuersos coinciden en {H, *) ¥ (G, *) {5.48)-

(-4 v .S
En efecto, notemos por €M, eg los g 11tros de H Y Q, I'eSPECtl armente €
L]

o YheH:enxh=h+en="h
YreG iegrar=zT*eg =1,
de: ‘
dedomee ) hxep=rhreg YheH (5.4%)
VAdemé.s:

ey = Cg ¥ EH.
Como eg es newiro de G 2 H:
EH = (hfl * h)* éﬂ

= BTl e (hxen ),

identidad (5.49) : .
de la identidad (5.49) e hreg)
={h71 ) xeg.
Como eg esnestrode G 2 H :

en = €¢ * eg = €¢.




Supongamos ahora que los inversos de b son z; € H ¥ 22 € §. Luego, estos

elementos verifican:
hsxy =z1%h=e

h*xzz.‘ﬁg*hIE.

Tomando la igualdad k + z; = e y aplicando z, por la izquierda se obtiene:

zp*(h*zy)=a2%e

S (mprh)rry =a) et =xy <=1 =13, B

5.8.3 Representacién de Cayley.

Hemeos visto en el parrafo anterior que en la tabla de Pitdgoras de un
grupo finito, las filas y columnas son permutacionés de los elementos del
grupo. Esto nos lleva a preguntarnos si existe un procedimiento que permita
establecer un isomorfismo entre un grupo finito y un grupe de permutaciones.
La respuesta estd establecida en el teorema de Cayley:

Todo grupo finito es isomorfo a un grupe de permutaciones. {5.50)

Verificaremos este resultado a través de un ejernplo. Posteriormente daremos
una demostracién formal.
Tomemos el grupo de Klein, iy :

* ag @ @z ag
ay o @y ap az +«— filaD
a1 a4y &g az @, —— filal
as as az apg ay «— fila 2
agz a3 ’ az dy dp — fila 3.

Como ya sebemos, cada fila de la tabla de Pitdgoras es una permutacién de
los elementos {ap, ar, az,as }. Tomemos entonces, como candidatos a formar
un grupo de permutaciones, isomorfo a Ky, las permutaciones dadas por las
filas de la tabla asociada a Ky :

Gy 47 ar az o, .
Po = permutacion asociada a fila 0
o @1 ap a3
Gy ady a3 a3 .y .
o= permutacién asociada a fila 1
41 dg dy 4z
ay a ay a " .
P2 = - permutacion asociada a fila 2
a; a3 ap o4
ap a1 as az . ) .
P = . permutacion asociada a fila 3.
. az da @ Qg

S}
-3
%)

Veamos si {{po,p1,p2,P3},0) es grupo. Ya sabemos que o es asociativa.
Construyamos la tabla de Pitigoras de esta estructura: .

¢ Po Pr Pz P3
Po Po P11 P2 D3
M P Po P Pa
P2 Pz P3 ' o 1
Pz Pz P2 P1 Do

A partir de ella verificamos que {{po,p1,P2,p3}, 0} es grupo abeliano y, ade-
més, estableciendo la funcién :

@w:ipo g, P1—a; Pz —az, Pz — a3

las tablas se confunden, con lo cual probamos la isomorfia en este caso par-

ticular

Demostracién del teorema de Cayley:

Sea (G, *) el grupo finito, doride G = {ay, a1, ..., an—1 } tiene orden n. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que el neutro de G es ag y escribamos
la tabla de Pitigoras as&ciac_la 7 g_:

ok ag aq o a; s p—1

g I a; On—1 fila 0

a‘g Ta;kag apkap - @i * a; a; ¥ Gn_1 fils i
A1 On_1 Gn_1 * Gj Apo1 ¥0Gn.1 flan-—1

columna j

De manera andloga al ejemplo, tomemos las permutaciones:

’ g a1- -+ Qp-1
Pa, =

tdp @y -+ fn-]

R ap al e aﬂ“l .

Pay = ) *¥ag Q3 ¥ e 3y kg f

a{} a] .. aj . aa an‘-l
Poi =\ givay axar - ®d5 - O F Gpo
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Ahora bien:

7 _ do az T Qn—1
Pan-t = Qp_1 %4y @Qp-1¥dr - Gp_1%* fln—l )
Sea P = {p., }2.; probaremos que (g *) 2 {P,0). Para ello debemos eatable-

cer una biyeccidn que sea un homomorfismo entre ambas estructuras..
Sea la funcién candnica (jla obvial):

p:g%'P
a; —+ pa, Bt <n—1.

Claramente, ¢ es una hiyeccidn. Veamos si s un homomorfismo:

T S N
PAGFA]=Paisa; (gi*aj)*ay - loiwas)ras - (ai*a;)*on

Como * es asociativa:

_ ap ay N fp—
a;={ajxagy - a#logka.) - dix(ajran_y)

_ ao . {Is DR an_l
Poy = JEag e Qi ¥0, - Qjka !
aj * &y Uy ¥ Ly 5 n—1 ) !
corresponde a ia j-ésima fila de la tabla asociada a G y se tiene el esquema

Pa; Pa;
a, — aj e, — ai*(a;*a,)

¥s {0, --,n~1}:
Es decif:
wlay * a5} = Pa;sa; :
:( ag n-1 . )0( ag Gn—1 )
a;kadp v G ¥ Q51 a; ¥ap - Q5 * Q-

= Pd; © pa; = tplai) 0 @(ay).

Luego, @ es un isomorfismo, de donde (G, *) = (P,0) B
De lo anterior podemos extraer algunas conclusiones:

1. {S'n, o) admite subgrupos propios. Por ejemplo, para n = 4, el grupo de
permutaciones isomorfo al grupo de Klein, K4, es un subgrupo propio

de (8¢, o). Sucede lo mismo con el grupo de permnutaciones isomorfo a
las rotaciones de un cuadrado.

2. Cada vez que se trabaja con un grupo finito, podemos “pasar”, via la
isomorfia anterior, a un subgrupo de permutaciones, lo que muchas veces’
" simplifica el trabajo..

5.8.4 Grupo de matrices isomorfo a (Sp, 0}

Dado el grupo (Sy, 0}, definimos el conjunto de matrices de permutacidn,
MPr({0,1}), con elementos {’s, 1's, tal que cada matriz tiene sélo un uno
por fila y columna Por ejemplo, paran = 3 :

Formalmente:

MPL({0,1])=(M € Mya({0,1) )/Zmu Somsm1vi) (551)

=] =]

Es importante sefialar que en la caracterizacion anterior la sumatoria se
entiende con la suma usual en f.

Es evidente que MP,({0,1}) € Mm,({{) 1}), (matrices de n filas y n
columnas con elementos en {0,1}).

Por otra parte,
la multiplicacidn de mairices es asogigfiva en M,,({0,1}). {5.52)

En efecto, sean A,B,0 € Maa({0,1})4 = (80,8 = (bi;),€ = (i),
debemos probar que A« (B-C)={A-B)-C. Consideremos D = 4-(B-C)
vy E = (A-B)-C. Para verificar la asociatividad demostraremos que D) = £
o, de manera equivalente:

dij = €55 Vi1 € {1,...,n}.




e

pero,

Calculemos e! término d;;. Por definicién, éste es el producto de la fila ¢ de
la matriz 4 por la columna § de la matriz § = B - . Esquemdticamente

S]j
. s2; n
dij = (airain, naim) | | = E aieSe;, (5.53)
oo =1 :
Sn

. &1 : es el producto de la fila 1 de B por la éolur_nnaj de O
s2; ¢ es €l producto de la fila 2 de & por la columna 7 de c

5nj : es el producto de 1a fila n de B por la columna 7 de C.

Es decir,
C]J‘
, c25
s1; estd dado por (b1, ..., brn}

Cuj

Clj
CQJ‘
sy; estd dado por {byy, ..., ben)

an

C]j
, =)
5, estd dado por {bny, ..., bun)

€nj

De la definicién de producio matricial:
Tl 7 . i
815 = Z bipery, S27= Z bRiCEiy ey Smj = E brkCi-
k=1 k=1 k=1

Reemplazando en (5.53):
dij = cm{z berorj).
=1 k=1

De manera andloga se tiene que ¢;; es el producto de la i-ésima fila de 4- B
por la j-ésima fila de C' :

: €14
s n n CE}.
ef = (Z Gigbery .y Z aitben) | .
=1 =1 :
Crj
de donde:
n n .
€ = Z(Z Qieber )ci;.
. k=1 {=1
Cambiando el orden de las sumatorias:
n n -
e =y au(y  buers) = dij,
£=1 k=1

luego, la multiplicacién de matrices en {0,1} es asociativa B

Ademds, la multiplicacidn admite un elemento neutro, la matriz identi-

dad:

1 0

I=1 , obien I = {6;), 5,.J.={1 sii=3j

0 iz (559

1 . -
En efecto, dada A € M,,{{0,1}) se tiene:

AT =) aibiy)
k=1

" . -
pero 3. a;xbp; es €l producto de la fila i-ésima de A por la columna, j de T :
k=1

(ail,ﬂiz,-v-:ﬂija---,ain) — posicion §

o= O,




luego,
i3 .
Zafk&cj =aul+-+ay10+ -1+ a0+ + aml = ayy,
k=1 ‘
concluyendo que 4 -7 = {a;;) = A. La multiplicacién por la izquierda se
demuestra de manera snéloga :

Veamos si la multiplicacién es cerrada en M P,.({0,1}}. Consideremos
A, B e MP,({0,1}) y tomemos su producto:

11 00 Qin by o bin

fp1  tt Omn bai e ban

obteniendo C = (¢;), donde'ci; = 3 auby;, V4,7 € {1,....,n}.
- F=1 .

Recnerde que normalmente utilizamos la suma booleana (141 = 1). Si
cambiarnos esta manera de sumar por la suma usual en J?, lo dnico que sucede
&3 que acumulamos unos (1+ 1 = 2). Para que la matriz C € MP,({0,1}},

de acuerdo = ld caracterizacién de este conjunto, nos basta probar que ia._

suma real por filas ¥ columnas es 1.

Luego, si bomamos ¢; con la sumatoria real y caleulamos e} valor de la
sumatoria real de la i-ésima fila de C':

T n
Z ey = Z Zazkbk; = Zﬂik z_bkj.
=1 j=1 k=1 =1 j=I1
g T n
como B € MP,({0,1}} = Z bp; = 1, = E eij = E a;p =1,
3=1 J=1 k=1
pues A € M P, ({0;1}}.

De manera analoga, tomando la suma real de la j-ésima columna de £ ;
E Cij = E E aszkJ = E bk] E aix =1,
i=1 k=1 =

tuego, O &€ MP,({0,1}), concluyendo que la multiplicacién de matrices es
cerrada en MP,({0,1}) ¥

Veamos la existencia de inversos. Sea 4 € MP,{{0,1}) ¥ supongamos

que:
ayg, = Lag, = 1,60, =1, 1 # 1, ViFk,

. ) . . .
es decir, los n 1’s se encuentran en esas posiciones. Por ejemplo, si

10 00

A= 0 0. 1.0 setiene 143 =1, iy = iy = 3
090 ¢ 1 H LI S Y 22—3, 13—4, 14 = 2,
01 09

Volvierdo al caso general, tomemos la matriz B € MP,({8,1}) tal qm;,:

bfi-l:ll biﬂ =.}-:"'sb_f n =1,

o, de manera eqﬁivalente, B =14 (! matriz traépuesta’ de A, definida en
capitulo III). En €l ejemplo by = byy = by = by = 1

1000
00 0 1
B = 01 0 0 ,luegQC:A-B:AiAzf.
0 010
En general,siQ:A-B:
Cli:Zﬂlkbkl="'+alilbi,1+---:1

T
oz =) angbia = aziybiga b =

—'Zankbiﬂ—— "'+aninbinn+"'=1

k=1
ye =0 Vi;éj,'dedondeczf =
Hemos probado entonces que:

{(MP,{{0,1}),-) es un grupo. (5.55)
Verifiquernos ahora que

{(MP,({0,1}),-) es isomorfo a (§,,0). {5.56)‘




Para ello consideremos la aplicacion:

@1 S — MP,({0,1})
p— p(p) = M = (my)
tal que:
mp(s}’_,:l Vse{l,u-,n}

mi; =90 en otro caso.

Por ejemplo, dadas las permutaciones
{1 2 3 4 _f1 2 3 4
P=iz 4 1.2/ 9501 3 4 2

sUs Imigenes son:

0 06 140 1000
: 09 01 . {001
0160 ¢ 010

Demostremos que, en el caso general, ¢ es un isomorfismo. Veamos primero
que ¢ es una biyeccidn: ’

@ es inyectiva: Si p(p) = @(g) <= los I’s de ambas matrices estdn en

las mismas posiciones, digamos (11, 1), (2,2}, ..., (in, 7). De la definicién

de ¢ se concluye que:

1 2 - omy
e A

© es epivectiva. Sea M € MP,({0,1}). Supongamos que los 1's de M

estdn en las peosicienes (41,1), ..., (a, 7). Le asociamos como pre-imagen
la permutacion: : ' '
{1 2 o om ’
P (i; iy o dn)

Directamente de la definicién de i se tiene p(p) = M.
Hemos demostrado entonces que ¢ es una biyeccion B

i _es un homomorfismo, Debemos probar gue

w{pog)=e(p)-wlg)-

Sea O = w(pog), A= lp} B=y(g), D=A-B. Demostrar (5.57) es
equivalente & probar & = D.
Caleulemos los elementos de €' = {c;;). Se tiene que:

poq:(p(ll) p(22) p(nn)>o(q(11} 9(22) ,Q(r;))

_ 1 z 7
—(P(q(l)) p(g(2)) - P(q(ﬂ)))'

 Luego, C verifica:

Cilg(e)),e = 1 ¥se {1,--,n}

ci; =0 en otro caso .

Estudiemos ahora 4. B = D = (di;}: caleulando la fiia i-ésima

A B
£
8] 0
- 7
t |0 0 1 9 0 0 01 9 0 b4 =D
0 0
0 0
. dﬂ:diz:“'=dis-1:0
Luegoi {d;,:l '
digpr = digt2 =+ = din =0

Pero, de la definicidn de i
Gie=1<=p{f) =1
bpg = 1 == g(s) = £,
Lueso diy = 1 &= dy(gys = 1 <= dy(y(s)s = 1. De donde se concluye:

dptisny s =1 Vs € {1,...,n} v 0 en otro caso.




Por otra parte, sabemos que € es tal que cuppee))e =1 Vs € {1,---,n}

¥.0 en otro caso, de donde I} = €' y en consecuegncia ¢ es un isomorfismo,
concluyendo (Sg,0) & (MP.({0,1},-) B

Verifiquernos el homomorfismo para las permutaciones p, ¢ del ejemplo ante-

Tior:

0010y /1000 0100
) oolar= |0 00 1 0001} fooo 1o
PEIPE=1 g 0 0flo 10 0)T 1000
0100/ \00 10 00 01
| 0100 '
g 12 3 4 90 1 0}
90(1?09)=99(3124_>=-1000 = w(p) - wlg)-
: 00 0 1

Comeo moraleja, podemos decir gue las matrices, como ya lo habiamos
intuido en capitulos anteriores, son sumamente titiles. En este caso concreto,
se deduce directamente del isomorfismo anterior v el teorema de Cayley, gue:

Cualquier gﬁpo fintte es isomorfo a un subgrupe del grupo (5.58)

de mairices de permutacidn.’

5.8.5 Teorema de Lagrange.
Este teorema, de hermosa demostracién y gran ntilidad, dice lo siguiente:

Dedo un grupo (G,+) finito, ¢l erden de un subgrupo arbitrario, (5.59)
{H,*) divide el orden de (G,=}. :

Para demostrarlo necesitamos algunas definiciones y resultados previos.
Consideremos entonces un grupo finito (G, =) y un subgrupo (#,*). Dado
¢ € G, definimos como el fector 1zquierde de H al conjunto

gxH={g*hfhcH]}. (5.60}

Por ejemplo, s3 consideramos al subgrupo:

de las matsices de permutacién, M P5({0,1}}, y el elemento

1 00 .
P=10 0 1}eMP({0,1}).
010
obtenemos el factor izquierdo
100 0 1 0 g 01
Ps«H= 6 01 100 0 1 6
01 6 001 1 00

Vemos, del ejemplo, que no necesariamente g * M es un subgrupo de G,

Definamos la relacidén

(Vg1,02 € G) (g1 ~ g2 == g7 ' * g2 € H). (5.61)
Es directo que ~ es relacién de equivalencia

Refleja; g ~ g, pues g7 v g = ¢ € H.

Simétrica: g3 ~ g2 <=> g7 ' *g2 € H, como H es subgrupo, <= (g7t%g2)' €
Hes g v eH = g~o.

_ Trangitiva: g1 ~ g2 Aga ~ g3 == gfl *gs EHAg #g3 € H. Como H es

subgrupo,gfl*gg*yz_l*gaE’H(ﬂ;»g;l*gg, EHe=g1~p B
Consideremos la clase de eguivalencia asociada a g,

6= (b€ Gja~b) = (he /o™ +be ),

se tiene entonces:
: {g] =g+ H. -{5.62)
Fnefecto, bEgseH == b=grxh hCH &= g ' sb=heH == bC 4]

Consideremos el conjunto cociente G/ ~. Como G es finito, existe un

nimero finito de clases distintas,
G/ o= {g1 = H,...,gr *+ H}.

Este ndmero, r, se denomina el {ndice del subgrupo H y se denota IndH.
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Por otra parte, la aplicacidn ¢ : H — g = H, <p{h) = g* h es biyectiva.

En efecto,
dadou €g*H, u=g*h, h € H, luego ¢(h) = u

Como G es finito, concluimos que:

M| =g+ H].
Pero G ={_, gi*H = |G| = 2 lg: * H| = {H| - IndH
|G| = |H!|- IndH. (5.63)

Luego, el orden y el indice del subgrupe H dividen €] orden de G, lo cual

prueba el teorema de Lagrange B
Un corolario directo es ¢l siguiente:

Cualguier grupo (G, +)de orden primo, no posee subgrupos

. . 5.64
distindos de los triviales: ({e}, =) y (G, +). (5.64)

. Senalemos que €] teorema de Lagrange nos da una condicién necesaria
gue debe satisfacer un subgrupo de (G, *), pero ne nos asegura gue si g divide
[G] entonces existe un subgrupo de orden g. Para ver en qué casos se tiene
esto ultimo deberiamos ir bastante mds lejos en la teorfa.

5.8.6 Grupos ciclicos.

Consideremos la matriz

l

€ MP({0,1))  G(M)-

p(hy) = plhe) & g+ h1 =g hy <= hy = hy. Ademds,

obteniendo el conjunto

cada elemento posee inverso:

I'=1, M'=MP,

potencias de M.

donde “—" &= “multiplicar por M7,

definimos, ¥z € G :

(ar?y™!

I - M
i !
M o M?

z° = e, elemento neutro

<M >={MPjp >0} = {M" = I,M,M? M*}.

6 00 1 160 0
19000 . i 01 01
- W S v A = A LA = =
ME=ME M= g g )i MO =MEM=tg g g g =T
000 10 000 1
MS = M-T=MM =M M=M,.

Es directo que el resultado de la multiplicacidn de dos de estas matrices
estd en < M >, existe elemento neutro f, la multiplicacidn es asociativa y

Luego, (< M >,-) es grupe y todos sus elementos estan generados por las

Observamos gue a partir del entero m = 4, los elementos de este grupo
comienzan a repetirse indefinidamente, segtin el diagrama:

Tal como en el caso de potencias de matrices, dado un grupo (G, ),

[l = e

Lo e B TR

[n I Y e )

E N

:

[~ ]

_DC:l—Ao

y calculemos sus potencias sucesivas (de acuerdo al resultado del Tema
3 del Capitulo 11T se puede hacer directamente examinando el grafo G{M))

MY=M M=

e e}
O DO
oo B T Y
O O

gt =z-z" ' =xx---xx, nveces, n>1 (5.85)
Ademids:
(2 =2t s
n veces.
También es facil verificar por induccién que
™™ = (7)™, (5.66)
Diremos que (G, #) es un grupo ciclico sies grupo y verifica:
(5.67)

(Ja€G) (Vz € G) (In € Z)(z = a™)
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Este elemento ¢ £ G se denomina generador del grupo.

Ejemplos:
1) El grupo anterior {< Af >,-).

2) Fl grupo de permutaciones generado por la composicién reiterada de una
permutacidn circular, p, donde p es circular si y sélo si el grafo asociado
a la permutacion es un crcuito tmico:

Por ejemple,

ro@={(, ;5 3 |

Donde Iz permutacién p

s (1 2 3 4 J3ﬁ12'34 s (1 23 4
P=l3 41 92/ P75 s 123/ P71 923 4

3) {Z,+); en este grupo es mas adecuado usar la notacidn aditiva:

Il
TN
[
FUNNY
LN
o
S
&
=
=

Q
&

fa=10 elemento neutro de Z . (5.68}
ne=a+{n—-lja=a-+.--+a,
(n=ta=ad ¢ (5.69)
n veces.
Sin<0 na = [n|(—a) donde —a &s el nverso de a.

Con esta notacidn, ‘
(Vze ZYIme Bz =m-1).
Por ejemplo, si z = 4:

4=4-1=14+1+14+1

Sizg=-8 )
5= (=801 = 5(=1) = (1) (~1)# (<1) + (1) + (1),
Bs decir, {Z,+) es grupo ciclico generado poz; 1€ Z.
4) (Z.,8) es ciclico genera.dol por [1}:
K=+ -+0]=[] 0£k<n-1
5) El grupo de las rotaciones del cuadrado es ciclico.

6) No son clclicos el grupo de Klein, Ay, ¥ el grupo de permutaciones
(Sn,0),m > 3. En el caso de Ky, basta examinar su tabla de Pitégoras:

¥ . ag Qi ag a3z
ay @ ¢ Gz a3
a1 Gy o Gz 12
az dz 4Gz dg 41
ag az 4z a1 Og
3 2 _
ay, a?:an, a}:al-alzao*a]—al,w-
2 3
Qa, Oy = Gg, Oy =02
2 ’ 3

a3, G4y =~ o, {3 = dag.

Ningiin elemento, mediante el cilculo de sus potencias, engendra todo

K,. Luego, éste no es ciclico.

En el caso de las permutaciones es claro que, mediante una inspeccidn
similar, (53, 0) no es ciclico (ver su tabla en capitulo 1V).

Dado un grupo (G,#), Vz € G definimos
<z >={2"/p€ Z}. (5.70)

Es f4eil ver que (< = >, )} es un subgrupo de (G, ).
En efecto, sean ¢, b €< r ><= Im,n € tales que & = 2™, b = ™,
luego ’
a*b—} :wn =€:{:Em)fl

1

=z"=§=(m_1 ® *-.--*S!.‘_l)

m veces
=(ghow---rz)e(z7lx-xzTh)
—7 —m -

=z e< o>, tomandep=n-—mE Z B




Luego, ¥z € §, (< z >,*) es siempre un subgrupo ciclico de (G, *) que
denominaremos el subgrupo cickico generado por x.

De lo anterior es directa la equivalencia:
~ (G, #) es grupo didlico <= (Ja € §)(< a >=G). (5.71)
Una propiedad importante es que

todo grupo ciclice (G, +)es abeliano. " (5.12)

En efecto, sean 2,y € G; -
Lusgo, Ja € ¢, n,m € Z tales que.z = a®, y=2>b":
x'*y:a“*bm=a*---*a*(a*---*a)

1 — — T —+
:an+m:am+n=am*an:y*m

De esta propiedad es trivial concluir que {Sn, 0} no es ciclico para n 2 3, ya
que paran > 3, 5, no es abeliano (justiﬂque). Se concluye también que un
grupo de orden > 6 no es necesariamente abeliano y por lo tanto, tampoco
ciclico.-

Finalmente,

cualguier grupo finito G de orden primo es ciclico, .(5.73)"

En efecto, sea g € G, g # &, ¥ tomemos el subgrupo ciclico de § generado
por g, < g >. Como < g > es subgrupo de G, por el teorema de Lagrange
|'< g > | divide |G]. Como |g] es primoy | < g > | > 2 se tiene necesaria-.
mente que | < g > | = |§], es decir, < g >=¢

Se tiene entonces que los grupos de orden & son ciclicos, luego abelianos.
De esto conclufmos que cualquier grapo no-zbeliano debe tener al menos seis

elementos. También es directo de {5.73) que cualquier elements de un grupo

ciclico, ¢ € G\ {e], es generador.

5.9 Anillos.

Sin pérdida de generalidad, notaremos las dos operaciones involucradas
en las estricturas algebraicas que siguen como “+” (notacion aditiva} y como
w2 (notacidén multiplicativa).

; i) +es conmuiativa y asociativa por herencia de

ity Vi

Diremos que (A, F,7) s un anille si ys6lo si

(.A,-E—} es un grupo abeliano, 7 i
' (5.74) :

. es asociativa

. distribuye con respecto a +.

El anille se dice conmutativo s la multiplicacién es conmutativa. Este

te elemento neutro pars -

se dira con unided si admi
Algunos ejemplos de anillos son los siguientes:

1. (IR, +, ) esun anillo conmutativa con unidad. 7

con la suma y la multiplicacién usual en

5. Sea X = {a+bV/3/a,be Z},
' | -} es un anillo. Enrefec'to

. En estas condiciones (X, +,

X, ) es grupo abeliano:

it +es cerrﬁda en X : _
- <a+w2)+(c+d\@)=(a+c)+(b+d)\/§eA.

ta swme en .
iii) Elneutro es 0= 0+ 0V3 € X

iv) Bl inverso aditivo de g 4 b3 es —a - (—b)\/s.

= La as.ocia,tividad de la multiplicacion es heredada de Jt.

- la Distributividad de - con respecto a 1 s¢ obtiene directamente de

la distributividad de estas operaciones en & B

bitrario y P{X) el conjunto de las partes.

3. Sea X un conjunto no vacio ar ]
(verifique).

(P{X)\Y, M) no es anillo, ya que {P{X),U) no es grupo

A es la diferencia simétrica:

4. (P(X),A,N) es un anitlo, donde
AAB = (A\B)U(B\A). En efecto




- {P(X),A) ¢s grupo abeliano:

Elneatroes ¢: AAd=(A\$)U(F\A) =AU = 4, Elinversode 4 -
es At AAA={ANA)U(A\A) =dU ¢ = 4. :

- A _es conmutativa,

- (1 distribuye con respecto a A

Para demostrar esta Gltima propiedad, basta aplicar la identidad:
AN(B\CY={ANB)\{ANC). En efecto,

AN(BAC)=AN((B\C)U(C\ B))
= (AN(B\C)U(AN(C\ B))
=((ANB)\(ANCHU((ANC)\ (4N B))
=(ANB)A(ANC).

Ademis, como M es conmutativa ¥ X es neutro para 1, se tiene que es
un anillo conmutativo con unidad B :

5. La estructura de congruencias {Z,, @, ) es un anillo conmutativo con
unidad. En efecto,

- sabemos que (Z,, D) es un grupo abeliano.

- - es asoclativa:

fal - (I8 - [e])

i

{e] - ([be]) = [a(be)]
= [(ab)e] = [at] - [e] = ([a] - [8]) - [c].

- - distribuye con respecto a & :
ol - (it} @ [c]) = la] - [+ ]

= [a(b+ ¢)] = [ab+ ac] = [ab] @ {ad]
= [a] - [} & {a] - [e].

Como la multiplicacién, es conmutativa ¥ {%] es neutro para -, con-
cluimos que es un anitlo eonmutativo con unidad B

5.9.1

(5.75) ol -+ a0 =

Vo € A ad =0a=0,0 =3 &l neutre aditivol
Va,b € A, —{ab)= a(=b) = (—a)b. (5.76)
s, ‘
e (~a)(~t) = ab (5779 f
Ya, b,—C € A? a(b - C) = ab—ac (577 -
{b—c)g = ba - ca.
‘Demastracién: |

(6+0=20

Propiedades elementales de un aniilo.

Sea (A, +,7) ua anillo. Se verifica: -
| (5.75)

a{d + 0) (distributividad). Pero 0 es el neutro aditivo
), luego, al + a0 = a0, lo eual es equivalente a:

a0+ a0 =al +0.

Cancelando a0 = 0.

De manera andloga se obtiene 0a = 0.

s que:
{5.76) Sabemos q . bt (=B) = 0,

lL‘tEgOy a(b-{— (_b)) =al =0
ab+ a{—b) = 0.

: i i1 inieo:
Como el inverso aditivo en un grupo es un

—(ab) = a{-b).
De manera analoga se demuestra

(—a)b = —(ab).
Ademés, de las dos propiedades anteriores se deduce

(—a)(—b) = ~{(~a)b) = =(—(ab))i

201




como el inverso aditivo de —abes ab y es dnico se concluye: |

~{~(ab)) = ab.

(—a)(=b) = ob.

La propiedad (5.77) quedé. ¢omo ejercicio B

(Fa,b € AN {0}){ab = 0),

En los ejemplos anteriores -

(P(X), &,N) tiene divisores del cero !

ANCx(4A)y = ¢ VA4 e P(X).

Luego, todos los conjuntos propios ¥ no vacios de X:

(A# ) A{(Cx(A4) #¢)

- son divisores de cero.

[0 1 l2p g
[0} fo] o] [0] [o]
[ o] 1] 21 3]
2] [o] 12} o] [2]
B o] 8] 12} [

se tiene que [2] # [0] y [2] - [2] = [0], ergo [2] es divisor de cero.
Para p='3 la tabla de la multiplicacién es:

' Una prop{e.c%ad importante en las estricturas algebraicas con dos opera-
ciones es la nocidén de “divisor del cero” ]

Dire i i v
mos que un anillo (A, 4, ) admite divisores de cers si y séio si:

(5.78)

(Z,,®,-) puede tener divisorés de cero. T. i
> . Tomemo =
La tabla de multiplicacién es: " por elemplo = 4

la cual no admite divisores de cero. Aparentemente, (Z,,€,) tiene o no

divisores de cero segiin el valor de p. Esto lo precisaremos as adelante.

Ei ejemnplo més carriente de anillo sin divisores de ceroes (IR, +, ), pues

sabemos que :

El hecho de que una estructura no posea divisores de cero es importante.
Esta propiedad la poseen las estructuras algebraicas que estudiaremos a con-

" tinuacidn,
5.10 Cuerpos._-
. Recordemos que (K, +,-) es cuerpo si y sdlo sis
| (5.79)

(K,+,-) es un anillo.
(K {0}, ) es grupo abeliano.

Ejemplos:

1. (IR, +,-) es un cuerpo.

2. Dado ¢} conjunto X = {a + by3/a,b € Z},(X,+,) no es cuerpo, ya
que el inverso multiplicativo de a -+ h3e A\VI0+ 03}, es

1 a—b/3 a—b5/3

atb/3 (@ Fh/B)a-b/B) -3
a b \/§

TEZ 3 a2 -3k

y los elementos —xl5r; pfgp no pertenecen necesariamente a Z. To-
mando @ en tugar de Z y el conjunto B = {a+bVB8]a,b € Q}, se tiene

que (B, +, ) es cuerpo (verifigue).

3. (Z4,@,") no es cuerpo pues (Z4 \ {{0]},-) no es grupo (en la tabla de
Pitagoras existen elementos repetidos por filas ¥ columnas). Ni siquiera
es estructura, pues 2 - 2 = 0, elemento que no pertenece el conjunto
donde se define la operacidn. Sin embargo (Z3,®; ) es cuerpo.

Una propiedad muy importante es que
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Demostracién:

un cuerpo no tiene divisores de cero. ' (5.80}

Demostracidn: Supongamos ab =0, abe A Sia=0estd demostrado,
uego supongamos a # 9. Debemos demostrar que b = 0 como a £ 0, a
admite un inverso multiplicativo ¢~¥, de donde
ab=0¢=aab)=a 10 =0
= (a )b =0
= h=0eb=0 E

En'las clases de congruencia médule p, hemos visto que, dependiehdo
de p, (Z,,8,-) es o no un cuerpo. Se tiene el resultado siguiente: -

(Z3,8,-) 23 cuerpo <= p es un nimern primo . {5.81}

==) 5i p no es primo, existen a,b € F tales que p = b0 < a < p,

B <b<p, luego:
' [a] - (8] = [ab} ={p] = {0]

con [a] #£ 0y [5] # 0, es decir (%, &,-) posee [a], [8] como divisores de
cero, lo cual es una contradiccidn ya que un cuerpo no tiene divisores de
cero, luego p es primo,

<=} si p es un numero primo, basta probar que cualquier elemento
la] # 0] tiene un inverso muitiplicativo:

Como {a] # [0] == 0 < a < p. Como p es primo med{a,p) = 1y del
Capitulo 3, 3r,s € Z tales que; :

ar—.ﬁ-ps:],

de donde

(0l ] = lar] + (0] = far) + [ps] ( pes [0] = [ps]):

luego,
[a] - [r] = [ar + ps] = [1],

'céncluyendo

A modo de ejernplo, resolvamos, en el cuerpo (s, ®, ), la ecuacidn en
T ' :

[2]=* & 3]z & [1] = [0].
De las tablas de {Z5,8) v (Z5,) se observa que ia ecuacitn es equiva-
lente a )

(=& 1) (2= @ 1) = (0]

Como (Zs5,®,-) es cuerpo, no posee divisores-de cero; ]uggo, ]
z@[1] = [0}, [2lz ®{1] =0, lo cual implica las soluciones [4] y [2].-




Ejercicios.

1. Estudie las estructuras:
(a) (R, *); (e,b) x{c,d) = (a+e¢,b-+ d - 2bd).
(b) Sea § = {a+ bv/2/a,b € IR}, se definen Vz,y € §
o4y =(at W) (ot dv2)
Ay = {a+b\/_)+(c+df)
{c) (IV,%), axb=max(a,b).
(d} (I, %), o*b=max{a,b) — min(a, b).
(&) Sea § = {1,2,3,4,6}, estudie {5, %) : a*b=med{a,b).
(f) Sea § = {1,2,5,10} y consideremos
(S +.0) o+ b= med{a,b),a b= memia,b), donde mem(a, b) =

minimo comin multiplo entre ¢ y b, estd definido como sigue:

mem(a,b) = k si y s6lo si (ak A BIE) A (alk! A BIK == Lk’ ).
(&) (P(X),0,0), X # 4,
(b} P{X),A,N), & # ¢, donde A es la diferencia simétrica.
2. Dados Z4, Z4 se deﬁne la operacién * en Z, x Z3 dada por:
(a) {a, by x{c,d})=(a 2 ¢,b@s d). Estudie las propiedades de *
{b) B R* se define x por:

(1,72, 23) X (¥1, 72, ¥3) = (®2y3 — Tay2, T3y — B1y3, T1y2 — T2,

Estudie las propiedades de x.

3. Sea I # ¢. Sobre E se definen dos operaciones: # y -, con elementos neu-
tros e y f respectivamente, v que ciimplen Vo, y,u,0 € K,
(z+y) - (uxv)={z u)*(y v). Demuestre que:

() e=f |
(b} Viz,v) e EXE z4ve=z. v
(¢) * es asociativa ¥ conmutativa.
4. Sea F = {f/f es funcién de IV en RR}. Se define en F la Le.i. #:

(F =0 = D Alidatn = 5) v €.
J=0
(a) Para las funcienes f y ¢ dadas por f(n) - 'n.,g(ﬁ:l} =1 ¥Yne v,
demuesire que:

(a.1) (g*g)(n)=n+1
(2.2) {f*gin) =n(n+1)
(23) (f + f)(n) = 2]

(b) Demuestre que *
{b.1) &5 conmutativa,
{b.2} posee elemento neutre (encuentrelo),

{b.3) distribuye con respecto a +, en que (f + gi(n) = f(n) + g(n).

&b ook 2. G, Demuestre

5 SeaG={ae Rfag]-1, +1[}yseaa*b—]+ﬂb,

6.
' Sea X' ¢y el anillo (P(X),4,N). Pare un conjunto § £ P(X) sea la

10.

11.
12
13,

14,

que (G, #) es grapo abeliano.
Prushe que (G, *) es un grupo abeliano siy sélosip: G — G,9g—> gwg,”

es un homorfismo.

funcidn: f 1 P(X) = P(X}, A — fl4) = An 5. Demuestre que f es un

homorfismo

sann={(3 ) (5 0) (0 %) (9

18 1 0 -1 0y -1 0
L;-{(O E) (0 _1) (U }),(0 -1 , cada uno de
ellos con la multiplicacién de matrices (entendiendo la multiplicacién
real de cada elemento):

b o FN  fad+b abl +bd
e d o od) T \ed+dd b+ dd’
donde + es la suma usual en M

{a) Demuestre que ambos son grupos conmutatives.
(b) Establezca cuél es isomorfo al grupo de Klein y cudl al de las rota-

ciones de un cuadrado.

=]

. Sea (G, *) un grupo. Estudie 'del punto de vista de morfismo, las aplica-

clones:

(d) ¢:G—G, z—axrz

by p:G—g, z—e rrxa  ;Quésucedesi G es abeliano?

Sea (G, ») grupo tal que: Va,b € G se verifica (a s b)* = a® o B*

{(a) demuestre que § es abeliano.

(b) Deduzca ¥n = 2 (a e b)® = a™ » b™.

Pruebe’ que para cualquier grupo finito (G, *) se tiene: Vg € §,3k € w
tal que g* = e {e es el neutro).

Demuestre que si § es un grupo finito de orden impar, necesariamente
algtin elemento es su propio inverso.

Pruebe que si en {G,*): ,(Vg € §) (¢ = ¢), entonces {F,+] es grupo
abeliano.

Dado un poligono regular convexe  de 6 lados:




it R et

estudie el grupo de rotaciones asociado. Generalice para un poligono.

regular de n lados.

15. Sea @ = {pop: 7 — az + bfa,b € R,a #0}.

{a) Demuestre que {G, o) es un grupo.
(b) Demuestre que G = {z — z + &/b € IR} es un subgrupo de G..

16. Estudie la estructura formada por las rotaciones de un cuadrado, més

17.

18,

5.
20.

las reflexiones en torno a las dos dizgonales y los e_;es cartesiancs y
determine sus subgrupos

A D A B [ D
/ Py L

) N A 1] [ & B

B p A B B A
. : il

b B D C3 C D

Sea (G,*} un grupo y (H,*) un subgrupo. Sea, ademas,

G/H = {g+*H/y €G] el conjunto de todos los factores izquierdos de H.
En G/H definimos la f.c.i e como: (gxMH)e(h*H) = (asbleH. Pruebe
que (G/H,#) es un grupo.

Sea {G,*) un grupo y (H,*} un subgrupo de {G,=*). Pruebe que

(a) geH=gxH=H

B g+rHNh+HAL = gsH=h+H

Demnuestre que un subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Pruebe que si G = £, (G isomorfo a £), grupos, entonces G c;chco = £
cielico.

21. Sea la permutacién

{123 4 5 6
P=l2 3 4 5 8 1

Sea ¢ = {p"/n € IN}. Demuestre que (G, o) es un grupo ciclico de orden
6. Estudie los subgrupos.

. Determine todos los divisores del cero de (&4, ®,-). Demuestre que

{Z4,D) es isomarfo al grupo de rotaciones de un octégono:

Es (Zg,@,) 2 (B2 x Bs,+,)? donde
(z,y)+ (', ¢)=(z @z, y®Y)
(z,y) - (&9} = (= -2,y ¢)

Considere que las operaciones en la primera componente son en Loy
en la segundaen Zy.

. Sea M(Z;) = {( c;) Z) Ja,b e %3} Demuestre que M(Z3, +,-) {con

la suma y multiplicacién de matrices inducidas por Z3} es un cuerpo

0-0 . g
con 9 elementos y (M \ {(0 0)} -} es un grupo ciclice de orden 8.

. Las mgu]entes tablas incompletas corresponden a las operamones en el

anilla (A, -, ) para A = {a,b,c,d}:

+ a b ¢ d a b ¢ d
a a b - d a a ¢ a a
b o b a - oa
¢c - - a c a -
d .+ - - d a b

{a) Considerando las propiedades de anills estudiadas, complete las

tahlas anteriores (justifique).
(b) :Bs (4, =, ) conmutativo? ;Posee (A, +,-) unidad?

_ Considere en Z° las £.c.5,

(2,6) @ (e,d) = (a+e,b+d)
(a,b) @ (&;d) = (ac - bd, ad + cb).

Demuestre que (Z°,®,®) es un am}lo conmutativo con unidad.

. {A,+,") es un anille booleana, si {a a = a)(Vea € A). Demaestre que si

{A, +,} es booleano:’
(2) ¢ = —z YT € A (—= inverso aditivo de )




27.

28.

* 30,

* 31

32.

33

34,

{b) (A, +,") es conmutativo
&) (zryy(z4+y)=0Vr,ye A

Sea (A, +,-) un anillo, definimos: CE(A)={cc Afc-z=z.¢c Vze
A}, Demuestre que CFE(A) es ua subanillo dé 4. ((CE(A)4), ¥
{CE(AY\{0},-) son subgrupds de (A4, +) ¥ (A1 {0}, ) respectivamente).
Sea Ma:(Z) = {(g 2) Ja,bc,d € Z} con la multiplicacién (definida

en ejercicio 8) y suma de matrices:

a b + ad ¥\  fa+a b4V
c d d d) 7 \Ne+d d+d
' (aj Demuestre que es un anillo con unidad (elemento neutro para. 1),
pero con divisores del cero y no conmutative,

a

{b)- Demuestre que T = {(0

M (ZZ),

i’) Ja.be € Z} es un subanillo de

. Sea (A, +, ) un anillo y a € A, definimos f, : 4 — A, =z —+ 0z. Sea

F4 = {f./a € A}. Pruebe que:
(a) (Fa,+,0) es un anillo con la suma y composicidn funciones.

{(b) (Fa,+,0) = (A,+,0) (considere ¢ : A — Fy tal que a - f,).

Sea (A4, +,) un anille con unidad, z € 4 se dice nilpotente si In € IV
tal que 2" = 0. Demuestre:

(a) 1 - z es nilpotente = z es invertible (321 € A).

(b) En el anillo (Z,, &, ), demostrar que: Z, posee elementos nilpo-

_tentes <= n es divisible por el cuadrado de un natural k > 1, es
decir, n = k%a; k> 1,k IV, ‘

Un anillo conmutativo con unidad y sin divisores de cero se ie denomina
dominio de integridad, Sea (A,+,-} un dominio de integridad tal que
L4} < ea. Pruebe que tiene también estructura de cuerpo.

Sea (X, +,-) un cuerpo cualquiera (0 neutro de (K, +) ¥y 1 neutro de
{K,)). Pruebe que

() © # 0= 2y = ~(s7)

Byzt=1=(z=1)A(zx=-1)

(c)z+z=0=z=10
Muestre que en un cuerpo (K, -+, ), no es necesario exigir la conmuta-
tividad de +. (Indicacién; Considere el desarroilo de (1 + 1){z + v} de
dos maneras diferentes).
En el cuerpo (Z5,®, ) resuelva las ecuaciones
(2) [z ® [1) = [4], -
(b) (2= @ 18y = [2) A (= & (—[4))y = [1]).

TEMAS CAPITULO V

1. Torres.
2. Variaciones sobre el tridngulo de las Bermudas.
3. La Pascalina reproductora.

4. Funeiones indicatrices.




1. Torres.

Tomernos un tablero de 3 x 3 y dos fichas:

FICHAS

@ e

Las posiciones licitas de las fichas son tales que no deben encontrarse en
l2 misma linea ni en la misma columna. Por ejemplo:

& T o
elel | Posiciones ilicitas
L)
o[ ' ) p— —
e [Posiciones licitas |
[ - : :

de io anterior podemos considerar que las fichas son torres de ajedrez.




s

No es diffcil determinar todas las posiciones leitas posibles:

(Justifique de manera mds formail}.

Definamos sobre e! conjunto C, de configuraciones licitas, los operadores
siguientes:

P.C~C
c— Plc)

e T e ey Fen

donde P(c) consiste en cambiar las fichas 2 los extremos del rectdngulo que
definen.

Por ejemplo:

Definamos ahora

Q:C—-C
¢ - Qc}
tal que § coloca las fichas en la posicidn simétrica con respecto al cuadrado
central:
& @
QO 6| =8| | QLlel | =1]e
o -
& : i @ -
Q = Qe =[]
@ @ &

Las siguientes propiedades de P y €} son evidentes:

1. P? = Po P = id {funcién identidad).
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2. @ deja invariantes las configuraciones que son simétricas con respecto
al cuadrado central. Adémas deja invariante la ficha colocada en el

cuadrado central:

© Qr..e
® _—ﬂ‘*e
B Q e
e_—"—’ ®
e --—Q-——* ee
[

3P =0Qo@=1d
4. P y ) son aplicaciones b_iz;:ctivas (verifique).

Apliquemos ahora Po @ y @ o P, sobre slgunas conﬁguraciones:

PoQ el = Ple = e

Qop ol = Qe = )

En general se t.;ene que Po Q ¢} o P. {Verifique).
;Qué podemos decir de PoQoP,QoPo@? Como Py Q permutan

se tiene: .
PoQoP=PoPoQ=PoQ=ido@=Q
QoPo@ =00 P =idoP=P
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Luego, al componer, siempre obienemos una de la.s euatro funciones:

Ved P.Q,.

P o . Formemos la tabla de Pitagoras de la, estructura (U,e) donde U =

{id, P, Q,

PoQ} ,
° 0} o id - P Q¢ PoQ
Q.

id id P Q Po
P P id PecQ P
Q Q PoQ id F
PsQ PoQ P o id
Por ejemple: (Po@jo(Po@i=Po(Qo@QloP=FPoP =id
De la tabla es directa que (I, 0) es Jsomorfo al grupo de Klein (verifique
estableciendo el isomorfismo).
Veamos finalmente el diagrama de tra.yectorzas marcando: — por P,

—— > por Jy = por PoQ

3 ® el | 1 °
[+ — |G : Sl ——r i@ |
_
H H i +
i H i i
& e ) [ L — [}
] ] 2 ]
[ [-] @ @ @
] - [ ] Ay
’ [ -]

| X |

Cll
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2. Variaciones sobre el tridngulo de Las Bermnudas.

Supongamos una ciudad hipotética cuyo centro civico esté formado por

S

el conjunto de avenidas:

T

z

Flecha: sentildo de eirculacion. Ausencia de flecha: doble sentido.

Un vehiculo puede ir de T 2 5 de muchas maneras (hay varias trayecto-

rias 0 caminos):
deTiraZydeZal: TZSoblen TMEES TMRZS, ete....

Fl primer problema que 110s proponemos es €l siguiente:

Dado el punto inicial, jeémo codificar las trayectorias sin ambigiiedad y
sin escribir los puntos de interseccién de las avenidas?

Notemos: — accién de seguir una avenida de sentido tnico.

++: la uccidn de seguir una avenida de doble sentido.

De esta manera, partiendo del punto T

—— codifica TZS :
s codifica TMKZS
e codifica TMT
— s codifica TZ5T.

Los dos dltirnos caminos codifican tn regreso al punto inicial, lo que de
algtdn modo, es equivalente a que el vehiculo no se hubiese desplazado.

Obviamente, si 56lo nos interesa ir de un clerto puntoc X a oiro Y, sin
importar el largo del recorrido, todos los éaminos posibles entre estos puntos
son equivalentes. En tal sentido definimos la siguiente relacién entre caminos:
Sea C el conjunto de todos los caminos dados por los diagramas de flechas:

Ve,el € C: e~ & Dodo un punte iniciel arbitrario comin o ambos
ceminos ¢ ¥ ¢, el punio final es el mismo.

Por ejemplo —— y & -t étén relacionados entre si:

Aplicados al punto 5t
s codifica STZ y —»——+e codifica SEMKZ

(verifique para otros puntos iniciales).

s ¥ —++ 10 estdn relacionados entre si:

Partiendo de 1™
s codifica TZST y — e codifica TZK, los cugles tienen el mismo

punto final.

No es diffcil verificar que ~ es una relacién de equivalencia sobre C.

Por comodidad netemos a = = b = —. Luego el conjunto ' de
caminos estd formado de todas las palabras con letras en el “abecedarip”
{a,b}. Agreguemocs, al conjunto ¢ una palabra, denominada wvacie, v que
significa no hacer movimiento alguno. Por ejemplo:

(aa =) A {(bbb=12)

En tal sentide notemos €' = {a,b}" como el conjunto de todas las palabras
en O, incluyendo la palabra vacia .

De esta manera hemos definide un lenguaje en {a, b} .con su gramética
y sintaxis. Obviamente este “lenguaje” dista muchisimo de la complejidad
del lenguaje natural {en nuestro caso, € castellano}. Modelos algebraicos de
lenguajes naturales han sido desarrollados con relativo éxito por N. Chomsky
y otros mateméaticos y linglistas, pero no nos alejemos de nuesiro problema.

Como ~ es una relacién de equivalencia sobre {a,b}*, definamos el con-
junto cociente {a,b}*/ ~. Para esto analicemos cudles son los caminos mas
cortos, partiendo del punto E (dada la simetrfa de los tridngulos, da lo mismo
partir de otro punto de inteiseccién} a las otras intersecciones de avenidas:

carmino més corto de F a:

E:v {no moverse, palabra vacia}
M:b

K :bb

S:a

T : ab,ba

Z " bba, bab, abb.

Pero ab ~ ba, en efecto:




Si partimos de un punto arbitrario, digamos T', ab codlﬁca TMK y ba
codifica TZFK. Andlogamente:

bba ~ abb ~ bab.

“Esto es directo del hecko que ab ~ ba

bba ~ bab
bab ~ abb

{ aplicando ab ~ ba)
{ aplicando ab ~ ba}.

EY hecho que ad ~ ba puede interpretarse como la conmutatividad de la
concatenacion de dos letras del abecedario. -

Tomemeos akora una palabra arbitraria w € {a,8}*. Por ejemplo:

w = abbbaaaahab

como bbl ~ aa ~ v =
w ~ abab y por conmutatividad
w ~ baah ~ bb.

Es decir, ef camino w estd en la misma clase de equivalencia que bb.
En forma general podemos enunciar el resultado siguiente:

Cualguier palabra w & {a,b}* es equivalente o elgune palabra

del conjunto {v, b, bb, @, ab, abb}.
Demostracidn. Por induceidn soﬁre n, numero de leiras (¢ o b) de Ia palabra.
Obv1amente se Verlﬁca para n- 0,1,2,3. Veamos el caso n = 4 :
W= T1TaT3T4.

Claramente, s el niunero de ¢'s es 0
w~ b '

Si el nimero de a's es 1:

w ~ a (verifique).

Si el nimero de a's es 2:

w ~ bb (verifique}.

Si el nimero de o’s 'es 3:

w ~ ab {verifique).
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w o~ v,

Siel nﬁmero de a's es 4:

Luego la propxeda& se verifica. para las palabras de largo n =< 4, supon-
gamos que es cierto para las palabras de largo & < ny demostremos para

n-+ 1

Sea w = T;T2Z3T4....Tnq1. SaDEMOS quUE T1TaT3T4 ~ U donde u tiene a

lo méas dos letras, luego
. i
W~ UL5T6...Tppl = W

y w' tiene < n — 1 letras. Luego por hipétesis de induccién, existe
h € {v,a,b,bb, ab,abb} tal que w' ~ h. Por transitividad concluimos que

1w~ h

Del teorema se deduce como corolario que el conjunto C' = {a, b}* se
particiona en 6 clases de equivalencia:

= [o] U [o] U [8] U 8] U [88] U [abd).

Definamos ahora una operacién entre las clases de equivalencia.

Dadas dos clases =, y: |
[z] - ly] = [zy].

Es dec;r, se escribe la palabra.z seguida de la pelabra y. Esta operacwn sé

denomina concatenacién. Claramente, es una Le.i. en C/ ~. Formemos la

tabla de Pltagoras {en ]a cual omitimoes, por comodidad, los paréntesis de 1as
clases):

v a b ab  bh abb

v a B ab  bh abb

a v ab b abd bb

b ab bbb abd v a

¢h ab b abb BB o v

b b abh v. a b ab

abb abh b @ v .ab b

Claramente, la concatenacién es asociativa y conmutativa, admite v

como neutro y cada elementao tiene inverso:
vl =y, a = a, b7 = bb,(ab)”! = abb, (bB)™ = b, (abb)™! = ab.

Luego; (C'/ ~,) es un grﬁpo abeliano de orden seis.
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Ejercicios.

1. a) Interprete la conmutatividad de la conéatenacién en términos de
camninos a partir de un punio de interseceidn de avenidas.
b) Interprete e! inverso de una clase en el mismo sentido.
Dado el alfabeto {a,b} ¥ el conjunto de palabras (shora sin incluir la
palabra vacia) {a, b}*, construya la estructura asociada cuando se tiene:
(1) a? = aa = a,b* = bb = b,ch = ba.
Dadas w,v € {a,5}" se define la relacidn:
w ~ v ¢ aplicando la propiedad (1) w y v se reducen a una misma
palabra u € {e,b}*.
Por ejemplo: abbaa ~ baaabb.

En efecto:
abboa — aba — ab

baaabl — bab — ab.

Por otra parte,
cabacoa pués aabo — ab A aaa — a.

Demuestre que ~ es una relacién de equivalencia en {a,5}* ¥ que las
clases de equivalenciz son [al, 18], [ab] (recuerde que no inchiye la paiabra
nula v}

Definierdo la concatenacion - entre palabras, estudie las propiedades de
la estructura ({a,b}*/ ~,-).

3. Consideremos el conjunto {a,b}* de “palabras” de cualquier large for-
madas con g, by v como la “palabra” vacia pertenemente a {a,b}".
Sea.n los subconjuntos de {a, &}* siguientes:

= { palabra vacia = v}

AA = { palabra de largo impar que comienza con a alternando con b}
AB = { palabra de lzrgo par que comienza con a alternando con b}
BA = { palabra de largo par que comienza con b alternando con a}
BB = { palabra de largo impar que comienza con b alternando con a}.

Ejemplo: bababa e BA;, aba€ AA

Sea. U=1{V, AA,AB,BA,BB}.
Se define la operacién reduccién » en {a,b}* que trabaja con la regla
=0 =y (palabra va.c1a)

E]e plo u = abbaaab — riu) = avvab = abb — vb=0b.

Sean u,w € r({a,b}*} se define ~ como signe: u ~ w = wyvw
pertenecen al mismo conjunte de IV,

(a) Demuestre que ~ es relacién de equivalencia y que r{{a, b} )/N =U.
~ (b) Entregue los repreqentant.es mis cortos (en nimero de letras) de cada

clase.

{c} Dadas dos cIases X,Y € U definimos la concatenacién {pegar dos pala-

bras) como la clase XY € U, Estudie las propiedades estructurales de
U/ con la concatenacion.




3. La Pascalina repreductora.

Definamos el siguiente juego en el grupo (Z,, ): tomermnos una linea
infinita compuesta de celdas

i1 indica la posicidn i-ésima en la linea.
En cada celda cologuemos un “cero” o un “uno”. 5i la celda central estd
en el valor € {0,1}, ésta cambia de valor, en la linea siguiente, de acuerdo

a la regla;
[T |
ity iy ]
[o] (1] [o] L]
No es agotador darse cuenta que: Vr,y,z € {0,1} el nuevo valor de la

componente central de la configuracién (y,z,2) es &' = y @ =z € Z,, donde
(%5, ®) es el grupo abeliano de las clases de equivalencia médulo dos

=5t ]
= o O
O

Ademds, en (Z2,3), se verifica

VrieZ,, z@o=0

Propiedad gue usaremos posteriormente.
La evolucién en paralelo (todos el mismo tlempo) de la regla anterior se
denomina un cutdmata celular. Consideremos la evolucidn siguienter

=0 ‘00 0 ¢G.100100TC0CO
=1 .-- 0 0 0 1 0 1-1 010 9 0O
t=2 06 r 00110 G100
t=3 p1 011111 1010¢
=4 1001100 0010G0GTT

iMagial!, en la linea { =4 hemos obtenido dos copias de la isla inicial

{entre los dos unos). ) )
Usted alegara casualidad o gue laisla inicial es muy sirnétrica. Razonable

dida; veamos otro gjemplo:

=0 00 0 0O0CT1T1TO0OT1O0O0TC0CTD0 Q0 -
4=1 --- 0 8 0 0 1 1 1 0 ¢ 1 0 0 0 0 .-
t=2 00 1101 1010030
t=3 DO 1 110101100100
t=4 01 1 0190000110109

iNuevamente hemos obtenido dos copias!

Conjeturamos entonces gue cualquier isla se “reproduce” en un ndimero
finito de aplicaciones de la regla. Es.decir, en un nimero finito de pasos,
aparecen en el mar sélo copias de la isla inicial (jel ADN en su sopa primitiva

dirfa un entusiastal}.
Verifiquemos la propiedad para una isla arbitraria de largo 4:

Labed 0.

Es clarosgue o = d = 1. Si no, la isla seria de tamaiio menor.
Vamos ahora la dindmica:

0 0 0 0 1 b ¢ 1 0 00 0
0 006 1 b 1&e 1db ¢ 1 0060
0 0 12 b c 1 1 b c 1 00
6 1 b6 1pe 1dbd 1dec 1dd 1de 1dd ¢ 1 0
1 b ¢ 1 0 0 0 0 1 b e 1.

Hemos verificado que cualquier isla de largo cuatro se reproduce {en dos
copias) en cuatro pasos. Obviamente, esta manera de atacar el problema no




constituye una demostracién para el caso general. El mismo andlisis puede
hacerse para islas de largo 5,6,7,8,9,10;... pero, para n arbitrario se requiere
una aproximacién diferente. En cualquier caso, el fenémeno esencial estd
implicito en €] viejo tridngulo de Pascal (codificando 0 si el nimero es par y
1 si es impar). Una evolucién tipica para un archipiélago {conjunto de islas)

4. Funciones indicatrices.

Sea el cuerpo de congruencias médulo dos: {Z5, ®, ). Recordemos

L |
es la siguiente: 0

§ TR .5'-*'?& S ORI e ‘
g &e"' {oa i G ;'_{-"-!‘_ .'?f te? * '
e Rl ) 51
SRETY I

‘»—Jo@

01 - ‘1
0 1 G 0
o, 10 101 _
Sea U7 un conjunto arbitrario y sea YV(U, Z3) €l conjunto de funciones

‘de U en Z,. .

e LA ELALS L TASA " A é' y J§‘4: :g-.'v_._ - - . | )
é@%f%ﬁ,%% :'?v'%;bgi: "i' :" 6 4 Dado un conjunto X e P(U) asociamos la aphcacmn:
LKt

S '“ ’.‘i%;":* At AL VN fx:U— Z,y

LA

_tal que

oy 40 strx ¢ X _
Fxlz). {1 sizeX 3

fx se denomina la indicatriz del conjunto X.

Y

£, Al 4 AL

e ,!ii'c' et
L2

o,
7 '*-bid#

', g

8 RA T AOR D, . .

SR A0 24 -‘,,'5__3*'&3&? 2 Por ejemplo si U = {1,2,3,4} y X = {1,3}:
B Aot o | -

S5
i
4

b
7,

AL A ' "5;-"1. y e .
LR AN E- h,  AEE '; '-‘t'?i e,

Ix)=fx@) =1L fxi2) = fx@) =0,

Estructuremos el conjunto de indicatrices J{U, Z5) asociandole las op-
eraciones siguientes:

(FA® f3)(z) = Falz) ® fi(z)
(fa-fB)(z) = fa(z) - fola)

donde las operaciones @, - de la derecha corresponden a la suma y la multi-

En la figura anterior un punto negro codifica 1 y un blanco, el 0.
Este tipo de regla puede alin generalizarse al grupo de congruencias

(%Z,, @) = ({0,1,....,p — 1},8). Por ejemplo en (Zs5,D) la regla serfa ABePU)zelU

Yz ‘
i plicacién en Z,.
RCE: - No es dificil verificar que, con estas operaciones, (MU, Z),®,-) es un-
y también se reproducen las islas: am}}o conmutativo con un](%a.'d.

_ - Sefialemos que el neuiro ad1t1vc_> es fg v el neutro multiplicativo ¢és fy.

023 410 También es facil ver que si U tiene més de un elemento {no es un single-

02314410 . ton), entonces (MU, Z2)\{fs}, ) no es grupo. Es decir, si I/ no es singleton

0233200410 (Y (U, Z4),®,-) no es un cuerpo. :
023 003 2 4 1 410 ' :
6 2 3233223324170 Eiercicio: Demuestre que si [I7] > 2 entonces la estructura admite divisores
023 4100000023 4120 del cero, . .

obteniéndose dos copias de la isla original. . _ . ,
Las 1dentidades sigulentes nos serdn de gran utilidad {demuestre):
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Dado X € P(U) y X = Cy(X) se verifica:

1. fx®Jfx —“—'fqa 2 fx=fudfx
3 fx-fx=fx 4. [x-fx =1
Ademas:

5. prB =fa-fn
8. faum @fAnB:fA@fB-

Demostremos 6 mediante una tabla de pertenencia (jpor qué?):

faun(@) Fans(z) faup(z)® fan(z) falz)® fa(z)

teArz€EB 1 1 0 0
rcdAz¢ B 1 0 1 1
tg Ane e B 1 0 1 1
s¢AAzg¢B 0 0 0 0

' De la igualdad de las dos dltimas columnas obtenemos la identidad B

De.la identida& 6, sumando a ambos lados fanp:

favs @ {fans @ fans) = (fa© fB)® fans
obtenemos:

7. fave=fa® fa®{fa- fB)

Ansalicemos ahora cudl es la funcién indicatriz de la diferencia simétrica

de dos conjuntos:

AAB = (A\B)U(B\ A)=(ANB)U(ANB)

. ] fAAB = f(AnB')u(/'mB)
De la identidad T:

= fans @ fang ® (fans - fins):
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De la identidad 5:
={fa-fe)®(fi-fB)®(fa-f5 fa-fB)

© De la identidad 4 se tiene que el tércer término es el neutro aditive fe, de

donde: .
fans = (fa-fa)&(f1-/B).
Utilizando la identidad 2 para B y A:
=lfa-(fuo ol ©l(fu-f4)- fol,
distribuyendo: -
={(fa-fu)o(fa-foll ®@l(fv fo)®(fa- fB)]
={fa®(fa-fo)l®(fa @ (fa- fB)),
por asociatividad y conmutatividad de @

=fa® 5 ®{(fa-fB)B(fa- fa))

De la identidad 1 concluimos:

8 fang=fa @f}g.‘

Ahcra estamos en condiciones de probar que: -

{PU), ,0) = (WU, Z2),&,-).

En efecto, sea la eplicacién

o PU) > YU, Za)
X - o(X) = fx
2 es una biyeccidn: '
- Inyectividad: :
' e(X)=p(Y) & fx = fr
& Ve e U, fx(z) = fr(z)
& fx(@z)=1& fr(z)=1
_ SreleoreYe X =V .
- Epiyectividad: Sea una aplicacién g € Y(U,Z2) y sea A, = {z ¢ U/g(z) =
1}, luego (4;) = ¢ B ,
- (¢ es un homomorfismo: _
P(XAY) = fxav = fx @ fr = o(X) B (V)
P(XNY) = fxay = fx - fr = ¢(X) - (V)
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Aplicacién:

Las funciones indicatrices son 1tiles para probar propiedades de conjun-
tos, Por ejemplo, demostremos la propiedad:

[([AUB)=F A {(ANB=¢)= (A= ¢}
Lias hipotesis se escriben en términos de generatrices, como sigue:
faus = fa A fanm = f4-

Aplicando las identidades anteriores:

Ja@fe@(fa-fa)=Fp A Ja-fa=fs
luege, f4 @ f5 = fB. de donde:

fa=jfseA=¢ B
Demostremos, de manera andloga, una ley de De Morgan:
AUB=ANSB.

En términos de generatrices, desarrollemos

faog = fu @ faus. . (identidad 2}
=fud(fa®fa®(fa-fB)) {identidad 7)
=(fudfa}@{fa®(fa fBl)

pero fe®{(fa-fo)=Fi b {verifique utilizando una tabla}, de donde,
frog = fud@ i) e (fi- o)
aplicando 2 v la identidad fx = fx - fu Ye e P(Uk

=(feoafnel{fuvels) e
=({fu® fa) Ju)D{fv @ fa): fa)

por distributividad: :
: =(fu® fa)- (fu @ fB)

v finalmente, de la identidad 2:

Faog=ri-fs = finn

Esdeci: AUB=ANE B

Ejercictos.

. Utibzando mdicatrices, demuestre:

() AUB=UAANB=¢=A=015

LY (AUBYNB=A=>ANB=¢.

{¢) Asociatividad de A : AA(BAC) = (AABIAC.
(d) AAB = AAB = AAB. :
{e) ANB = AAB.

. Calcule f4\z en términos de las identidades conocidas de indicatrices.
. Demuestre, utilizando indicatrices:

(a) B\A=(AAB)NB.
(b) A\B=A= ANB =¢.

. Demuestre A C B < fa = fa- f5.
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CAPITULO VI

Imaginerio: guerdiz ¢ue no
efectiia rondas, perd se encuenire
en un lugar fijo dispuesio a.
wnlervenit st fuetd necesario.

(boinazo para el autor, imaginario

segin el diccionario prdctico

de la lengua espatiola)

COMPLEJOS Y POLINOMIOS
6.1, EI‘Cperpo de los complejos.

Los ndmeros complejos se originan en la ecuacidn =2 + 1 = 0. Esta
ecuacion no tiene solucidn real. Acos_tu_mbramos a resolver esto, escribiendo
sus soluciones como ++v/—1 y definiendo /=1 = 1, como unided imaginaria.
Esto es, aparentemente, un procedimiento harto simphsta y oscuro. Cuando
un problema no tiene solucién en un conjunto, lo agrandamos, agregando
las soluciones y listo.... Pero esto es sélo aparente, ya que esta idéa se ha
revelado muy fructifera, como veremos a continuacidn.

Trataremos de dar en este parrafo la construceion detallada de un cuerpo
denominade de los ndmeros complejos, y que notamos €, tal que “contenga”
IR y la ecuacién z? + 1 = 0 admita solucién. Mds ain, cuvando estudiemos
el aniilo de polinomios veremos que € es, en realidad, la estructura natural
donde “viven” las soluciones de una ecuacion polinomial. '

Pero la uvtilidad de € no radica solamente en lo anterior: los ndmeros
complejos aparecen también en diversas dreas de la fisica, matemdtica y

ciencias de la ingenieria, de manera crucial e insoslayable.

Construyamos entonces €, de modo que la ecuacidn z? 4+ 1 = 0 tenga
solucién. Para ello, agregamos a I el “nimero” ¢ = /-1 y definimos opera-

- ciones de reales con este namero, de manera que se obtenga una estructura

de cuerpo.

~ Sead = {a+bife,b € IR} el conjunto-denominado de nimeros comple-
jes. Claramente, IR C € (basta tomar b = 0). Definiremos las operaciones
en @ tales que al aplicarlas a niimercs reales recuperemos la suma y la mul-

tiplicacién usuales.
Dadés z=z4+be, 2 =c-+di:
st =la+ b+ lctd)=(at+c)+(b+dyeC (6.1)
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zz' = (a+ &) (c+'di) = ac + adi -+ bet + bdi?
como it = —1:
= (ac = bd) + (ad + be)i EC, (6.2)

donde las operaciones +, -, gue aparecen en el lado derecho de cada ecuacidn,

corresponden a las operaciones reales. Como el resultado de operar con esta’

suma y multiplicacidn es un elemento de ¢, ambas operacionés son leyes de
composicién interna en €.

Ademis, (', +, -) es un cuerpo, denominado cuerpo de los Nimeras Com-
plejos. '

En efecto, (€. 4) es un grupo abeliano:

-+ es asoclativa y conmutativa, ya que la suma en IR lo es.
0 = 0+ 01 es el neutro aditivo de@’. Dado = = a + b, su inverso aditivo

€8

—2 = (~a)+ (-0 B

@\ {0+ 07}, ) es grupo abelianc.

La multiplicacién es asociativa y conmutativa, ya que la multiplicacidn
en IR lo es. Ademds, 1 = 1+ 04 es el neutro multiphcativo:

(a+bi)(1 400 = (a+bi)l = a + bi.

‘Dado ¢+ bi # 0 (a # 0 0 b+ 0) su inverso multiplicativo es:
a b

@B = o
En efecto;
; a b ., a—bh a? + b .
(a-{~bz)(a2 TE 3 +b21):(a+bz)( 5 +b?)= eyl 14 0i.
Finalmente, - distribuye con respecto a
(a+bi){(c+diy+ (et fi)) = (a+bi)({cte)+(d+ f)t)

= (alc+e)—b(d+ f)}+ ((C+e)+a(d+f))2
= {ac — bd) + (bc + ad)i + {ae — bf) + (be + af )
={a+bifc+d))+(atb)e+ fi) B

Claramente, la ecuacién 22 + 1 = 0 tiene solucién en € y, en forma
més general, cualquier ecuacién cuadritica az? - bz + ¢ = 0. Més adelante
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i e e AR R A s b

et e e

veremos un resultado mucho mds fuerte: cualquier ecuacién politiomial de
grado n tiene solucién en @’ y, a lo mas, n soluciones,

Como notacidn, dado z = a + bi, diremos que a es la parfe reel y b la
parte imaginarie del ndmero complejo z. Se nota a = Re(z), b = Im(z).

A modo de ejercicio, . veamos cémo se escribe el ntmero complejo -

2 4+ iy/12 en la forma z +1y.

Se tiene: V2 +ivV12 =z +iy = 2+1/12 = (z +iy)? = 2 - y,?__%»_ 22y

Luego, (2% —y* = 2)A(2zy = v/12}. Elevando ambas ecuaciones al cuadrado
y sumando se obtiene: z* 4 227y* + y* = 16 & (z* +y*)* =16,
de donde z* +y° = 4.
Obtenemos entonces el sisterna cuadra.tlco
¢ — y2 =2
2 byt =
cuyas soluciones son: z = /3,y = :l:l

Por ofra parte, como 2zy = /12 > 0, las soluciones que nos interesan
deben tener el misino signo; concluyéndose ¢ +y7 = V3+ixdyi = —/3-1

(;qué significa que no haya unicidad?) H

6.1.1. Conjugados. ) .

Definimos la operacién de congugacidn de z € € como la aplicacién de
€' en sf mismo, tal que 2 — z — a — &, donde Z = g — b se denomina el

conjugado de z.

Algunas propiedades de la conjugacién son las siguientes:

Yzy,20 €04 :
2t + 2 = Z1 + Z9 (63)
Z127 = 7129 ' 7 (64)
zER&Sz=12 . » (6.5)
Fe=z {(6.6)
) Zr z 1
Siz£0, ()= 2L donde = = 2! (6.7)
Z9 Z2 Za :
1
Re(z) = i(z + 2),Imz = —zl—z(z - z) (6.8)
2z = ’Rc(z)é +Im{z e R ' (6.9)
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Demostremos algunas de ellas:
(6.3) Sea z;y =a-+ b,z =c+di:
ntn=(at+tc)+(b+d)i=(a+c)—(b+d)
~= (@ — bi) -{-(c——di}: I + 77,

(6.5) Sea z =a -+ bi,
Siz=zoathh=a—lbi & _
& 2bi =0 4> b =0 (puesC es cuerpo, luego no tiene divisores del cero)

<=>z€JRT
(6.8) Sea z =a -+ bi: ' :
z—f—é'ma—}-bi-{-a—bi:?a:}ﬁe(z):%(z-ff).

(6.9) 25 = (a + bi){a = bi) = {a® + b?) + (ab— ad}i = &® + b
= Re2(z)+ Im*z) € R

La aplicacién ¢ =€ — €,z — Z es un isomorfismo. En efecto, directa-
mente de (6.3) vemos que es un homomorfismo. Veamos que es biyectiva:

Es invectiva:
wlz1) = w(z2) & e — b =c—di &
(a—c)=(b-disa=c A b=d
= z; = z9n
Es epiigectiva: dado el complejo z = a - bi, entonces 7 = a — bi es su

pré-imagen por @

6.1.2. Interpretacién geoinétrica de €.

Asimilaremos (C,+,-) a los puntos del plano R?* = R % R con las

operaciones siguientes: V{e,b), {c,d) € R?
(a,b) + (c,d) = (a + e,b+d) € R* (6.10)

(a,8) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc) € R
Claramente +,- son f.c.1. en R Mss aun:

. - R
z=a+ b — (a,b)
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(6.11)

es un iso;nérﬁsmo.
En efecto: :
T es inyectiva, ‘P(zl) =U(z) & ¥la+ &) = Ve + di) & (a,b) = (c,d)
Sla=cAb=d) & 7 = 2.
¥ es epiyectiva, dado (a,b) € IR? su pre-imagen es el complejo z = a + bi.

Demostremos que ¥ es un homorfismo:

V(a1 + 20) = U((a+ b)) + (c + &) = U{(a + ¢} + (b + d)i)
_ *-"'(a-{—c,bql-d):(@b)%—(c,d}zw(zl)—f@(zg)
(2122} = ¥((a + bi)(e -+ di)) = V((ac — bd) + (ad + be)i)
= (ac — bd, ad + be) = (a,8) - (e,d) = () - U(z,).

Luego (IRQ,+,~)?’:(G:’,+,-) =

Veamos cudles son las imagenes de algunos elementos importantes de a,
via este isomorfismo:
neutro aditivo de {IR*, +)

0=010i e (0,0)
neutro multiplicativo de (JR?, +)

1=1+0i ¢ (1,0)
¢=0+1{ & (0,1) unidad imagiraria en (IR?, 1).
Adernds, .

vri= =1 (0,1)(0,1) = (0-1,0-14+1-0)=(—1,0) = —(1,0).
Mediante este isomofismo tenemos una interpretacién geoméirica de @

2 - -
en [i". A cada elemento a + b7 le asociamos un punto en el eje cartesiano o

bien una flecha o vector:

Im{z)

b . {a,b)

o) -
a Reiz)




donde 4 es el dngulo entre el vector y el eje z, medido en sentido contrario a

los punteros del reloj. o _
La operaciér suma en € puede interpretarse como la suma de vectores

en el plano, seglin la regla del paralelégramo: 2z +22 = (a4 b))+ (et de) &
(a,8) + (e, d) = (a ¢, b+ d).

Imiz) 2172 = (avc,bed)

£ = (ﬁ,b)

22 = (I:)d)

Raiz}

Definamos el mddule de un nimero complejo z = a + & como sigue:

el = Va2 + 1 € R (6.12)

Obviamente, |z| es la magnitud del par ordenado (a,b} en €l plano Fizal
Por ejemplo, z = 1+ 1u: . .

im{é}

=/ — 1 — ¥2 -
(2] = V3, cosf = Js = cost) = = 6= 45°,

Si z tiene parte imaginaria nula, es decir z = a + 0i, entonces
|z| = Va® = |a], que corresponde al médulo de un niimero real.

Algunas propiedades del médulo son las siguientes: Vz,2,22 €0

1 (6.13)

220

izl ==zl =2l =1~

Re(z) < lz|, Im(z) < |2 ' (6.14

et et

L z=0&2|=0 ' . (615
IZl - Zz[ = Ezli!»?.’g[ . ’ {616)
Stz # 90, ]z_ll - 321! ' {(6.17)

z 7 E4)
2] =22 (6.18)
lzy + 23| < |=1| + |72} (desigualdad triangular). (6.19)

Demostremos la propiedad (6.19):
Sabemos que si 1 =a -+ b,z =c+ di, entonces

|21 + z]* = Re(z1 + 22)? 4+ Im(z + 22)*
=(a+c) +(p+ad) = a* + 1 Fc* 4 d 4 2ac + 2bd.

A cotemos €l término ac-+ bd. Sabemos que: (ac+bd)? = a>¢® +2abed + b2 42,
Ademsés, (ad — cb)? > 0, lo cual implica a?d? L 2B > 2adbe, de donde:

(ac+ bd}2 < g% 4 dPd + 2 4 B dE
Saz(CQ +d2)+b2(62+d2)
< {a® WY+ d7) = | Pzl

luego, (ac+ bd) < |zy! - |22]. Reemplazando:

|z + z)? < a® 40+ dF 4 20zl
<l l? + 2allza] + 2 = (o] +122]) B

Geornétricamente, la desigualdad triangular puede verse como la distancia
més corta entre el origen {0,0) y el complejo z1 + 22 ¢

fmiz} Z1'22

[

Reiz/
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8.1.3. Forma polar de un ndmero complejo,

Dado z = a+ bi # 0+ 0s

se tiene

cosl = i,- senf = i
2| 2]
obteniendo: :
z = |z|(cosb -+ isenf), (6.20)

que se dencmina la forme polar de un nimero complejo, donde el angulo
# corresponde al argumento de » ¥ se nota, arg(z). Por la periodicidad de
las funciones irigonométricas, el argumento de z po es vinico, en realidad

arg{z) € {8 + 2k1r/k_€ Z_}'

1

En este contexto, no es dificil probar que, dados z1, 2 €0

arg(zize) = arg(z;) + arg(z) + 2km, k€ % {(6.21)
arg(zr/za) = arg(z1) — arg(zy) + 2%kx k¢ Z; 20 7+ 0. (6.22)

Verifiquemos (6.21). Sean z; = ry{cosyp + iseny), zp = ra(cosh -+ isend), las
representaciones polares de z) y z;; luego,

zizz =ryra{(cospcost — senpsend) + (coswsend + sengpcosdi).

Aplicando las férmulas trigonométricas para cos(f 4+ ) y sen(8 + o) se ob-
tiene:

12y = 1ira(cos{8 + ) + i(sen(d + o))
de donde
arg{zyz3) = arg(z1) + arg(ze) + 2kr B

En pafticular, dado z = |z](cost + isend) 5 0, su inverso es

: o st + {sen(—8)) (verifique).

Para evitar la multiplicidad de valores del argumento, se define e} drgu-

- mento principal como el dngulo comptendido enire —7 y 7 y se nota Arg{z).

:‘Escribarr'xos por gjemplo z = 2 + /2 en su forma pelar, utilizando.
Arg(z}. A partir del gréficode z

Foiz)}

(v2,v2)

Obteﬁe;ﬂos [z] = 2y 198 = 1, luego Arg(z} = 3 v la forma polar s
T T ’
2 e 2(cos§ + zseng)

i icacién @ - + isenz. Notaremos
Consideremos la aplicacién ¢ : R — €, T = 08T +. e Notarerios
wlz) = 2T == post 4+ isenz. Esta funcidn tiene las propiedades sigw :

e R G (6.23)
] = 1 A {6.24)
et ot — il ty) ) T (6.25)
¢ = (i e (6.26)
Yz el z= ]z[e"““’g(‘). (6.27)

Demostremos la propiedad {(6.23):
&' . e = (cosa + isenz){cosy + iseny)

= (coszcosy — senzseny) + (cosysenT + coszseny)t

= cos(a_: + y) + isen(a: -+ y) = ei(z'ﬂ").

La propiedad (6.26) es directa de la propiedad anterior. En efecto:
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,6:(8+2kﬁ) — ezﬁei?kn’

i

e*(cos2hr 4 isen2kn)
1440y = .

]

Demostremos {6.27), sabemos que podemos escribir z en gy forma polar,

z = |z{(cosd + isend). Se obtiene el resultado considerando el dngulo
0 =Arg(2) y la definicidn de la funcién » B

6.1.4. Potencias complejas.

Definamos por recurrencia las potencias de un ngmere complejo:
2= = a1 g modo de eje

TCicio, tomemos el conjunto de las poten-
cias de la unidad imaginaria, ::

En efecto, la identidad (6.28) es equivalente a

. {c"")n - 6;'113:_. (6.29)

Demostremos {6.25) ﬁor induceién sobre n: trivialmente, se verifica para
 Dem .

0 (obtenemos 1 = 1). Supongamos cierto para n y demostremos para
n = i

n T (E{I)n+1 — e:r(e:z}n — gitginz _ t,iz(ﬂ 2

6.1.5. Ralces n-ésimas de un complejo.

- 51 sdlo sk
Dirémos que w €€ es una rafz n-édsime de r €€, n > 1siy

<i>={i*/k e 7).

Se tiene que {9 = Ll =447 = =1L = it = ¥ para las potencias
negativas: : '
1 H
i) = T g =
T i
1
?_2 = -5 = *1
i
_ -1
? = 0 =1
7
it =1.

Luego, < 7 »>= {l,gl,i,_z’}. Cbncim‘mos, entonces

» que (< i > -} es un
grupo ciclico, luego abeliano, generado pori.

Vv

Utilizando la definicién de potencia y las propiedades de ¢i®

, 8¢ obtiene
la identidad de De Moivre:

Yne IV,

(cosz +isenz)™ = cosny + isennz.

(6.28)

wh =z (formalmente w = 4z} 7 (6.30)
i el teorema siguiente: - _ o
> tmii:t:lo complefo z # 0 tiene ezactamente n reices n-ésimas
we = YT, 0<k<n-1,0= Argz. (6.31)

¢ 16
‘ i 1 S5 z = Z[El :
16 L * to a raiz n-ésima de z I
Demostracidn: Sea w = ILUIS candida ) .

wn =z & lwlneinq& = 'ZIG‘.E,

de donde: )" = |2 'y né =8+ 2k

Como z# 0,[zl > 0y |[wl > 0:
lwl= 3/l v 6= ﬁj;%j
Luego, los complejos candidatos a raices son de la forma:
wy = Q/He“@h YEe IV
En efecto, es directo que:

. s y
wp = |z§e(9f”“)‘ = |z|e.9'62"”’ = |z|]e” = 2.

Ademss, Vk € IV :

) j(ftaibdniry
n i{ =
Whegn =- IZE e

$/Ja] ) =

i




CEO }aS U’I]i( as 1 25 ev mente isti }ol artict
LLI Ll a41ces eventua ) c1 i ar se tienen 1 7 €
~ 11 dlStlIlta.S 500 W, W ye-ey W1, E50C1A COmO caso p 1 8 i a5 1Taices de Iﬂ. un idad:

das a los argumeritos £, 2£2x t2ln—1)n

. nt op YU g :
Ver:ﬁquremos que estas raices son distintas. Supongamos: wy = wp
0 <k &"<n—1 entonces: ,

ilxk

w=lswr=enr, k=0.,n-1 (6.32)

encuentran sobre el circulo unitario.

luego [wi| = 1, es decir las raices se
Ademds, i denominamos Uy = {wp}22a. La estructura (Un, -} es un grupo

abeliang, isomorfo al grupo de congruencias médulo n:

Ei?k‘li 9i2;¢‘,,.
e = —e "

6+ 2kn 8+ 2Fx
@ = T por, LeNN
n

,(Uﬂ% ) = (Zm @}'

En efecto, consideremos la funcion:

Zkw = 2k'r -+ 2Unx, fe N
=1k +fn, fe IV,

¢:Up— Zp

wy — [&].

pero k£ £ i — I, de donde:

Fitn<n-l<n=fi= . : '
h n= =0, luego k=% $ es claramente biyectiva, ademsds:

Flwy - wy) = ¢(€£%(k+k')) = [k + k]
= [k] @ [F] = $lwe) @ (wp) B

Siz= 16n w" = 0 ti

0, la ecuacién w" = { tiene w = 0 como la dnica rafz, ya qued’ es un
cuerpe y, por ende, no posee divisores del cero.

Otra particularidad de las raices de z es:

n o A2k . -
ko] = | /1] 55 = /2] 0755

De esta isomorfia concluimos también que (Un,-) s un grupo ciclico
generado por wy, ya que (Zn, @) es ciclico, generado por la clase [1].

Veamos, medianie un ejemplo, cémo aprovechar las rafces de un nimero
complejo para determinar soluciones de ecuaciones polinomiales. Sea la

. 8 4 2 -
= feltoost (2T ot B2y o

ecuacidn:

en otras pala.bras el médulo d ices es co i 2 _ & =
e las raf - Sai +
H S €3 ¢ nstante, 1gua.1 a la rafz n-ésima z! 65z 54 ‘

del modulo de 2. ’
y Podemos afirmar que todas las raices se encuentran en los vértices de un
poligone regular, inscrito en el circulo cenirado en el origen (0,0) ¥ de radio
1

/2l:

Mediante el cambio de variables z = z°, obtenemos

22— 65z + 64 =0,

as rajces son z; = 64,z; = 1. Debemos resalver (2® =64} A (zf =1).

cuy
da ecuacidn respeclivamente,

Lias soluciones son, para la primera y segun

fmri=)

i2kx

s VBRI wp=e, 0 0SSR LS,

donde § es el dngulo asociado a la expresiéﬁ de 64 = 64{cosf + isend), luego
§ = 0, obteniéndose las 12 raices:

izkx i2kx
=2 wg=e 8, 0SkL5 24




6.2 El anillo de los polinomios.

Sea (X0, +, ) un euerpo. Denominamos polinomio con coeficientes en K,
e laindeterminada o letra 7, la expresién formal:

. k3
plz)=ap + az +azz’ + .+ an:E":Z air’, neN, G €K, i=1,..,n
=0

Notaremos K[z], &l conjunto de todos los polinomios sobre e cuerpo K
en la indeterminada z.

Los poiinomios asi definidos son cbjetos formales. La letra # no debe
interpretarse a priori como vna incégnita o una variable que toma valores en

el cuerpo K.

Diremos que dos polinomios:

P =) aic), g(z) = bzl
frt z

son igueles si yr sélo si:
(m=m)A(a; =b;, Vi=1,.,n). . (6.33)

Ahora bien, s tenemos dos polinomics p,g iguales {idénticos coeficientes),

es claro que:Ve € X, plc) = glc), es decir coinciden como funciones. La -

propiedad inversa no es necesariamente cierta. Sea, por ejemplo, K = Zy
el cuerpo de las clases de equ;vw]enma mddulo dos; y eansideremos los poli-
nomios, p = ' ®z,¢ = z° @ z. Es claro que p # ¢ como objeto formal, pues
los coeficientes son distintos:

plz) = 1t @0 g B0-2°@1-z280
g(:r:):O'I‘-‘@I-zaeai)'xg@l'm@o; _
sin embargo, son iguales al considerarlos como funciones de Zy en sf mismos:
P0)=0"@0=0=0"®0=g(0)
pl)=1"8l1=0=1"®1=q1).

Mas adelante veremos que si K es de cardinalidad infinita, se tiene que si dos
polinomios son funcionalmente iguales {idéntica evaIuacmn) también lo son
2 nivel formal {coeficientes iguales).

Algunos ejemplos de polinomios son los signienies:

- ET polinémio “nulo”, 8 + 0z + 0z® + ..., donde 0 es el neutro aditivo en

. _ | :
hoi| polinomio “unidad™ 1 + 0z + 0z% + ..., donde 1 es el neutro multi-
plicativo en X,

- El polinomio “constante” A € K, (g, = A, a; =0, W¥i>1)
- El polinomio “lneal”, a 4+ bz;a,b € K,6 £ 0.

- En (R, +,-}, 1 — z 4+ 2.52% — 2! &s un polinomio con coeficientes reales
o—]- (11——1 Clzmo a3A25 a.;w*l

Para dotar K[z] de una estructura algebraica definimos la suma y mul-
tiplicacién de polinomios como sigue:
n- ) . il ] - -, -
Consideremos p,q € K[z}, p(z) = 3 ajz’,glz) = 3 b;27. Sin pérdida
=0 . j=0

de generalidad, supongamos m < n y que b; = 0,¥? > m. Se define la suma
de ambos polinomios p + ¢, como la expresidn:

Eid

(p+a)(z) =) (o +bi)e € Klel. (6.34)

i=0

Es directo de la definicién que la suma de polinomios es una Z.c.i. en Klz].
La multiplicacidn p - ¢, se define como signe:

(p-g)(z) = cobo + ... + (aoby +ﬂ151. 1+t agbo)zF + L apbpa™tm
o de manera equivalente:

a+m k

(pg)z) = Z cka; cr = Zaibk_,', 0<k<n -I- m.  (6.35)
k=0

Observemos gue el coeficiente cpym = Cobngm + G1bnpma1 + oo + Gnlbum
T lnt18m—1 + ... + Ansmby se reduce a an,by, pues a;' = :b}- = Q, Yi>ny
¥y > m.

Serialemos que, si pensamos en la multiplicacidén de dos polinomios, in-
terpretando la indeterminada z como un elemento de! cuerpo K, se tiene

(p-g)(z) = (Za z }(Z bialy =3 ) aibjatt

=1 i=1 j=1




vemos, entonces, que las operaciones “formales” definidas en K[z] coinciden
con la multiplicacién y suma de expresiones algebraicas usuales,

De estas dos operaciones concluimos que:

(Klz],+,") es un anille conmutative con unidad. {(6.36)

Fn efecto:

(Xlz],4+) es un grupo abelianoc:

- La asociatividad y conmutatividad de la suma es directa de las propie-

dades de (K, +).
- Oy =040z + 0z% + .y €5 el elemento neutro.

- Dado p(z) = 3 a;z?, su inversé es —p, donde (—p)(z} = E(Qa,v}z‘..
=0 _ i=0

La multiplicacidén es ascociativa y conmutativa;

) (gla)r(@)) = (3 aay [ (O b)Y ens?
im0 . i=t k=0
= ii ia;bjc;ca:’.fﬂk

im0 =0 k=0
= (Z Za b; $'+J}(Z crz*
i=0 =0

If

(> e ) _te’) ) (3 eae®
=0 j=0 k=0
(pla)alz)) r(2).

La conmutatw1dad de - se verifica de manera aniloga.

It

La, multiplicacion admite el polinemio neutro {unidad):

I{z) =14 0z +0z% + ...

Lz multiplicacién distribuve con respecto a la sumas:

ple)(ale) +r(s)) = 3 e )(Z bz + Z cia®

=0 k=6

supomendo mo> s yer = 0 YeE>sy aphcando la definicién de multiphi-

aaon
¢ m4+n

—(Za:c (Z(b +ej)zl) = Z dea®,

- .
donde dp = 3 ai{by_; + cx—i}, luego
=0 :

m-+n
pz)g(z) +r(s)) = Z(Z ibeci + cri))zt
k=0 1=9
m4n & m+n
= Z{Za bk_,).:-: -+ Z(Za Cr
k=0 =0 =

plzla(z) + p(ziriz).

Hemos asi verificado que (K[z], +,-) es un anillo conmutativo con unidad B
Dado p € K|z] definimos su gredo, que notamos gr(p),lco-mo el exponente

de la mayor potencia con coeficiente no nulo {distinto del neutro aditivo de

K) que aparece en la expresién formal de p. Por ejemplo, en R[z]:

plz) =242 =32 =327, gr{p) =7

Si gr(p) = 0 entonces p{z} = apr® = gy, es un polinomio constante. Como

convencién, diremos que el grado del polinomio nulo O, €5 —oo, gr(G) = —oo,
entendiendo que —oo + (—c0) = —co ¥y —00+n = —c0 Yne W, )

Bado un polmomlo de grado n, plz) = E a;zé, a, # 0, diremos que es
i=0
menico sl an = 1. ’

Dos propiedades del grado de un poliromio son los siguientes (verifique):

grlp+q) Smas(gr(p)gr()) (6.37)

g7(p - q) = gr(p) + g7(a)- (6.38)
Por ejemplo, en Rlz):
’ plz) = ~14z? ~ 3%
glz) = —22° + 3a°




pla) +glz) = -1 -2
p(z)g(z) = 2? — 32® — 2z* + 92 — 028,

de(d;mcie grip+qr=2<3 = max(gT(P),gT(Q')) gr{p-q)=56=gr(p) +
q

De la propiedad -{6.38) se deduce Que

(Kl=], +, } no tiene divisores del cero. (6.39)

En efecto, dados p, ¢ € K[z]. Supongamos p(z)g(z) = O luego gr(p) +
gr(g} = gr(Q) = —co, de donde necesariamente gr(p) = —~oco 0 gr(g) = —
Esdecir,p=Cog¢=0 .

6.2.1. Divisién de polinomios.

De maners andloga a la divisibilidad entre enteros, dados dos polinomios

no nulos f, g € Kfz], diremos que g divide f, notando g|f si y sélo si existe

un polinomio h € K[zj tal que!-
flz) = h{z)g(z).
También se dice que g{z} es un factor de f(z):

Se tienen las dos propiedades elementales:

glf = YA € Kfz]\ {0}, poliﬁomio constante, Ag|f : {(6.40)
olf = YA€ Klal, gl(07). e (o)

En efecto: sabemos que f(z)=h({z)g(z), de donde f{z)=(}A(z})}(As(z))
y (AN)(z) = (Ag(z))g(z) B

Fiemplos: En _ZR[T], {z = 1)|(2? = 1), enCfz], {z + D)i{z? + 2iz — 1).

De manera anéloga al algoritmo de divisidn de enteros, podemos dividir
polinomios, mediante la propiedad:

Dados f,g € Kiz],g # O, existen q,r € K[z] dnicos, tales gue:

flz) = q(2)g(z) + r(z),  gr(r) < gr(g). (6.42)

B polinomic ¢ se denomina el cociente y r el resto de f.

Demostremos esta propiedad:

Claramente, si gr(f) < gr{g) se tiene f{z) = 0- g(x) + J(z). Es decir.
olz) =0,r(a)= flz)
Supongamos entonces gr{f} > gr(g) y demostremos la propiedad por
induccidn sobre &l grado de f.
L Sigr(fy=0= flz)=Ae X ygr{g)=0 (pues g # O). Obtemendo la

factorizacidn

A= flzh= —— (:::)+O(a:)

( )

Supongamos que la propiedad se venﬂca para gr(f} <ny demostremos
para gr(f) = n. Tenemos

fe) = S, 0 £0

glz) = Z bizt b #£0; m<m

Sea
' h_(z) = f(z) - (a1 )2™ ™ y(z) {6.43)

n e
. Z a;-:cf - (anb;!l )$11—m Z b,’l‘i
i=0 =0
T . - . -
= Z agz’ — (aph )2 " by + bz + . £ bpz™)

i=0
'n

i -1 - - ’ -1 n-1 ”
= E a;z’ ~ {aph, Yoz — o —aph by - T

i=0

n—1]1 m—1
h(z) = @iz’ —a.b; (D b,
i=0 i=0

luego; A € Kiz] y gr(R) £n— 1L

Podemos, entonces, aplicar la hipétesis de induccién al polinomic %, de

grado n — 1: Es decir, existen polinomios ¢, € Klz], tales que:

griry) < gr(g).

=) = afe)gle) + i),




Sustituyendo en (6.43):

fz) = a(2)g(z) + rifa) + (@bl )™ " g(a},
de donde

Flay = (@2} +aable™gle) + 1alz)  gr(rd) < grlg)-
Notando ¢(z) = g, (x)+a. b ™™™, r(z) = ri(z), obtenemos la factorizacidn
de f B :
' Demostremios abora Ia unicidad:
Supongamos f(z).= ¢(z)g(z) + r(z) = ¢'(z)g(z) + (=}, gr(r} < g7(g}

y gr(r') < gr{g). Se tiene entonces:

C r(a) () = (9=) - gle)el=).
Si 1(z) — r'{z) £ 0 = gr(r — ') = gr{(¢ — q)g) > grlg). Por otra parte,

saberhos que
gr(r —r') < maz(gr(s),gr(r')) < gr(g),

lo cual es una contradiceién con la designaldad anterior, de donde conclulmos

r = r', obteniendo:

(4'(z) - 4(2))g(z) = O(=).

Como g # O y K[z] no tiene divisores del cero, concluimos g = ¢’

Es directo del algoritme de divisién que

Cglf sip sdlo g1 le divisidn por g tiene resto nulo. (6.44)

Eiemplo 1; Tomemos f,g € fz]: -
flz)=2" —z* — 825 —22% + 52 +3
giz) =2 —3z-2

.15—-':54~6:n3-2.1;2-}-53:4—3:3:37——393—2:12-2:*3
2t — 32 —27%
00—z 32+ 0+ 543
—zt + 3z + 2z
0—-3z3-3z2 + 3z +3
—3z° +9z+6
0 —3z% — 6z -3

Lué'sc';:- :9‘(5) =z?—z—3, r(z) = -3z ~ 6z 3.
f(z) = qlz)g(z) +r(z), gr{r)=2<gr(g) = 3. '

Ejemplo 2: Consideremos los polinomios f(z) = 2™ — ™, g(z) = z — a en
Kiz]. Se tiene: .

T gt iz e et gty ORD a2y gt

n__ amn-—l

az® ! - q

aIn—l . a2In—2
aixnvﬂ —a®

n

=i gn
qigt—i _ gitlpr—{it1) )
ai+]xnﬁ(€+1) —g"

atz®
-

an—Z:L_.Q —a®

, an-2x2 o a“*J:c
a»lz - ag®.
a® g — o

049

Luego, (x ~ a){(z® — a") 0, en Rz} :

-1
E a1,

n
et — a”
J=0

r—a

También es posible verificar la propiedad anterior sin aplicar el algoritmo de
division. En efecto: .

(& —o)a™! a4 a2I“73'+ weta iz g™

w1 n—1

= Z(;c - a}aj:c”‘l'j = Z(aj:.-:"”-" - af+1:c”_1_j) _
=0 =0
n-1

(afan=7 — gi+1gn=Uiy,

=0




“andloga:

Utilizando la propiedad telescépica:

(x—a)Za’ nli+) = g”

=0

6.2.2. Méximo comin divisor de dos polinomios.

Dados los polinomios f,g € K[z], se dird que el polinomio mcd(f, g} es
el mdzimo comin divisor de f v g si y sdlo si:

(med(f, g}t f) A (med(f. g)lg) (6.45)
Si Ih € Kfa), Alf A klg = Rlmed(f, g) (6.46)
med(f, g} es ménico. (6.47)

~ De manera andloga, €l estudio realizado para calcular el maximo comun
divisor entre dos enteros, podemos utilizar, en el contexto de polinomios, el

algoritmo de Euclides:

Sigr(g) < gr(f)

f=g-a+r  grin)<gr{g)
g=rig+rz  gr(r) < griri)
T o= reqa - Ta gr{ry) < gr(ra)

-2 = Ta—14n +7Tn g’:"'('l‘n) < gr(rﬂ“l)

Tan—1 = Tnfnti-

donde rp = med(f, g).
La demostracién es analoga a la de niumeros enteros. Para verificar

_la condicién (6.47), basta dividir por un polinomio constante (elemento del
" cuerpo ) al final del proceso.

Caleulemos, por ejempla, el polinomio el med{62® 4+ 25 +8, 223 — 224 3):

6z + 32 +8: 2t -2 +3=3

bz — 3z +9

32% 422 — 1,

obteniendo, 6z° 4+ 2z +8 = 3- (22° — 2% +.3) + (327 + 22 — 1). De manera

" la divisibilidad con el concepto de raiz, es el siguiente:

3 g? —5-3 3 22— 1= iz _.%

2:% + 32% — 2z
T2y 2 =

7.2 14 7
—3% 5Ty

luego, 2:3g$2+3:(%z7 %)(3:52-{-21"—1)4-(%3:—{—%’)
33: +2z-—-1: I-E— :%x—-z—go
3z’ 4 3z
—x 1
=z —1
0

_ 2 8y 20 2g
de donde, 3m2+2:c-w1w{%a 55 (3:z+—9-).
El dltimo resto no nulo es: & ::: 4. 28 9 , €l cual verifica las condiciones
(5 45) y {6.46) necesarias para el mcd pero no es moénico. Recordando que
si rip = Ar|p, basta considerar 20(201 + E“) =z + 1, que por ser mdnico, ¥
satisfacer (6.45) y (6.46), es el maximo comiin dnnsor.

6.2.3. Raices de polinomios.

Uno de los problemas mas 1mportantes relacionado con un pohuomm .

es determinar los elementos ¢ € K que lo anulan: dado Z a;xt e K[z,
i=1

1 R -

determinar ¢ € X tal que 3 a;¢' = 0 € K. Hasta ahora hemos trabajado con
. =0

un polinomio en tézrminos formales (en funcién delaletra z). Sinembargo, en

1a nocién anierior reemplazamos @ por un elemento especifico, z, del cuerpo

1. Hemos considerado entonces los valores de K que anulan el polinomio,

visto éste como una funcién de K en si mismo. En este contexto, diremos

que:
¢ € Kes rofz del polinomio p € Kz) st y sdlo si ple} =0 (6.48)

TUn resultado 1mportante de fa.ctouzamon de polinomios, ghe relacgona




. Dm?a sl cuerpo (K,+,-}, [ € Klz], @ € K, entonces existe un dnico
polinomio ¢ € K|z} tal que:

H() = (& - e)als) + (a). (6.49)

La demostracién es simple y consisie en aplicar el algoritmo de la divisidn a

-f dividido por el polinomic lineal, £ — a:
Hzy={(z —aj{z) +r{z), gr(r}<gr(z-a)=1

Luego, gr(r) < 0. Supongamos r{z) = A € K. Se tiene entonces
flz} ={z — a)g(z} + A. Evaluandoen 2 = a:

fla)=(a~ajg{a) + A= A= fla) H
De este resultado se obtiene el corolario

z—alf ©aesrafzde f (6.50)

En efecto, & — a|f = f(z) = (z —a)g{z) = F(a) = 0. En el otro sentido, si
f(a) = 0, se’ obtiene ia factorizaciér directamente del resultado anterior B

Un resultado mds fuerte en cuanto a las raices de un polinomio es el
siguiente:

Sea & Klx] un polinomio de grado n > 0. Enionces f {6.51)
tiene, o lo mds n rafees en el cuerpo K.

La demeostracién la realizaremos por induccién sobre el grade de f.

Sigr(fi=0= fle) =2 K,A#0 (s no gr(f) = —o0), luego f no

tiene rafces en K, es decir, un polinomio de grado 0 tiene ) raices. -

Stgr(f)=1= f(z) = a + bz, b.;é 0, luego:

flzy=0ca+br=10

de donde z = (—a)p™" € K, es la tnica rafz en K. {jPor qué es tinica?
Recuerde las propiedades de inversos en un grupo).

Supongames que el resultado es verdadero para poliromios de grado
n—1>1yseagr{f)=n.

Sif admite una raiz a € K, sabemos que (ver (6.50)Y:

flz)=(z —a)glz), grlg)=n-1 _
Luego, cualquier rafz r # a del poliziomié f, debe ser necesariamente ralz de

g:
0= f(r) = (r = a)a(r),

de donde ¢{r) = 0, ya que K no tiene divisores del cero.

Por hipétesis de induecién ¢ tiéne, a lo méds, n — 1 raices en K, con-
cluyendo que f tiene, a lo més, n B

Del resultado anterior se desprenden las propiedades siguientes:

Si dos pogz:_nomio.'s de grade n en K[z] coinciden en n + 1 valores,

entonces son rguales:
fla) = glai), i=1l.,n+1 = f=yg (6.52)

i K es un cuerpo de cardinalidad infinita, dados
fla) =3 aw’, glx) = Eﬂbw" :
=0 i=
(o) = gl (Ve € K) = (ai = b;) (Vi =0,...,n). {(6.53)
Demostremeos estas propiedadeé:

(6.52) El polinomio h(z) = f(z) — g(z), que es a lo mas de grado n, tiene al
menos 1 + 1 rajees, (k{a;) =0, i =1,..,n +.1) luego, necesariamente
h =0, es decit F=yq. )
{6.53) Se tiene f{c) —g(c) = > (ai — bi)et = 0, ¥e € K. Lusgo el polinomio
I =

n .

Tofa; — b))’ tiene infinitas raices {ya que K es infinito), Ergo es el
i=0 -

polinomio nule, es decir: ¢; —b; =0, Vi=1,..,n B

Recordemos que dos polinomios p, ¢, pueden coincidir como funciones;
(pc} = g(e)){¥e € K), pero no como expresiones formales {p ¥ g pueden
tener asociados coeficientes distintos). Por ejemplo, en el cuerpo (Z3, @, ),
los polinomios p{z) = 2! @z @ 1,9{z) = z° <’ & 1 son distintos como
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expresiones en la indeterminada z (coeficientes diferentes), pero son iguales’
como funciones: )

p0)=0"@081=1=0"00®1=qg0)
P=1"8191=0=1"812a1=q1)
P=2"0281=10201=1=2202201=20181=g(2).

El problema de determinar st un polinomio tiene o no rafces sobre un

" cuerpe {existencia de soluciones) ha sido crucial en el desarrollo del 4lgebra

¥ nada de fdcil. A continuacién enurnciamos, sin demosiracidn, el feorema
de d’Alembert o leoreme fundamental del dlgebra, el cual da una respuesta a
este problema en el cuerpo @, de los nimeros complejos:

Teorefna fundamental del dlgebra:
Vp €], gr(p) 2 1, I €€, p(z) =0  (659)
de manera equivalente:

cualguier polinomio de grode > 1 con cocficientes complejos

admite, ol menos, una raiz end.

La demostracién de este teorems estd fuera del alcance de los conoci- )
mientos desarrollados en este libro. Los fanéticos pueden “aproximarse” a las
demostraciones de existencia de raices leyende el caso particular desarrollado
en ef tema “Raices”, al final del capitulo,

De este teorema se deduce el corclario; -

cualquier polinomio, f € Clz], gr(f) > 1, puede factorizarse coma el

praducto de n factores bineales (no mecesariamente distintos ).
fa)y=a][tz—z) AmeCi=1,.,n (6.55)
=1

En efecto, por el teorema fundemeniel, existe z; € tal que flzr) =0
Szbemos que esto es equivalente & que existe ¢ € PE), tal que
f{z) = (z — z1)qr(2). Luego, por recurrencia sobre el grado del polinomio
f, ¥ aplicando reiteradamente e} teorema y la propiedad de factorizacion,
concluimos que f(z) = Mz —z)(z —29).{z ~ 2, ) B

Desarrollemos un ejemplo de esta factorizacién. Sea f(z) = 223 — 822 +
0z — 4 = (. Este polinomio admite como raiz z; = 1. Dividiende por z ~ 1:
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2z° —82? + 10z —4:z~1=22" — 6z +4
22° —22°
— 62 + 10z — 4

Gz’ + 6z

4r -4
| 4z -4
0

luego, 22° - 8z% + 10z — 4 =(z—1)(22% — 6z +4)
Fz) =0 (z—1){2% — 6z +4)=0

= 222 — Bz + 4 = 0, que admite 1 como rafz. Dividiendo por z — 1

227 —Gr+d:iz—1=2r—4
—dr 44
—4dzr+4
0

se obtiene la factorizacidn 22? — 62 + 4 = (z — 1){2z — 4), de donde
flz)=2(z — 2)(z — 1)z — 1)

Fs directo de la demostracién de la propiedad {6.55) que si un polinomio
p € K[z], gr{p) = n, es tal que sus n raices {z1,..., Tn}, estén en K, entonces

plz) = Mz — z1).(z — a)-

para demostrarlo basta aplicar la recurremeie utilizada para determinar la
expresién (6.50) B :

También, podemos aplicar el resultade en R[z], entendlfando que los
coeficientes reales pueden interpretarse como numeros complejos con parte
imaginaria nula:

VP € lR{-'l:], p(.’l.") = ,\(.’L 41 )(CC - Zn), A € Ha 23 EGv (656}

Tomemos, por ejemplo, p(x) = 2% + 1. Este polinomio no tiene raices reales,
pero si tiene dos rafces en @,z = £i € €. Ademds puede facto_rlza.'rse en.{E’
{ng en IR) como el producto de dos polinomios lineales: p(z) = (x—1}z+1).
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Lo anterior nos lleva a la nocién de polinemio “no factorizable”, andloga
a la de nimero prims. - :

8.2.4. Paolinomios irreductibles.

Dado f € K[z], gr{f) > 1, diremos que f es irreductible si y sélo si no
es factorizable como producio de dos polinomios de grado positive. O, de
manera equivalente, un polinomio f,gr(f) > 1 es irreductible si y sélo st

(Yo, h € Ki])(f(2) = g(a)b(z)) = (9() = 1) v {h(z) = A), A € K (6.57)

En caso confrario, diremos que f es reducitble.

Eiemplos:
1. Claramente, z* + 1 es irreductible en R[z], pero es reductible en €{z] :
22 ¢ l=(z+ )z —1)

2. Un polinomio lineal p(z} = a + bz € Klz],b # 0 es irreductible. En
efecto: : i
a+bx = glz)h{z) = grg(z)h(z)) =1,

luego:
gr{g) +gr(hy=1= gr{g) =00 gr(h} =0,

en oiras palabras, uno de los dos polinomios es constante.

De esto conclulmos que un polinomio reductible en un cuerpo A arbi-

trario debe tener al menos grado 2.

3. En el cuerpo (Z3,®,-) el polinomio 2% @2 es reductible. En efecto,

omitiendo por comodidad los paréntesis de las clases de equivalencia. -

(z = [z]), setiene: £’ @2 =0 @281 =1 & 93 = 1. Recordardo
queen Zz 3=[3] =[0] = O obtenemos x> @3 =1z’ =1 2.2 =1
= (z = 1) A (x =2). Del teorema de factorizacién mediante raices:

@2 = (z &2)(= &1).
4, El polinomio p(z) = z® & = & 2 es irreductible en Z3. En efecto:
(1) p no tiene raices en Zj:
Siz=0: 080a2=2#0.

Siz=1: 1-1@1@2:1@0:1%0.

(i) Supongamos que p(x) = g{z)h({z), con 0 < gr(g) < 2,0 < gr(h) < 2
lizego, si p es reductible, necesariamente ¢ y A tienen grado 1. Tomemaes
por ejemplo g{z) = a & bz, b # 0. Luego 57 'p(z) = {ab™* & z)h(z),
de dende —ab™! € Z3 es rafz del polinomio b~ 1p(z}; pero si b # 0 las

raices de b~'p{z) son las mismas de p y éste no tiene raices en Zj,

concluyéndose la irreductibilidad de p B3

Recordando que un mimerc entero es factorizable, de manera tnica
(saivo el orden}, como producio de primas, en el anillo de poiinomios tenemos

el resultado anédlogo:

eualguier polinomio f € Klz),gr{f) > 1 puede escribirse de manere
inica (salvo el orden) como el producio de una constanie y polinomios md-

nicos irreductibles:

pla) =[] i) (6.58)

Ae XK, s € N, ¢ € K{z] son ménicos irreduciibles
Demostremos este resultado por induccidn sobre el grado de f:
Para gr(f} =1, f(z) = ar + b,a # 0 de donde:

Flz) =alz +ba™)

y =+ ba™! es un polinomio ménico irreductible {pues es de grado 1).

Supongamos g7(f) = n > 1 v que la propiedad es clerta para polinomios
de grado inferior o igual a n — 1. Si f es irreductible en K{z],

fz)=a+ ez + aar”™, @ #0

= f(:a) = a,l(Zaga;]x{)

=0

que es la factorizacidn pedida. (Observacién: hemos utilizado el hecho que
si w es irreductible = VA € K \ {0}, Mw también lo es; demuéstrelo).

Supengamos entonces que f es reductible, luego:
flz) = glz)h(z), 0 < gr{g) <n, 0 < gr(h) <n.

Por hipdtesis de induccidn:




glz)=X; HQ‘:‘(-T); g; monicos irreductibles

i=1
- hd - .
hlz) = Ag H hilz); - h; ménicos irreductibles,
i=1 -

luego, (z) = Ardogs(2)ogr(@)hs (2). ()
La unicidad queda como ejercicio (induccidn sobze el grado de f)

Consideremos un polinomic con ceeficientes reales, f € Rfz]. Se tiene
la propledad siguiente:

stz €C con Fm(z) # 0, es raiz de f, entonces ¥ fambién es ratz de f.
+

b, b # 0. Come f(z) = &

En efecto, sea s = z

n

f(z):Za;zizﬂﬁia{ziz(j:O
=0

=0
T
&> wf =06 f(z)=0.
im0
Luego £ = a — ¥ €@ es raiz del polinomio f B
Podemos resumir 1o anterior dictendo que:
Las reices complejas de uwn polinomis con coeficientes (6.59)
‘ .5

reales ocurven en pares conjugedos.

Interpretandec los coeficientes del polinomio real f como niimeros com- -

plejos, con parte imaginaria nula, se tiene {ver (6.56)):

-
fley = 2]z = 2). 2 €€ (6.60)
=1 .

51 zy tiene parte Imaginaria nula, entonces el polinomio lineal
z —z; € Rlz).

Siz;=a+ b, b0, setiene de (6.59) que Z; es también rafz, en €, del
polinomio f. Luego, en la descomposicidn {6.60) aparecen ambos polinomios
T ~ zj, ¢ —Z; €C[z]. Multiplicindolos:

]

x? - e — g+ i
2t —{a— bidz — (a+ bz + (a+ bi){a — bi)
= 2% = 2ex +{d® + V) € R[z),

(& —z; ¥z —Z;)
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que es un factor cuadritico de f, irreductible en |

De donde concluimos que:

Un polinomie con cocficientes reales, f € Rz} se focloriza,

en Rz}, en polinomios lincales y cundrdiicos irreductibles. (6.61)
Ei;emplo: Sea f(x) € Rlz], flz) =z* — 2:c2 +z~2 Ciaramente:

fa) =22z = 9) + (2~ 2) = (3 - 2)(s* + 1),
cuyos factores son irreductibles en J[z]. ’i‘omar}&) f come polinomio en @

Hz)=(z=2)(= + i)z 1),

que son elementos irreductibles de Cz].

6.2.5 Relacidn entre raices y coeficientes polinomiales.

Para terminar este capitulo, estableceremos, en el caso de un cuerpo
K infinito, una relacién entre los coeficientes y las raices de una funcidn
polinomio. Consideremos, por ejemplo, la ecuacién polinomial <ibica en un
cuerpo K, infinito: :

CFlEy =2t b art fagr g =0 €KX

y supongamos que sus tres ralces ry,r,rz estan en K. Factorizando, y te-
niendo en cuenta que [ es ménico:

(z =)z —ra}{z —13)

= 3?3 -+ (-—7‘] — Py — T3 )332 + (?‘1’!‘2 + 173 + rers )x + (—1"17‘21"3).

=)

il

Como esta igua}dad_es valida Yz € K, vy [K] = +oo, obtenemos, de la
propiedad {6.53}; la igualdad de coeficientes:

ay =1l,ap = —ry —rz — T3, a; =TT + 1175 + 7273, G = —T172T3.
En el caso general, si {r1,...,7»} € K, son las raices del polinomio ménico:

fle)=a" +apaz™ + .+ @z + g,
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obtenemos, igualando coeficentes, cuando el cuerpo K es infinito:
ap = 1
: - )
Ap-y = {—1)1 Z?‘,‘
i=1
an_y = {—=1)* Zr;ri

i<J

A~k = {_l)k Z LETE T

B i iy

ag = {~1)"ryr0..m.

Demostremos (8.62), por induccidn sobre el grado de f. Sirq,---
- ¥

r - 3 T
son las raices del polinomio ménico f(z) = 2™ + an_g2™ ' 4 -« Lz +Ja i
. : o -1 ' 1 04
entonces f(q,) = {(z—ru)g(x), donde g es ménico, gr{g) =n-—1yr T
son las raices de g. Ahora bien, podemos escribir o

glz) = R L R brx + by
¥ por hipétesis de induccidn, se tendri:

bnui =1
.n=1

bypg = (—1}] ZT‘;
i=1

bug = (=1)? Z T

i<
(LFE{1,....n=1))

(_1)11._]?_] e Ta—1.

zg(z) — rng(z)
= (2" + bpaz™ e 4 b2t o Byz)
= (ra 2" b raba@™ T by £ ).
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Reuniendo los términos semejantes del polinomio:

flz) =a" 4+ (ba—z — ra)e o (bos - rﬂgn;2)$n—g .
oo {bo — Tnbs )z — Tabo, obtenemos :

o =1

bz = 1) = (=10 Qi

i=1

H

dn—1

. r—1

Gp—2 == (bﬂﬁ;; — T'nbfl—Z) = (—1}2 Z T+ (—1)2 Z ritn

) i =1
= (—1)2 - Z ?‘,:7'}'

i<
Lig{rn-1)
i<j

l',jE{l,A..,n]
y sucesivamente hasta tp = raby = (=1)%ry.r, B

Las identidades de (6.62) son ttiles para calcular las rafces de una

ecuacidn polinomial cuando conocemos alguna relacién entre ellas. Por ejem-

plo, consideremos el polinomio real p(z) = 22% — 82% + 10z — 4, con la

informacién adicional que dos de sus raices son iguales. Sin pérdida de gen-
eralidad consideremos las tres rajces ri,rz,7s tales que r1 = ra. Recorde-
mos que las identidades de (6.62) son vilidas para un polinomio ménico.

Luego, dividiendo p{z) por az = 2 no alteramos sus raices y obtenemos

g(z) = 2® — 42% | 5z — 2. Aplicando (6.62):

=—4

—ry— Ty — iy = 21 —T3 =

TR

2 a1
172 + 77y frery =1y + 21‘]1“;] = -f-z" =3
e By = D
— Pyrery = T T T
de donde obtenemos el sistema:
2]"1 +r3 = 4
2
Ti + 27‘1 T3 = 5
2 =
73 = 2,

dory = 4—2r; en la segunda ecuacién, obtenemos las soluciones

Reemplazan
= £). De la

de una ecuacidn de segundo grado (r1 =Ly =2) A (= irs
tercera ecuacidn se concluye que las ralces sonm =1y ry =2 ]
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Ejercicios.
.
Numeros eomplejos, '

1. Determine todos los nirmeros corﬁp}ejbs, tales que:

z—12 5 z—4
=il= 3 i=t

2._ Demuestre que ¥z € €, |z] = 1, puede escribirse;

14 ot
z= o a€&lR,
1— 1

determine el.valor de o 'en funcién de Arg(z)..

3. Calewlar: V=T, *yT+7, VA& -3, (L3iy0,

4. (a) Muestre que la ecuacidn:
Zortazgi+ k=0 con k€ R,z €€ (fijo)

representa & una recta perpendicular a 05 d
v donde P,
. plano asociado a z. b o o punto del
(b} Sea %y +dyn = {1+ v/3i)". Probar la relacién recurrente
Tn—1ln ~ Enln-1 = 22“_2\/§~
5. Resolver end: z% + 32 L+ % =10,
5. Resolver 28 =4~ . :
7. Sean ¢ MN,n = 2. Considere wy = e"lnﬁ, k=0,1,...,n - 1. Pruebe que:
(a) (wi} =(w;)*, kjec{0,1,.,n— 13. .

{b) w,:'j = (wi:)_

n—ti M-
(¢} Pruebe que wlwyh =40 ST K ]
Lgo v 0 sij£k P ke 0,1, n-1}.

n—1
(d) Pruche, ademds, que ¥ wy = 0.

k=0
8. Sea v €€, Jul < 1. Pruehe que:

<1 sifz]<1
=1 silz]=1
>1 iz > 1L

’-1—&-2

9. Pruebe gue si w es raiz cibica de la unidad, entonces

—=3iV3(b = c)e — e)(u — b) = (ew? + bw + a)® ~ (bw? + cw - a)y.
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5
&

iZET

10, (a) Prucbe que ¢ ko= 1, = —1, €5 raiz de p{z) = 1+z+. 42771

11,

i2kx

=}y concluya que

. n—1
(b) Deduzca que 1+ 2+ ...+ 7= [[{z—e
F=1
e H(l - cos(T)).
E=1 ,

i 2% =1y {z+1)" =1, pruebe que n es divisible por 6 y que 23 =1,

Polinomios.

12.
(a)
(b}
13.
14,

17.

18,

19.

20.

. Dado que el polinomio p(z) = =

Dividir en R[z]

Fz) = «® + 22% — 1 por gz} = 25 +2

HOEE 3z% 4 227 — 5+ 3 por g{z) = zt — 2z + 1.

Caleules med(z®,2%),med(1, 2}, med(z* — 3z +2, z2 +-2z - 1)

;En qué condiciones un polinomio de segundo grado es irreductible en
IR?, (Qué sucede en €7 )

4 £;% 11022 — 122 + 8 posee sélo rafces
complejas, y una de ellas tiene médulo 2, encuentre todas las rafces del
polinomio. B

. Determine un polinemio cuadratico con coeficientes reales gue admita

como raiz .
i

Cl4id e
T+

Z0

Considere el polinomio con cocficientes reales no nulos:
N4 3 2
pla)==x" +asz” + a:z 4 ayx + ag-

(a} Pruebe que si p posee una raiz imaginaria pura, entonces
D el 4 wdd = wogas. .

(D) Siay = -8t =y @ = —32, encuentre ap de modo que 7o = 2
sea una rafz cuddruple de p. .

Descomponga el polinomio p{z) = 2% — 3z° - 4z + 1627 — 48z — 64 en

polinomios reales irreductibles. (Indicacién: —1y 4 son raices de p}.

Determine & son o no reductibles los polinomios siguientes (en caso de

ser reductibles de la factorizacién):

(a) 2* =222 +1y z°+2en R

(b) 2% +3z—1en), KL

(c) 2? Bz B en &y, &5, 27

(d) oD len Zo. )

Demuestre, utilizando el algoritmo de la divisién, que para ¢ € R:




22.
23.

* 24,

25,

* 27

mn : *
L n : . n [
{a) =42 = 3 gi-ign~ig 28~ Deduzca que 2" + a” no es divisible

im=]

por x — g para a ¥ (.
(b) Dé expresiones cerradas para (z" — a®)/(z + a) y estudie la divisi-
_ bilidad segiin la paridad de n.
21. Via un ejemplo (en (Z,, @, ) para algiin valor de n), muestre que si 7,
" tiene divisorés de cero: 3f, g € P(Z,,) tales que: §r{fg) < gr(H+grig).

Demuestre que tode polinemio real p, de grado impar, es epiyectivo.
En el plano complejo, los vértices de un tringulo ABD estén dadoes por

ias raices del polinomio p(z) = 2* — 3pz® 4 3¢z ~ r. Muestre que:
g q

(a) Bl centro de gravedad del tridngulo est4 dado por z = p.

(b} Si el tridngulo es equildters, entonces p? = g.

Considere el algoritmo de Horner para la evaluacién del polinomio

pz)=anz" +an_1z" ' + .. fazz+ ag, en zy:

hn+1(30) =0 hk(Z(}) =zZp - flk+](20) + Tk, k =T, R - 1,...,1, 0.

(a} Pruebe que ho(z9) = p{z) (use induccién).

{(b) Indique el ndmeroc de sumas v productos que efectia el algoritmo,

en funcién de n.

Considere plz) = 2™ + ;2" + .. 4 an_yz +a, v su descomposicion

Muestre que

"

plzy=[{z—=) (et

k=1

H(l + Zf) = (an B o PR )2 - {an—] — Qn-3 + )2

k=1

. En IR?, considere los puntos (z;,4:),7 = 0,1,...,n. Anotemos p;

011,30k

al polinomio obtenido por las férmulas recursivas:

1) piz) =0

2) pigis.ifz

y = (z=2igdpsyiy. iy (= (x—xi Ipigiy iy, (2)
- Tiy, ~Xiy

=0

Pruebe que pi;, .0, E

Lo .7
Pigigdy ! -

= y!.j

ok iCudl es el grado de

Consideremos el anilio de polinomios ([z]. Definimos por recurrencia,

dados 2,21, ..., 2n, ... reales diferentes, la diferencia dividida:

é
510---:;; (p) =

éz0{p) = plzo)

Il,---,In(p) - 5-'5_0.---,-«'771—1 (P) .

7€ Qfz].

En —ITp

7 (a) Pruebe que si p tiene grado n, entonces &z, ...,

(b) Pruebe que, si p,g € Q]

) =0 ¥i>n.

Srgrza(P @)= by 2u(P) bar.2a(9)
k=0 .

{use induccidn sobre n).




TEMAS CAPITULO VI

1. Raices.

2. Descomposicién de fracciones racionales.
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1. Raices.

Como lo comentamos en el capitulo, la demostracién de existencia de
raices en © (teorema fundamental de dlgebra) escapa al nivel de este libro.
Sin embargo, algo podemos hacer en el caso de polinomios con coeficientes
reales ¥ de grado impar. Demostraremos que

un polinemio de grado tmper y coeficientes reales admiizs, ol menos, une
rafz real. o

. B n .
La idea de la demostracién es simple: dade el polinomio plx) = Y, ajz7,
=0

gr(p) = 1, veremos que para un velor “grande” de la variable z, el signo
del polinomio (pasitive o negative) sélo depende del término a,z™. Come,
ademds, n es impar, este valor cambia de signo para los valores = y —ua:
plz) = —p{—=z)- '
Dade que una funcién polinomial es continua (al dibyjar la curva no se
levanta el lapiz) determinamos un valor, z*, donde el polinomio “corta” el

eje x.

Para demostrar seriamente la existencia de la raiz, probemos primero la

propiedad:
-1 M
IZ azx?| < |a,g? (Ve IR (2] > ol +1), (6.63)
j=0"" : ™
donde M = max{la;|: j=0,---,n— 1} y [+ ] es la funcién médulo en .

En efecto, de las propiedades del mddulo:

) n--l_ ) n—1 o n—1
> ez <Y ol Jelf <MY lal
j=0 i=0 i=0




Como esta sumatoria contiene los términos de una progresién ‘meométyi-

Cal

lZaJxJKM!,iI -2 (,, i,

pero, por hipétesis, [z| > T—T + 1 &= a,] > TT— De donde

j=0

-1
13 0j27] < lan] - feI” = Jans™| BB
=0
De este resultado se desprende directamente la propiedad

M, (6.64)

lax|

sgn(p(z)) = sgn(anrz“) (Vz ¢ B)(|z| =

' 1 siuxd
sgn{u) =90  siu=0

-1 stu<(.

donde

En efecto, supengamos que, para [z]| > Tﬂﬂnf +1, sgn(p(z)) # sga(an.z™).
Se tiene dos casos:

1. (p{z) > 0) A (ax2™ < 0).

2. {p(z) < 0) A(ayz™ > 0).

Observemos, que, si p{x) = 0, entonces = es raiz, demostrandose la

existencia.

Analicemos ¢l primer caso:

n n-1 n—]

> Ca;aT > 0= —a 2t <y aied <) el
by n K =~ F L.

=0 =0 =0

Como a,z™ < 0, concluimos:
n-1 )
lanz™| < |} ajz’],
=0
lo cual contradice (6.63).

En el segundo caso:

A n—1 n—1 .
Zajar] <0 &= |a, 2™ < — Za,-:cj < IZaja:j{,
=0 =0 3=0

364

en contradiceidn con (6.63)

Supongamos ahora que gr(p) = n es un nimero impar. Afirmamos
entonces que: ) 7
o M M
p(z) admite une rafz =¥ € IR en el inlervalo J— ==~ 1, = 3L
. ' [ax] 2]
- En efecto, sea [z]| > -i%[ + 1. Como n es impar:
sgnfan(~2z)") = sgn{—aqz™y = —sgn(a,z").

De la propiedad {6.64) se tiene entonces:
sgn{p{—z}) = sgnlan(—z))" = —sgnfa,z”) = —sgn(p(z)).

Es decir, sgn(p(—z)) :74 sgn{p{z)), o, de manera equivalente, el poli-

nomid cambia de signo en los valores —z y .
Como un polinomio es una funcién continua {se traza. su grafico sin

levantar ¢l ldpiz del papel), existe un real z* E] 7 1, Iﬂ [+ 1] tal que
plet) =0 B

En base a argumentos similares, analicemos ahora el caso siguiente:
supongamos que ¢r(p(z)) = n es par y sgn{an) # sgn{ag), (el término
constante y el asociado al grado tienen diferente signo). Tenemos entonces:

El palinomio p(z) admite raices reales, 21, T4, donde
r; €] — |—1G[y‘£2€},‘ai+1[

lan

En efecto, si tomameos ¢l valor de —2 < 0, con |z| > ]a_A/.‘:l + 1, sabemos

que

sgn(p(—z)) = sgn(an(—2)").
Como n es par, (—z)* = 2™ >

'sgn(p(k:y)) = sgn{an,z™) = sgnia,) = sgn(p(z)).

Por otra parte sgn{p(0)) = sgn{ag).
Luego, sgn(p(—)) = syn(p(z)) = s9n(a) # sgniao) = son(ri0)).
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Por continuidad de p(z}, conclu]’mosrque:
(3a1 €] = 2,0[, pla1} = 0) A (322 €)0,2[,p(z2) = 0) B

Aplicacién: Consideremos el polinomio p{z) = z* + 32 + 2% — 3z — 2. Del
resultado anterior: a, = 1,00 = ~2, M = 3. Aseguramos asi la existencia de
dos raices reales en los intervalos | — 4,0[ y 10,4[. Se tiene

p(—4} =90y p(0) = 2.

Evaluemos en © = =3 : p(—3) = 16,p(0) = —2. Evaluando en z = —2;
p{—2) = 0, determinando la raiz z = —2. Luego, dividiendo por el factor
lineal (z + 2): -

plz) = (z+2)(z* +z? —z = 1).

Denominemos g(z) = 2*+z?—x—-1, que es de gradoimparcon M = 1,a3 = 1.-

Admite, entonces, una raiz en el intervalo. ] — 2, 2[. Evaluando en 2 = ~1, se
obtiene p(—1) = 0, luego x; = —1 es raiz de ¢(z). Dividiendo ¢ por el factor
z+1: :

T pe) = e+ () = (e 4 e + D - ),
obteniéndose la factorizacién p(z) = (z + 2}z — 1)(z + 1)? y las raices
z=-2,z=—1(doble),z=1 B
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o. Descomposicién de fracciones racicnales.

2
. . . . [ .
Consideremos el cociente polinomial h{z) = 2—,,;;%_—23, suponiendo que

| jos polinomios pertenecen a IR[z). Una expresién de este tipo la denominare-

mos fraccion racional (observe que el grado del denominador es mayor que
el del numerador). Pero, ;qué podemos hacer con ella, aparte de mirsrla?,
pues bien, s¢ descompone en factores “elementales”. Para ello factorizemos

el denominador en polinomios irreductibles:
-2z = 3:(:1_:2 +z—2)=za(z—1)(z+2)

Vemos que los factores son “lineales” (polinomios de grado 1). Ez tal caso

escribimos , _
R a b e
U S
a(z — 1)(2 +2) + bz{z + 2) + cz{z — 1)
& hlz)= Iz — 1)z +2)

_ {a+b4e)a? +{a+2b—¢)x—2a
- w{r — 1)z +2) ’

Como R es un cuerpo infinito, podemos igualar los coeficientes de ambos

muneradores, obteniendo

a+b+e =1 bt+c=4 b="7/3
a+%—c=0=2—-c=3 = ¢=35/3
—2a . =5 o =-3 a=—3,
de donde,
My b
0 3z—1) 3z+2)

que corresponde a la descomposicién de h{z) en factores elementales.

Ahora bien, en el caso anterior el polinomio del denominador se des-
compuso en polinomiales irreductibles de grado uno ;qué sucede si a;;areceﬂ
. z°—8z48

alli polinomios de grador dos? Consideremos, por ejemplo, h(z) = =515
Descomponiendo ¢} denominador en F[z]:

22—zt —d=(z - 2)(z* +2+2)
Ademés, z2 + = + 2 es irreductible en R[z], puesto que sus raices son

—1+i7 c i

2
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En este caso, el factor irreductible cuadritico aparece con un factor
lineal, bz + ¢, en la descomposicidn elemental:
a bz + ¢
; + - .
r—2 z?4+z+?2

h{z) =

Igualando términos semejantes, obtenemos el sistema:

atb=1a—-2b+c= 6,202 =8,

de donde, a = —12,b = 13, ¢ = 32, obteniendo la descomposicién:
—12 13z + 32
h =
@) t—-2 zi4r2

Determinar factorizaciones como las anteriores corresponde, en tiltima instan-
cia, a determinar soluciones de sistemas de ecuaciones, donde las incégnitas

corresponden a las constantes que aparecen en las fracciones elementales.
Vearnos que esto es, al menos, posible en el caso particular h(a) = ?Eﬂ , con
f.g € Rlz],gr(f) = 3,9r(g) < 2y las raices de f,{z1,22,%3}, son distintas.
En esta situacién afirmamos que ‘v’g e Riz],gr(g) < 2, existen constantes

a1, az,az € IR tales que:

a as as

hlz) =

+ .
X o-— Iy T — I3 r— I3

En efeéto, consideremos g(z) = bo + biz +boz?, by € R, 1 =1,2,3. Igualando

coeficientes se obtiene el sistema de tres ecuaciones:

a + ap + as = by
—(zp + z3)a; — (&) + z3)az — {zy +z2)as = b
Cmpwsoy b arizads + zpzpaz = by,

Eliminando la variable a; de la segunda y tercera ecuacion:

. ap  +az +az = b
—(zg — z1)e2 + (z3 — m1)as = bs + (z2 + 73 )b
23(2:1 - l‘g)ag + ..”:2($1 — I3 }a3 = by — T27302.

Eliminando la variable a; de la tercera ecuacién:
g1+ ag +ay  =b
(27 — z1)ez + (x5 — 21)ag = by -+ (22 +73)b2

(.‘1’?3 — T )(’L"3 - :T:Q)(Ig = bg + .Tgbg +.’L‘3b1.

Como las rafces {z1, g, 23} son distintas, el sistema anterior tiene solucién,
cualesquiera sean los coeficientes {bg, by, bg} € R. Basta despejar as,eq,ay,
desde la tercera a la primera ecuacidén B

Recordemos qué fe Riz] siempre se puede descomponer en un producto
de factores lineales y cuadréticos irreductibles (ver (6.61)):

flz)=(z —z1 o (:c - wo)™ (arz® + bz + e )P o amz? + b+ em )P

T >"1, 1=1,..,% m>2l i=1,.,m.

En tal caso, si gr(yg) < gr(f) 51empre es posible descomponer h(z) = (rg .

coIno sigue:

ry

_ 15 : & Qs o
h(m)_Z—————{%W +...+J‘=Zl——ﬁ--—($_$s)3‘ (6.65)

J=1

Bs T+ Cmj

51_15’3 -+ C1;
; {ay2% + b+ )P + ; (@ma? + bz + i )

Fs decir, cada factor, con argumento lineal, de la forma {z — z;)7, de la
factorizacién de f, da origen a r; fracciones elementales:
(L35} 224 Qir;

(w—ai)  {z— @) e (z—z)me

Cada factor, con argumento cuadratico, irreductible (azz? + by + cx )%, da
origen a p) fracciones elementales:

briz + ¥ brat + k2 Brpr T + Chpy
(arz? +hez + o) (axa? bz + ) T {oem® o+ bpz o)

La demiostracién de este resultado puede hacerse verificando que el sistema
asociado, cuyas incégnitas son las constantes, tiene solucién cualquiera sca
el polinomio ¢ € R[z], gr{g) < gr(f). La demostracién es larga y requiere
un buen conocimiento sobre ia resolucidn general de sistemas de ecuaciones,
tema que abordaremos en el préximo capitulo.

Ejercicios.

1. Factorize en fracciones elementales

(a) z¥412z-1

3+3:c7—4

(b) 2+])4
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{C) 5+2;3+I
—6z+1
(@) it
9. Utilizando el algoritmo de division de polinomios, demuest;e que si
gr(g) > gr(f) puede escribirse:

(z) = frgﬁ o(e) +-J’L{(3, o) < gr(h)

y, en consecuencia, descomponer h en la forma: A{z) = ¢{r)+ E si(z),

=1

donde s; son fracciones elementales.
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CAPITULO VII

En esla mairiz se forjaron
nuestros héroes.
" {alocucién castrense)

ALGEBRA MATRICIAL

Recordemos que una matriz, A, de m filas v n columnas con coeficientes
en el cuerpo K, es una tabla de doble entrada:

a;; €KX, Vi=1l,.m, 7=1..n

Notamos también la matriz como 4 = (a,;) y denominamos My, (K) al
conjunto de todas las matrices de m filas y n columnas con coeficientes en €l

cuerpo K. 7
Dadas dos matrices 4 € My,,(K),B € M. (K), diremos que son

iguales s1y sélo si:
{m = mIA(n=nYANVie{l,...m} Vi€ {1, ..,n}aij=b;) (1.1)

La idea es construir una estructura algebraica sobre M,,.(K) a partir de las
operaciones definidas en el cuerpo . De manera andloga al procedimiento
empleado con matrices booleanas y de permutacién, se define la suma de dos

matrices como sigue:
Dadas A, B € an(K:) :A4+B = (a;‘j‘*-bg'j).' (72)
Por ejemplo, en {IR,+,-):

1 2 3 + 0- -1 2y (115
0 -1 -2 ¥ 1.2/ \3 00/
Es facil verificar que (M, (K), +) tiene estructura de grupo abeliano: la

suma es asociativa y conmutativa, como herencia de las misias propiedades
en el cuerpo K. El neutro aditivo es-

0 € Mpn(K)."

1l

El inverso aditivo de A = (a;;) es —A = (—a;;)
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Por ejemplo, en Ma3(C):

i 00 i 0 0y _
(1 i 0)*(4 i o)—

_i=i 040 040)_ (0 0 0\ _,
TA\I-1 —i+% 040/ N0 0 0] 7

i 0 0Yy_{-i 00
S\l = 0) T \~1 1 0/

. Dadas A = {ai;) € Mu(K), B = (bi;) € Mn{K) se define el producto
C = AEB como ‘

Luego,

C=(ey), cis = Zaz’kbk_j Vi, 7. (7.3)

k=1

Claramente, & € M,.,(X).

E}'em_glos-: ’
- En (IR, +,°),
‘ 1 -1 0
A“'Cl 2..1)EM23(R)
1 2 -1 0
B = 1] 2 -1 0 EM34(IR)
1 0 -1 9
1 2 -1 0
w=A-B=(T T 0V g o 21 o)=L 0 0 0 canm.
12 1 10 -1 1 2°6 -4 1

—ED (Zg,@,'),

| (o)

] 2] (1) | € Ms(Zs)
I} [2] '
]

]

0
. [1
B.Z ([2 ) < Msj(Z;q)
1]

[9})
= C=ADR= [1] S ﬁ431(23).
: 1]

CEn @©+),

A= (i, i, 0) € Mis(©)

B= (1) € M ()
0

= C=AB=(~i+i-140-0)=(1+1) € M (@) =C.

La multiplicacién de matrices no es necesariamente conmutativa. Por
ejemplo, en Mya(IR) :
10 g 0y f0 0
0 0 2 0/ \0 0,

(20) G o) = o)

Dos propiedades importantés de la multiplicacién son las siguientes:

la multiplicacién es asociative; s1 A € Mna(K),B € My (K),C € M, (K),

entonces:

" A(BC) = (ABYC € M (K) {7.4)
- distribuye con respecic a -+ dadas A € an(iC),B, C € M,,{(K), entonces

A-(B+4+C)=AB+ AC € My, (X). (7.5)

La asociatividad se verifica de manera similar al caso de matrices con
slementos 0’s v 1’s (vea parrafo (5.8.4}). Demostremos entonces la distribu-
tividad. Denominando E = A(B + C), se tiene:

N .
&ij = Zaz’k(b;‘:j“Fij) vie{l,...,m},je{l,..., s}

) k=1 : C
Como, en R, la multiplicacién distribuye con respecto a la suma:

n
ei; = Z{aikbkj + aircr;)

=1
.Tl "

“—_Zaikbkj+ E @ik Chj.
k=1 k=1

De la definicién de multiplicacién matricial, se obtiene E = AB + AC B
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Un caso particular muy importante es el de las matrices cuadradas, es de-
cir con igual nimero de filas y columnas. Como virmos en (5.8.4), (Mna(K), -
admite un neutro multiplicativo, denominado matriz identided:

10 - 0
g1 -0 0 siid#]
=1 = {8z 5‘5“{1 sii=j.
g0 -1
En efecto; dada A € MoK}
_ . . 10 0
) 1 eneees 1n 0 1 0
Al = .
’ 1475 RITTY Onn o 0 - 1

= (Y aubiy) = (i) = (a) = A B
k=1

De los resuttados anteriores concluimos que
(Mon(K), +,-)es un anillo con wnidad (exisie neutro pera -). {7.6)

Dado que (M, (K, ) tiene un elemento neutro I, es intercsanic pregun-

tarse si sus clementos poseen inverso. En el contexto particular de matrices

cuadradas, 4 € M, (K} es invertible si y sblo st existe X & Mo (K} tal que:
AX=XA=1 (7.7)
De existir una matriz X que satisfaga (7.7) la notaremos X =A"

Pero, no todas las matrices cuadradas tienen inverso multiplicativo, por

ejemplo, en Maa(It), la matriz (i Z) no tiene inverse. FEmn efecto, si

existiese el-inverso, digamos (Zl z_z ), deberia verificarse:
3 ¥4
1.2 z1 #=2y _ [1 0
2 4 23 za,) \O I

o . $1+2I3 I2+21“4 _ 1 0
2z, +4zy  2zg 443y BRUERY

& oz +2z3=1

] +2I4 =10
2z + daz = 0
2z + 424 = 1_

. s T S .

De la primera ecuacin, multiplicada per 2, obtenemos: 2{zy +2x3) = 2.
Pero de la tercera ecuacidn, 2z; +deg = 0. De esta contradiccién concluimos
que el sistema po tiene solucion B

En oiros casos existe inverso, por ejemplo, en Ma2(H),

- C07-(%)
T eneN-6Y

O bien, en M2},

En efecto:

N A A AN A oy _ /10
0 — 0 )7 0 —2/ 7 \0 1
También del parrafo (5.8.4), sabemos que las matrices de permutacion
son invertibles. Bn efecto, sea A = (ai;) una matriz de permutacién, es decir,
gue tiene un uno y sélo un uno, por filas y por columnas. Consideremos

la traspuesta (intercambio de filas y columnas definido en & capitule TIT),
fA = (bi;). Calculemos € = A'A. Se tiene .

T

i = Z L‘L,‘kbkj.

k=1

Como A = (b;;} consiste en intercambiar las filas por columnas, se tiene que

bkj = Qi
T
cij = Z,aikﬁjkv
k=1




Si i # j, el valor aja;: = 0. En caso contrario, tendriamos @iy = aj; =
1, es decir, la columna k tendria dos unos, lo cual es una contradiceion.

Concluimos entonces que ¢i; = 0, Vi # j.
Sii=3: . .
n i
m 2
Cif = E Qik - Qik = E Lik-
. k=1 k=1

Como 0;1'1. € {0,1} entonces ¢ = 3 ax = 1, pues la suma por filas v
= . .

columnas es exactamente uno. N . )
Hemos probado, entonces, que € = A*A = I, luego A es invertible y su

inversaes A7l = A4

7.1 Matrices particulares.
Diremos que A € M,,{K) es diagonal si y sdlo si aj; = 0, Vi #
a3 : 0

e : (7.8)

0 Onn

es triangular superior 81 y sélo sl aj; =081 > 7t

a1 d1z2 . dim _ _
o] Poem e (79
0 - 0 agpn

es triengular inferior siy sélo si ;=081 < 1

a7 O 0
o0 0
A | (7.10)
0
n1] G@p2 '+ 7 Oan
Eiemplos.
/0 0 0 1 0 0
A=10 2 0, I=|0 1 0] sonmatrices diagonales.

0 0 32 g0 0 1

376

1 2 3 /0 0 0 tri - I .
A=loo 1] B=[1 2 o son m'afru?es trlangtz‘ares, s?peraor
00 2 2 -1 3 € }p Erlor respec lvamen <.

Dada una matriz 4 € M, (K) notaremos su i-ésima fila como:

A = (01, ai2, ..., ain) {1.11)
¥ su j-ésima columna: '
a1y
az;
Ay = : (7.12)
Ay

Podemos escribir entonces la matriz: A = {A.), 4.2, ..., Aen ), denominada

nolacion por columnas. O bien:

44-20 '
A= . , correspondiente a la notacidn por filas.

A
Dada una constante A € X, definimos la matriz A ponderada por A:
| A = (ha); (7.13)
por ejemplo en Moz (R): _
3_(1 ~1 o):(3 -3 0)_
' 2 21 6§ 6 3

Veamos ahora qué sucede al multiplicar por la derecha o izquierda una
mairiz por otra diagonal: -

o f2o0\/1 1 2\ (2 2 4
DA,“(O 3)(2 0 1)“(6 o 3)

constatamos que la primerafila aparece multiplicada pbr di; = 2y lasegunda

) g_(fz}
g/ \% 0

por dag = 3.

=Y

=

>

fl
TN
o
Lom TN V)

20
0 1
0 0

o
R




Aqué, la primera columna de A4 aparece multiplicada por 2, la segunda por
1, la tercera por 3. En general:

’ ) )\] 153 )\1 Qip
A 0 G G Azazy o Asagp
\ 0 '- /\n \ dn1 . - . a'rlP Ananl _'_ . /\‘nanp )
iy oo bin Ay G Arbie Al Anbin
by 0 bpm 0 dn/  NAtbpr Azhpz o Anbps
De forma mas cl:ompacta, si la matriz diagonal es D = diag(A1,..., An)
Al AI-
DA = : - (7.14)
Al’l Aﬂ’
BD = (M B,y AnBan). : (7.15).
Demostremos (7.14): -
Ap 0 ..
)\,‘ Si =7
Sea D= -=(dfj);du‘-={0 sii# ],
0 An

luego,

Da= (Y diar;) = (diaiy) = (Niass)

k=1-
Aan )\1&1;:
= : =
Aplpl - Aﬂan?

Otra propiedad, que utilizaremos més adelante, es la siguiente:

el producto de matrices triangulares inferiores (superiores) (7.16)

es iriangular inferior (superior).
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Verifiquemos el caso triangular superior. Sean

TR T T
TI _ [:J [50] . az‘ﬂ. , _TQ _ G b.22 P an
0 - 0 apn/ 8 - 0 ban

Luego € = Ty - Ty = (ciy), donde: ¢i; = 3 aibe;. Como 77 y T son
- S |

triangulares superiores: (a;e = 0) A (bje = 0) V¢ < i. Supongamos j < 1,

luege '

. i—1 n
cij = Zaikbkj + Z aixbg;.
k=1 k=i
En el primer término k < 1 =» aj; = 0. En el segundo término j < < k =

br; = 0, luego ¥7 < ¢, ¢;; = 0. Lo cual prueba que la matriz C es triangular
superior

7.2 Potencias, traspuestas, inversas.

Tal como lo hicimos en capitulos anieriores con matrices de 0’s y 1's
definimos por recurrencia la potencia de una matriz:

Dada 4 € M,.{(K):
A=, A" =4 A" n> L (7.17)

Por ejemplo; dada A € M33(Z;5):

01 2
A={2 0 0|, (los coeficientes son clases en Zj3 : z = [z])
11 2 '
0 1 2 01 2 1 21
A=A . A=1]2 0 0 2 0 0]|=(0 2 1
11 2 11 2 10 1
01 2 1 2 1 2 2 0
A=4-47=12 0 0llo 2 =2 1 2
11 2 1 0 1 0 1 1
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Recordemos que dada una mafriz 4 = (a;;) € Mmn(K), se define su
traspuesta como ‘A = (aji}. Por ejemplo: .

1 2 0 0 .
,4. == U 1 O 1 3 1A =
1 1 01

[ R N
D
=

—1

A= (17 -1, 0, §, 1)1 ‘A= 0
0

1

1 2 1 1 21
A=1t2 0 1], A=[2 0 1
1 1 4 11 4

En el tltimo caso vemos que A = 'A. Diremos que una matriz 4 € Mn(K)

€s
siméirica 81y s6lo si A = "A. (7.18)
Es facil verificar que A es simétrica si y solo si:
ai; = gy Ye,1=1,..,n. (7.19)

Algunas propiedades de la trasposicién de matrices son las sigui‘entes:

{A)=A,  YAE MuaK) (7.20)
(A -B)="'B-'A (7.21)
Si D € Mun(K) es diagonal: ‘D = D. (7.22)

Demostremos (7.21):
Sea C=A-B,Y == YA-B). Enla posicién (1,7) de la matriz ¥’
aparece el término ¢j; de la matriz C:

n
?jij = Cji = E (Ijkbk{,
k=1

Consideremos X = B 'A. El término z;; estd dado por la multiplicacién de
la i-ésima fila de ‘B por la j-ésima columna de 'A. Pero:
la i-ésima fila de 'B corresponde a la i-ésima columna de B : (b, ..., bai ).
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- la j-ésima columna de 'A corresponde a la j-ésima fila de 4 : (a1, ..., @in)

Luego, :
CLJ’]
. a.2 n .
J . .
zij = (b1iybos, . bai}d 0 | = E beiegr = yis;
- E=1 )
ajn

dedondeY = X H

Algunas propiedades elementales de matrices invertibles son las siguientes:

Sean A, B € M,.(X) invertibles, entonces

La énverse es dnice, (7.23)

(ABYy™ =B1a™! (7.24)
(An)frz(A—l)"_ ¥n >0 (7:25) |

(A= a™) (7.26)

En efecto:
(7.23) Supongamos 4 invertibley X, Y € Mp.(K) tales que:

AX=XA=1T
LAY =YA=1T

luego, V{(AX)=V T & YA X =Y oI X =Y & X =Y.

(7.24) AB(Bf]A"I) = A{BB;l)A—l = ATA"! = A4~ = I. Como la inversa
es tnica (AB)~! = B~1471, '

(7.25) Se verifica paran = 0,1. Supongamos cierto para n y demostremos para
o+ 1:

()T = (4 4)7 = A A,
por hipdtesis de induccion

- A—-I(‘A—l)n — (‘4—1)?;t+}.
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. - ‘ ) 031 @iz &

(7.26) Se tiene 4-A 1 . J, trasponiendo:- . _ 1 @2 G
’ ' : Gg1 Q42 043

az1 G2 G33

(aAT) =T e AT a=T
agy .03 23

finalmente, por unicidad de la inversa: (A7 =1AT) B , La matriz resultante corresponde a permutar las filas 2y 4de A

Anglogamente, seé B € M3 (IR):

7.3 Matrices elementales.

) - 170 00 ,
_ : . . 8.4 by bz bz big 00 0 1 by big bz bio
Un tipo pfn—ti‘Cula,r de matrices de permutacion {ver parrafo 5.8, ) en , byr  Dbyz Doz bog 00 1o0]" boy s baz Ba2
Mna(K) es el siguiente: : : , by b bz Bsa/ \y i g o/ . byr bag bas ba2
1 - o la matriz resultante es B con las columnas 2 y 4 permutadas.
1 En general, dada Ig € Mun{K) A € Mo (), B € Myn(K) -
9 1 fila ¢ 7
1 . : (7.27) I,qA corresponde ¢ la matriz A con las filasp v ¢ : (7.28)
Ipy = _ ) permutedas. )
i . 1 0 6 BI,, corresponde a la mairiz B con las columnasp y g (7.29)
e e s - s :
1 4 permutedas.
. - Recordemos que, por ser una matriz de permutacién, I,, es invertible
. 4 rq
1 v ademds Ip‘ql = I,;. En efecto, el multiplicar por la izquierda In, por si

misma, corresponde a intercambiar sus filas I,., Lye, con 1o cual se obtiene la

La matriz [,y se construye a partir de la identidad, permutando el orden de identida,dl

semplo, en Maa(IR): : _
oa flas py g- Tor QEmprc, &2 ) Tomemos ahora la matriz 4 € My (R) y sea:
1 0 0 0 0 01 0 : R
00 01 Tia = ¢ 1 00 1 0 00
hi=1g 0 10 2711000 Eaa(\, 8) = 0100 0.
’ 0 010
01 00 0 001 oo
Veamos ahora lo que sucede al multiplicar una matriz A, por la derecha : | |
o izquierda, por una matriz de permutacion Ip. Fsta matriz se construye a partir de la identidad, colocando el valor ‘A
I | " (o € Ma(E) en la posicién {4,2) y B en la posicién (4,4).
é En e} ejemplo anterior, sea A = (aij) 43 | Al multiplicnr por 1a izquicrda A por (0. 5)
il | |
i ajy G2 413 10 0 9 @13 @12 O3
o (1) 3 g 2 311 212 le ' (M B) da; @2z Q23 | _ 6 1 0 90 aq: Ggz Oz
D | ooy i 0 190 am a22 a2 : e az} a3z 433 0 010 a1 @3z 033
DA 8 1 0 0 031 ajz 'azz a4y 242 43 0 X 0 p 041 042 043
4

G41 G442 Q43
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11

21

- azl
Aag + Pos:

La matriz, Bog (A, F)

12
az2
aze

Aana + Pasa

por 3, lafila 2 de A ponderada por A.

a1z
az3

az3
Aoz + Poas

A es ¢l resultado de sumar alafilad de 4, ponderada

En general, definimos la matriz elemental Epg(A, f) € Mun{K):

1
1
qu()\718) =
g A
0 0
H
p

C = EpylAB) A=

384

O :
Gyl
H
1

aiy v

i aql

Gnt ~°-

MAek
B#0

p<q

(7.30)

als\

Qgs

a‘ﬂS

a11 e d1s
ﬂ§—31 dg—1s
: : {7.31)
Aap1 + Bag Maps + Bags | <4

dnl T Qns

o, en notacion por filas:

Cie = Ais Vi g
C}]o = /\Apo + ﬁAgo

Se tiene, entonces, que el efecto sobre A, de la premultiplicacién por Epy(A, N
es una matriz que sdélo difiere de A en la fila g: ésta es la suma dela fila p
ponderada por A ¥ la fila ¢ ponderada por 8. Es importante observar que
las matrices Ey.{A, f) son triangulares inferiores y ademés invertibles. Su

inversa es la siguiente:

1
O
1
~1 _ A

Epgr(’\’ ﬁ) - —E %

- 1
1

T T

r g

En efecto, es directo de la definicién que:
Al

E;f()\,ﬁ)-z qu(‘”ﬁ’» E)

Luego, & = E},q(—%, %.)qu()H ) es la matriz cuya fila g es la suma de la fila -
p de E,y(A 8), ponderada por -% y la fila g de Epy(X, A), ponderada por %

Es decir,




Cpe = rg(o...gj 0..1.0)+ %(0..:}\ 0..0 £ 0...0)

T T 7
? Cop g
—A A
={0.0—0.0)+(0..-0.010.0
(0.0 5 0.0+ (0.5 )
7 1 T
» P g
luego: _
~Che=(0...0 10..0)
T
g

ademds, Vi £ ¢

Cio = (0.0 10..0).
1

[

Ergo C = I, la matriz identida_d 2]

7.4 Sistemas lineales y escalonamiento de matrices.

Las matrices elementales son de gran utilidad en la resolucion de sistemas
de ecuaciones lineales. Consideremos, a modo de ejemplo, el sistema de
ecuaciones de primer grado en R

1+ 2y +x3txys =2

—21?1 + 8$.‘2 — I3 = —1
I + 3 + 14 1

/—\.,_\ —_—
[T
p— Ly

It

Para resolverlo utilizamos la eliminacién de variables, pero en forma
ordenada, desde la primera variable de la izquierda y desde arriba hacia

abajo:

1. Eliminamos la variable @; en las ecuaciones (2} y (3); para ello
multiplicamos la primera por dos y la sumamos a la segunda obteniendo:

T+ 20ty t2s=2
7 Tra + 23+ 224 =3
T3 +rst+zs=1
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Luego, multiplicamos la primera por —1 y la sumamos a la tercera:
T+ 22 byt xzy =2
Tzg + 23+ 224 =3
—232 R = —1.

2. Continuamos ahora con zy, pero a partir de la segunda ecuacion.

Multiplicando la segunda por % y suméndola a la tercera se obtiene:

Ty +2mp dxstays =2
Tzg + Ty + 224 = 3

2 4 1

713 +?1‘4 = s

Ya no es posible eliminar més variables. Ahora, desde la tiltima hasta la

primera ecuacién, despejamos en funcidn de z4:

4 1
o TpT oy TR
1 ‘ 1 1 1
32:?(—$3_2$4+3):§(2$4+§f—21‘4 +3)=-2-
1 1 3
-’131:—2I2“$3—$4+2ﬁ—2§+2x4+§_~m4 +2=$4+§
Obteniéndose la solucidn: 2
I = §+$4
Ig = 5
1 .
Ty = —o — 2;‘4
Tg = 4.

Asi, para cualquier valor real de x4, obiénemos una solucién del sistema.
Existen, entonces, infinitas soluciones (recuerde que IR es infinito), depen-
diendo de los valores de z4. La variable z4 se denomina independiente ¥

%1, 22, Ty variables dependienies.

En general, en un cuerpo X; un sistema lineal de m ecuaciones ¥y n
incdgnitas consiste en determinar los valores de las variables z1,...,2n € K

tales que: _ :
an®y ko a1nla = by
Am1Z1 + -+ Umnly = bma
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donde los coeficientes, ai;, y el lado derecho, ;, son elementos del cuerpo K.
Definiendo la matriz: '

ayiy vt Qin
A=1 P € Mua(K)

Gmz ' Gmn
¥ la m-tupla (lado derecho) y n-tupla de incdgnitas

bl I
b=1{ ¢ Jek™, =z=] 1 | €K™

by Tn
Podemos escribir el sistema matricialmente:

Az =b. . (7.32)

En este contexto A se denomina la matriz de coeficientes v b, el lado derecho

del sistema. : _
Realizar el procedimiento de eliminacién de variables descrito en el ejem-

plo precedente, con el fin de resolver el sistema, es equivalente a producir
“ceros” en la matriz aumentada {A4[b), (agregando b como nueva columnal).

En el ejemplo anterior:

| 1 2 1 1 2
(Apy=(-2 3 -1 0 —1
10 1 1 1

Eliminar z; de la segundé;-ecuacién es equivalente a producir un cero en la
posicién {2,1) de (A4[3). Para ello se multiplica la primera fila por —2 y se
suma a la segunda fla. Para eliminar ; de la tercera: ecuacién se multiplica

la primera fila por —1 'y se suma a la tercera

121 1 2 1 2 11 2
(Apy— [0 7 1 2 38]—-(0 7 1 2 3
101 11 0 -2 0 0 -1

Eliminar z, en la tercera ecuacién a partir de la segunda es equivalente
a multiplicar la segunda fila por 2 y sumarla a la tercera:

5\
3 | =(A]}).

1
= o o=
O =] B2
b Bt et
bk D e

1
T
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Asi, el sistema inicial es equivalente al sistema Az = b,
Conviene sefialar que en el procedimiento antérior la operacion de base
ha sido:

(7.33)

sumar ¢ una file g, la fila p ponderadae por un nimero A € K.

De la definicién de matrices elementales sabemos que esto es equivalente
a premultiplicar por la izquierda por la matriz Epqe(A, 1), Veamos esto en el

mismo ejemplo.
1. Producir un cero en la posicién (2,1) de (Ajb):

6 0 1 2 1 1 2

: 1
EpeAm={2 1 0){-23 -1 0 -1
00 1 10 1 1 1

il

—
fan e A
‘_‘.‘
r—'L\)}—.—'
Eanal e B N

9 Producir un cero en la posicién {3,1):

1 0 6\ /1 211 2
E(—1, DEp(2, )4 =} 0 1 0} |0 7 1 2.3
~1 0 1/\t 0111

102 11 1

=lo 7 12 3

0 -2 0 0 -1

10 0y/1 2 11
Eos(2,1)Eaa(~1,}En(2, (AR = [0 1 0 40 7 12 3
0 21/ \0 -2 00 -1
121 1 2
=071 2 3
4 1
00 % 7 7




Se concluye, entonces, que la operacién de eliminacién de variable puede
realizarse mediante la pre-multiplicacién de (A|b} por matrices elementales.
Hay casos en que también es necesario utilizar matrices de permutacién de

filas. Por ejemplo, si se tiene

(A1) =

o oo
| R e
o s
[l e

vemos que, como azy = 0, no es posible “producir” ceros en la segunda
columna, a partir de ag,. Luego intercambiamos el orden de las filas (jclara-
mente, esto no cambia el sistema de ecuaciones asocmdo‘) Por ejemplo,
colocamos la cuarta fila en la segunda posicién y la segunda en la cuarta.
Estc es equivalente a premultiplicar por Jz4:

Ly(Alb) =

=N N oues
o O O
DO D
[ I e B
o B e S e SRS
R O B . Y
[ I e R NS
a2 e T oo IS
D*'-'M.l—-l
OO
[ Y SV

io cual nos permite seguir produciendo ceros.
Consideremos ahora A € M, (K), definimos la matriz escaloneda aso-

ciada a la matriz 4, como A € Man(K), tal que:

Gy1 @y e @1z, vttt ter s Gyn
a212 LR PR .o e oa azﬂ
.A = : (“im.. asn 5 (734)

donde los elementos a1y #0, @, #0,...,844, # 0, se denominan pivoies.
La matriz A se obtlene mediante la, premultlpllcacmn de A por matrices

elementales: )
A= (][ EA4, (7.35)
J

donde E; es una matriz elemental de suma o de permutacién de filas.
Ademas recordemos que las matrices elementales son invertibles. Esta
propiedad es crucial para probar que el sistema original, Az = b, ¥ el obtenido
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después del escalonamiento, Az = b, son equivelentes {tienen idéntico con-

junto de soluciones). En efecto,
Dada una matriz C invertible, entonces:

a € K"es solucidn de Az = b sty solo ai es solucidn de {7.36)
(CA)a: = Cb.
La demostracién es simple:
=) 5t da = b== C{da) = Cb =+ {CA)a= ch.

«=) Supongamos (CA)a = Cb. Como C es invertible, se tiene
“HCA)a=CT(Ch) = Aa =b B

Como las matrlces elementales son invertibles y el producto de matrices
invertibles también lo es, concluimos que los sistemas Az = by Az = son

equivalentes.
7.5 Solucién geueral de sistemas lineales.

Dado el 51stema Az = b A € an(k) be K™z € K", al escalonarlo
(escalonando (A}b)) obtenemos:

IR Gyi, v ccc o dia B
0 - 0 agg :

AB)=1] 0 . 0 0 - aw o @ b (7.37)
0 0 0 0 0 bepr
0 0 ¢ 0 ba

donde los elementos @i 5 G2y, - ., s, son no nulos. Claramente, s1 existe un
{ndice j > s+ 1 tal que b #10, el sistema no tiene solucién, ya que se tendria

una ecuacién incompatible: 0 = b; # 0.

Luego, el sistema tiene solucién si y solo si by =0 ¥k > s+ 1. En efecto,
si by = 0, Yk > s+1, se obtiene la(s) solucién{es) despejando desde la s-ésima
ecuacién hasta la primera en funcién de las variables independientes.

Notemos ademas gue

31 existe 3olucz;o'n, y en la matriz A hay algin peldasio de largo (7.38)

mayor o wgual a dos, entfonces ezisle mdy de une solucion.
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En efecto, supongamos que la k-ésima fila de A es un peldafio de largo supe- de donde m =n

rior a uno:
Observemos que si el cuerpo K es infinito (por ejemplo K = IR o
G117 - 14y, . T A K =), la existencia de un peldafio de largo > 2, implica que existen infinitas
. k41 - . .
o Ty by i soluciones. : : )
: : Un caso particular importante es cuando el lado derecho del sistema. es
0 - Gk Grig+r Grit2 see s Qg . ) nulo, b = (. Hablamos entonces de un sistema homogéneo, Az = 0. Vemos
0 _ 0 0 0 Qhttipg, 0 00 0t Grsm pf 0| i que, en este ¢aso, siempre existe of menos una solucién, latrivial ¢ = 0 € K™
' : : : = by Podemos resumir nuestro estudio de sistemas en el cuadro siguiente:
0 0 0 0 0 0 Ezs,-.u S I : 0 S o : .
_ - : B _ Sistema Sistema
0 0 0 : homogéneo (b= Q) no-homogéneo (b # 0)
: H - : : : : : . 0 o ]_Dimensién n<m Tn>m n<m n>m
0o 0 0 0 0 Q 0 0 Q- o ' e Ntmero
; i . : . - 5 : S solucicnes I,>1 >1 0,1,>1 0,>1
1. Sila columna A.;, 41 es nula, entonces el sistema Azr = b no depende de :
ta variable z;, 11, luego ésta puede tomar cualquier valor en K, existiendo K’ Cuerpo ‘
tantas soluciones como sea la cardinalidad del cuerpo K. ,mﬁmto ' 1,00 o 0L : 0, 0.
2. 81 Auii+1 no es nula, podemos despejar las variables agsociadas a los Donde “> 17 debe leerse “més de una solucién” y “co” como infinitas
Pivoles &i, = 1, Rigy .o Ty SO]UCiOI’léS o
) 1 . n
o= — g : < . . -
i g, (be j=§1 dezi) 15 ¢ S_k Eiemplo: Resolvamos el sistema
Como tp < i} -+ 1 entonces z;, depende de dgi, 417,41, Ademas, x4 1 L1 11 T 3
no depende de las variables z;, ¥j > ix + 2, pues su coeficiente es nulo 1 9' 0 -1 0 Ty 0
a partir de la fila k 4+ 1. Luego, para cada valor de 2, 41 € K se obtiene 0 E 1.0 1 3| =1y
una solucidn del sistema B - T4
- 1 -1 1 1 0 s 1
Un corolario directo del resultado anterior es:
8i n > m (nimere de incdgnitas mayor que el numere de (7.39) Escalonando:
ecuaciones), entonces, el sisterna tiene mds de una solucion. 1 11 1 1 1111 1 1
En efgcto, como n > m siempre existe eni la matriz escalonada, A, un (Ajbj —_ 0 3 10 11 — 0 3 % 0 _ % 11 =
peldaiio de largo superior o igual a dos. De no ser asi se tendria 0 1 10 1 0 0 0 3 0 3, 0
. o _ 0 -2 0 0 -1 9 00 3 0 —3 3
ann tiz 0t din
0 @z -+ dzn 1 1711 1 1
A=| 1 0o L fos 1o o1 1
o0 20 %2 -4
0 0 0 dwn o 6.0 0 -1 1
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Obtenemos:
zs = —1 .
3.1 .2 1 1 1
2= gl gmlm g mm =y HI=,
1 i 1 1
= {l—zy—zs)=c(i—s+1)=:
m=gll-mmn)=s(-g+1) =7
=1 =1 1 1 1=1
Iy = — Zp — I3 — Ty — Ty — ""5“'2-—274-}- = 1—XTs.
Lz solucién general es:
zy =1 _ L _ 1 = =-1
1= $42$2_2$33_2:_$%“$43$5— .

Existen entonces infinitas soluciones (n = 5 > 4 = m}, de acuerdo a los
valores de la variable independiente 24 € .

7.6 Sistemas cuadrados y algoritmo de {Gauss.

Supongamos que el nimero de ecuaciones es igual al nimero de incdg-
nitas (n = m), en este caso el sistema se escribe:

Ax =b, A€ Mun(K),z,b € K7

Escalonemos el sistema y sea A la matriz escalonada, sin considerar el

nuevo lado derecho b ~ ~
a3y - Q1n

A= ‘. .

O Gnn

donde entre los elementos de ia diagenal, &@:;, podrian haber algunos nulos.
Sefialemos que en el caso de malrices cuadradas el proceso de escalonamiento

se denomina algoritmo de Gauss. Un resultado importante, que relaciona ma-
trices invertibles, solucién de sistemas y el algoritmo de Gauss, es el siguiente:

L.as proposiciones siguientes son equivalentes:
A es invertible. (7.40).

Yh e K7, Az = b tlene solucidn dnice. (7.41)

ﬁ a; # 0. {7.42)

i=1
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_si tomamos el lado derecho (0,...,0,1) se obtiene el sistema

Demostracién. (7.40) = (7.41). _
Si A es invertible =2 34~} = (AT A)r = A7 lb e 2 = A71h, Tuego
¢l sisterna tiene solucidn. - 7
Si !, 2% € K™ son soluciones:
Azl = dz? = (AT A)st = (A7) =2l = 27 _
(7.41) == (7.42). Sea A la matriz escalonada asociada a A tal que admite
algin pivote nulo. Consideremos en este caso el que estd més abajo en la
diagonal, es decir k = max{i/d: = 0}, luego Vi > k, dj # 0. Se tiene

entonces:

c"m C’iln
Gre1ke1 CGk—1k CGk—1k+1 - Gk—1n
A= 0 0 Arp41 "0 Gkn
kt1k+1 "' Ck+ln
Gnn '

donde &k.{.]k.{.] 5«—'L D, ...,Eﬂnn -‘,é 0.

Si Grppr # 0, podriamos utilizarlo comao pivote para eliminar Grqik+1,
lo cual contradice el hecho que en la escalonada A, d;; # 0 V7 > k. Pero si
ftepq1 = 0, permutando las filas k y k + 1 se obtiene

dn
Gr_1k—1 Gk—1k Gk—1k41 - Gk—1n
- 0 0 Qk4ik+1 "7 Gk4in
IppprA = 0 cer A
O 0

ann
que contiene un pivote nulo en la fila k 4 1, lo que contradice el hecho que k

es 1a fla de mayor indice donde esto ocurre. Luego, la tinica posibilidad es
que k = max{j/d;; = 0} = n (as{ no hay contradiccién). Pero en este caso,

) . 0
¢33 Q1n 1
O C—"'»11--]1':—1 an—ln 0
0 T 1
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cuya tltima ecuacidn es incompatible 0-z, = 1, luego el sistema, Ar =

o

no tiene solucxon lo cual contradlce la hipdtesis,

(7.42) = (7.40). Supongamos H @i; # 0. Demostrar que 4 es mvertlble €s
equivalente a exhibir X € Mnn{FC) tal que: AX = I, o de manera equivalente:

]
/ T4 I :
L2i . 0 . . . .
A . =e'=] 1]+« 1—ésimaposicibn 1<1i<n.
: G
Ly :
0

Escalonando cada uno de estos sistemas, obtenemos:

= - i
ayp 0 Cln 8y
1<i<n
« =
O Gnn  €p
n .
Como [ @ # 0, entonees el sistema
i=1
~ ~ =1
dii -t din T €]
O ann Tni é;
tiene Ia solucldn tnica:
&,
Toi = T2, Tpopi = ————(Eh | — En—12Tni),
Ann dn—1n—1

e -
Ty = —(& ~ E ayeii), t<i<n
11 ;
=2 f
Luego, para cada lado derecho, €, el sistema tiene solucidn dnica, de-
terminandose entonces la matriz X tal que AX =T
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7.7 Calculo de inversas y sistemas con varios lados derechos.

En la demostracién anterior (parte (7.42) = {7.40)), calculamos A™!,
resolviendo Az = ¢', donde el lado derecho sdlo tiene un 1 en la i-ésima

comporiente:
0 ;

[ R R e B

<

Para resolver estos sistemas no es necesario escalomar n veces la matriz 4,
S . 1,2 -
basta partir con A aumentada con los n lados derechos (Ale', e, ... ,e"} =

(A|I) v escalonarla.

Obviamente, este principio no sélo es valido para el cdlculo de inversas,
también lo podemos usar para sistemas donde se tiene la misma matriz A
asociada a varios lades derechos {6, ..., 0"},

Para el cdlculo de la mversa pociemos ir un peco mas lejos. Considere-

108, & modo de ejemplo-

0 1 1
A=1{1 —1.2
1 1 0
luego:
0 1 1 1 0 0
AN={1 -1 2010
1 1 0 0 01
Escalonando:
1 1 00 0 1 1 1 000 1
Ah={1 -1 201 0|-}0 -2 2901 -1
c 1 1100 01 110 0
1 1 0 0 0 1
—10 -2 2 0 1 -1}.
0 0 21 3 3
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En este paso ya estamos en condiciones de resolver los tres sistemas.
Pero podemos atin pivotear, ahora sobre la diagonal, sin alterar la solucidn
(ya que multiplicamos por matrices invertibles):

1 1 0o 0 0 1\ 1 0 1 0 % %
0 -2 2 0 1 -1 1 —i0 -2 2 0 1 =1
1 1
0o 8 21 35 -3 0 0 21 % m%
1 1 11 3
10 1 0 7o 1 0 0 —3 A
g 0 2 1 3. -3 0 0 2 1 3 -3
Finalmente, premultiplicando por la matriz invertible:
i 0 90
D={0 —; 0
o 0 i
Se tiene: . . R
= é [1) 8 U
o= P4
' c 01 5 7 i
Obteniendo los sistemas de solucidn trivial:
T11 —“% T12 % T13 1%
I 91 = % ,I a2 = —% ,I ez = r \
T3 7 T3z % L33 —i
de donde:
_ 1 i 3
2 4 %
X=4a1=( 4% -1 = |
L
] 1 1
En efecto:
1 1 3
i 0 1 1 -3 I ? 1 0"0
AAT =11 -1 2 %-54—:010
1 i
1 1 0 5 1 -3 O 0 1

Luego, para calcular la inversa de A € M,.(K} basta aplicar el algo-
ritmo de Gauss sobre la matriz (A|7}. Una vez que se ha obtenido la matriz
triangular superior A, realizar el mismo procedimiento para los elementos so-
bre la dizgonal. Finalmente, se premultiplica por una matriz diagonal para
obtener la identidad en €l lugar de A.
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3 Qué sucede si una matriz A no es invertible? Sabemos que necesaria-

mente aparecera, al escalonar, un pivote nulo “irreparable”. Por ejemplo:

-1 0 0

10 2100 10 2
(Al=411 1 2 0 1.0] = ¢ 1 0 -1 10
102 0 01 60 o9 -1 0 1/
B 1 ) 0
v los sistemas Az = | —1 ,Az = | 0 | son incompatibles.
—1 1

Pero, en ocasiones hay pivotes nulos “reparables”, Por ejemplor

11114089 11 1 1 0 G
1100100 0 -1 -1 1 0
100 0C¢ 01 g9 -1 -1 -1 9 1
Acé el elemento fqg = 0, pero podemos, premultiplicando por la matriz
de permutacidn Iag, intercambiar las filas 2 y 3, obteniendo:

1 1 1 100 1 0 G 60 0 1
-1l0 -1 -1 -1 0 1} —={0 -1 -1 -1 0 1
¢ 0 -1 -1 130 0 4 -1 -1 10

1 0 0 0 0 1 1000 0 1
— 10 =1 0 0 -1 1t—|0 1 0 0 1 —1
0o ¢ -1 -1 1 ] o 1 1 =1 0
0 o0 1
= At =10 1 -1
1 -1 0
Luego,
51 en el algo,rii'n.rm de Gouss determinaﬂios are =0 tal _{7.4_3)‘

gue ajp = 0Yj > k, entonces no existe la matriz inversa.

Esto se deduce directamente del hecho que existe A1 si y sélo si [{a;: # 0.
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con unos en la diagonal, y una matriz U, triangular superior, donde los

7.8 Factorizacién LU.
' pivotes figuran en la dzagonal

Supongamos gue al escalonar A € M,,,(K) no encontramos pivotes nulos » Més atin, como H G;; # 0, podemos escrlblr
(ino permutamos filas!). Se obtietie entonces _ S
Gy e a R : A=TLDU (7.45)
' E3F] An

— A 1 1 32 2
. . - (HEJ)A3 : . azl - O aii 211
O . a1'11'1 7 T _ £21 " o . T )
: . I . I  Znoin

inferior es facil verificar que

donde cada una de las matrices E; es de la forma: . ' o O Ei,m O Vs
. £y - fanor 1 1
L ' . donde L es triangular inferior con unos en la diagonal, P es diagonal (formada
. O _ i por los pivotes del escalonamiento} y I/ es triangular superior con diagonal
Al ., AEK. - de unos.
R . B Veamos un ejemplo:
’ 111
] 1 & . A=4{0 1 1
Luego, las matrices E; son {riangulares 1nfer1ores invertibles y con unos en K 120
ia diagonal. Despejando | 10 0 1 ) 11 1
T _ Ep(-1,0)A=] 0 1 40 01 1}=}10 1 1
; 4 . — _
A:(HE;')—] : . B 101 1 O 0 1 -1
i O G . i 0 0 1 06 0 111
Como el producto y la inversa de matrices triangulares inferiores es triangular u Eos(~1,1)Bu(-1, 14 = _11 2 _?1 {1] {1] (1) ; [1)

f‘*soo'—' e R e Y
et
—

1 1 =U
Lt e O 0 -2
=15 = . .
; : e e - . Luego: A= BN (-1, 1)E; (-1,1)U
¢ Y
™ ! 1.0 0\ /1.0 0\ /1 1 1
de donde obtenemos la factorizacidn LT A=10 1 0O 010 61 1
. 1 01 0 1 1 0 0 -2
PR | G 10 0y /11 1
A=L.U=|" O , (7.44) =(oc 1o0]l0o 1 1
: o - 11 1/\0 0 -2
Enl Tt £n-] 1 dnn 1 0 03 10 0 1 1 1
Concluimos entonces que, si al escalonar 4 no se realizan permutaciones, ? = g i {1) g [1) 02 8 ’ é i
A puede factorizarse como el producto de una matriz L, triangular inferior ; N
= LDU.
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7.9 Complejidad del aIgorif,mo de Gauss.

Una medida de la calidad de un algoritmo es e} tiempo que éste requiere
en un computador. Para muchos algoritmos, en particular para Gauss, el
tiempo esté asociado zl nimero de operaciones aritméticas que debe realizar.
Fste ntmero es una medida de lo que se denomina complejidad del algoritmo.

Analicemos entonces, en esta dptica, el algoritmo de Gauss, Conside-
raremos solamente las multiplicaciones y las divisiones que éste realiza para
triangulerizar (llevar a la forma triangular) una matriz (las sumas ¥ restas
son de gjecucidn muy répida en el computador y este tiempo es despreciable
con respecto al asociado a las otras dos operaciones).

1. Para producir un cero, utilizando como pivote a;1, en la posicién
(2,1} es necesario realizar la division $% = A, y posteriormente multiplicar
n — 1 elementos {sin contar a;1, ya que sabemos que él produce el cero):

/\alg, T /\a]n

Hs decir, €] “0” en la posicién (2,1) “cuesta” n — I multiplicaciones mas
1 divisién = n operaciones. Concluimos que, en el peor de los casas, producic
los i — 1 ceros de la primera columna requieren (n — 1)n operaciones.

De manera andloga, pard la i-ésima columna cada “0” cuesta 1 divisidn
més 1 — ¢ muliiplicaciones = n — 1 + 1 operaciones y para producir los n — ¢
ceros se requieren {n — 3){n — 1 + 1} operaciones.

Se tiene, entonces, que el ntmero total de operaciones es:

T 3
Z(n —in—1+1)= Lt + términos de orden menor.
=1 3
Observemos que la complejidad de Gauss, medida como nimero de ope-
raciones, no difiere demasiade del céleulo de un producto matricial A2, que
requiere n? muitiplicaciones. Si desea “bucear” en este tépico, no deje de
leer el tema 2, al final del capitulo. '

Ejercitios.

1. Demuestre rigurésamerite 1a asociatividad y la distributividad de - con
respecte a + en las mafrices de n x n sobre un anillo conmutativo
(R,

2. Sea 4 = (a;;) € Mpn{IR) tal que a;; =1, aiisr = —1, Gn1, ayn = -1,
v el resto de los coeficientes nulos. Determine ef valor de Az, 'yd, AD -
para 7,y € R", B € M,,(IR) arbitraria.

3. (a) Dadas las matrices ~

2 =2 -2
A = -2 2 2 €n Mgg(m)
-1 1 1
¥ .
1 -z -1
B = i1 i en Msq (€,
1 — 1

determine A" y B™ en funcién de n (justifique}. ) )
(b) Sean 4, B, A™? + By A+ B~ matrices invertibles. Demuestre

que : .
(AT £ B = A4+ BTy BT
{¢) 5i 4 es matriz triangular superior en Ma;(IH) tal que ai; = 1 para
i= 1,23y N = A4 -7 (I matriz identidad), demuestre que
N¥=0 y Al =1 N+ N
4. Sea K un cuerpo. Sea el conjunto de matrices en My, (K )

b, = {18
{a} Demuestre que YA C Mon(A) A= an My tapMpd..+eanMan
(b) Demuestré que ¥p,q, My, no es invertible. _
{c) Sea K™ el conjunte de las nm-tuplas con valores en un cuerpo K

v sean las operaciones: Yo,y € K" X +V = {2 + wi)

- ={z F 4150 Tnm + Ypm ) :
in

X YV ={(21,%nm) , multiplicacién de matrices de

N¥am
{1 x nm) por (nm x 1).




Demuestre que (Man (K}, +) 2 (K™, +). (Son isomorfos (Man(K), ) ¥
(K“ma ')?
(d) Fstudié los prodactos M;; Mip; 4,3, %,p € {1,...,n}. Ademds, dados

ig, 71, be, fay LMige, My Meyiy = inig !
5. Verifique si son o no invertibles en Mnn(IR) y/o Man{l):

@ a ada---a
0 conen 0
0 0‘. 0 aa---a
123 4 n
c 10 0 0
c ¢ 1 0 D ; 2
, i 0 1
#4100
10 |
2 4 6 - - 21 !

6. Seanr XY € M,i(IR) e I la matriz identidad en Mon(JR). Dernuestre

que ln inversade T — X "V es I+ l_L,X":)f

1 0 0
7. %aA=1|1 0 1
0 1 0

{a) Demuestre gue Ve € IV, n 2 3

A" =pA' —(p— 1) sin=2p
"=pAl+A—pl sin=2p+1

(b} Para las sucesiones (un), (va), (wn), que verifican las relaciones de

recurrencia;
Up = Un-1

Up = Un—1 + Wy -1

Wy = Un-1

deduzea de (a) el valor de un,vn ¥ w, en funcmn den (y su pandad),
v en funeién de vy, 2 y wi. ;
8. Demuestre quer YA € Ma (R} 3B, C € M, {R), triangulares superior e J
inferior tales que: A = B 4+ C. jEsta descomposicién es Gnica? Discuta. ;
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i Es posible factorizar en M:{IR) una matriz como produeto de una
triangular superior y otra inferior:

Cofa BN fx oy 20y
& - r ! :
¢ d 0 = ¥y =z
Discuta €] problema.
9. Sea MTS = {A/A € M,.(It), triangulares superiores }. .
(a) Demuestre que {MT35,+) es un subgrupo abeliano de (Mnn(R), +)

(b} Estudie (MTS,-}. ;Cudles son sus propiedades?
10. Dado el conjunto M,,{R} v la aplicacién:

o Mun(IR) — Mos(B)
A= 1A p<y

I,q malriz de permutacion.

{a) Demuestre que v es un homomorfismo.

{(b) iEsun 1somorﬁsmo?

{¢) Demuesire que p’ =pop=1d {func:on identidad).

a) fabe R},

11. (2) Demuestre que dado: A = {

(M, +, 32, +,-)
{b) Sea: ‘ . )

10 — 0 01 0 -y’
= {6 3) (00)- (5 o) (5 %)
—1 0 w1 0 48 -1y [0 i
0 =1/ 0 =1/°\1 0 j°\¢ 0/[°
o Demuestre que (M, -) es un grupo.
12, Sea DJA el conjunto de las matrices diagonales de n x n. Demuestre
que [DIA,+,+) es un subanillo de (Mn“(lR},-E— L

Sea DIA(0) ={D e DIA/d; #0, Vi=1I,..n}
Demuestre que (DIA(0),-} es un grupo abeliano.

g---0
jes (DIA(O)YU ,F, ) un cuerpo?
0-.-0
Sea ¢ : DIA — R", tal que:
A 0
— (A3 A2, An)
0 An
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Estudie la funcién o (morfismos, etc).
_(a)} Demuestre que: D € DIA es invertible & A, #0Vi=1,...,n.

Ad 0
{(b) Verifigue que D¢ = - ) Yg > 0.
0 xe/
13. Sea T el conjunto de las matrices triangulares inferiores de n X n sobre
- IR. Demuestre que: 7 € T es invertible S uiy# 0 Ve=1,..,n.
{b} Sea T(0) = {U € T/u;i = 0" Vi=1,..,n} el conjunto de las matri-
ces triangulares superiores estrictas, es decir u;; = 0 si i < 7. Demuestre
que YU € T(0), 3p € IV, p < n tal que UP = 0 {es decir, las matrices
triangulares estrictas son nilpotentes).
14. Sean A, B € M,,(IR) simétricas, demuestre:
(a) A-B es simétrica <& AB = BA.
Diremos que 4 € M,,(IR) es antisimétrica si y sblosi: ‘A = —A,

(b} Demuestre que si A es antisimétrica, entonces a;; =0 Ve=1,..,n.

(¢) Demuestre que YA € Myo(R): A= C+D; C,D € M,,(]R), donde
(' es simélrica y D es antisimétrica. ;Es esta factorizacion anica?

15. Considere el sistema de ecuaciones:

23 + 3Ty + 5z3 + 624 = 1
2z, 4 dxo b Try + x4 =3
2z9 + 323 + 1lzg =2

(a) Pruebe que dicho sistema tiene solucién para un dnico valor ¥, de
b. )

(b) Si b= b* resuelva el sistema.

16. Sea A € My (R). Una matriz B € M,,(IR) se dice inversa generalizada
de Asi A- B+ A = A. Encuentre una inversa generalizada de A, si:
(a) A(A+D(A+2I)=0.
by (A-IP¥=4-1L

17. Sea A = (aij) € Mypa(R), invertibley B = (1+a;j): Sea M = (m;;) tal
que mn;; = 1 V1, j. Pruebe que

AT1MATY

— donde (a:-j) =A%
1+ 5224
i

B t=A47 -

18. Sean 4 € Mpm(R) y B € My {R).
(a) Muestre que, si las inversas existen, enfonces
(I +AB)™Y =T—-A(I+BAY'B.
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21. Sea A ={a;;) € Mnn(IR) tal que a;; = {

o o J1 sii=g

-~ (b) SeaC—.(c,J) con ¢j; = {p i
Eseriba € de la forma I + AD y encuentre su inversa.

18. Fncuentre la solucidn general de los sistemas:

5,3 =1, ...n.

0 1 -1 2 =2 1 T —7
-1 -1 -2 3 -1 -1 4]
@1 1 o -3 5 -3 0 S R
10 2 -1 2 9 e 87
Ty

(b) Ty —2x3 + 324 =0
x1 — 31y + 234+ 24 =10
27— T3 — 2x3 +Tzg =10

T + 4z + 10z = 0.
20. Resuelva completamente el sistema lineal

ﬁ.’l,‘] mﬁ&:g—ﬂﬁ?3—,@$4—ﬁl5$0

azrl -+ axy + ey + T =
axy] + oy + ozy =0
ﬂff] ~ fzy . =

vyas =0

analizando todos los posibles valores que pueden tomar «, 8, € IR,
1 sig >
josig <
;Puede descomponer A de la forma LU?
29. Encuentre la descomposicion LU de las siguientes matrices:

4 1 0 -1 2 1
a1 1 4 1 Bt 3 0 2
0 1 4 -1 2 90
1 2 4 1 /400 -1 1
' -3 4 0 1 1.-1 0 2
@F 1 1 2 0 @Wls 0 o1
. 3 -1 -1 2 7 -1 -1 5
23. Sean A € M,m(R) invertible y u € IR™. Analice la posibilidad de
invertir la matriz B == f{i Z), para distintos valores de a y, cuando

sea posible, calcule la inversa. Indicacién: aplique el método de Gauss

para escalonar.
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*24.

25.

7.

Determine la Bemula de la descompasicién LU para una matriz

tridiagonal simétrica:

o;
O

B on B2

O ) ﬁn;l

ﬂn~1 . (n

Sean u1,Ug, v tm € R" tales que ‘wyu; = 1. Sea @ = (uljugl...lrm)
Demuestre que '@ = I, pero que @ '¢) no necesariamente es igual a
I. Mss atn, Q 'Q = I siysblosin=m.

Sea A = (a(k)) la matriz en el paso k-ésimo del método de Gauss
aplicado a 4 = (ai;) € Mna(R), A invertible. Sea az = max Ea ; | v

a= max ap.
oLk<n~1

a) Pruebe que s1 A = {q;;), con
q 5

1 sit=j67i=n
Qi 0 Sij>iy_’i7—5n
1 sij<i

entonces & < 2% lag.
(b) Pruebe que si A = {ai;) con a5 = 0,7 <1, entonces o < {n—1)ag

o B
O
ooz B
(c) Si A es tridiagonal, 4 = o . ,
O ' oo B

"l(n aﬂ
entonces a < 2ap.
Indicacién: Use induccidn sobre k,0 < E<n-— 1.

Sea A € Myyn, m+ﬂ(lR) particionada de tal manera que A= f; g

con B=Ie M, (R),5=0¢ Mm({IR). Determine el aimero efectivo

de sumas ¥ multiplicaciones regueridas para calcular A8, donde

B € Mupyn (R




TEMAS CAPITULO VII

1a.

1. La melancol

2. Del maquiavelisimo matr
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1. La melancolia.

1.1. Matrices magicas.
En el grabado de Alberto Durero “La melancolia” (1514), figuran, entre
otros objetos, una calavera, varios libros, un fildsofo y una matriz:

6 3 2 13
5 106 11 8
A= 9 6 T 12
4 15 14 1

Acaso, una clave para dilucidar “La melancolia® sea 4. [Qué hay alli?, re-
flexione algunos minutos antes de seguir leyendo. ;Ya? Bien, es facil verificar
que la suma por filas, columnas y diagenales de A4 es constante, s(4) = 34.
Una matriz cuadrada con estas cualidades se denomina mégica. En lenguaje
matricial, diremos que A € M, (IR) es mdgice si y sélo st existe s{A4) ¢ R
tal que: Vi,7 € {1,...,n} o

n no ’
. Z Gij = Za,'j = S(A) (7.45)

7=1 i=1
n n :
Z App = Z Qkp-tr1 = s{A). (7.47)
k=1 k=1

En el caso, mas relajado, en que A sélo verifigue la propiedad (7.468), se
dice que es semi-mdgica. _

Veamos algunas propiedades de estas matrices. Para ello notemos M,
el conjunte de matrices mégicas y SM,, el conjunto de las semi-mdgicas. Es
obvie que M, C SM, € M,,(IR). ;Qué sucede si sumamos dos matrices
magicas (semi-magicas)?
Sean las matrices A = (a;;), B = (b;;) mégicas (semi mdgicas), luego
C = (ci;) = (aij + bi;) verifica

- n " .
Seii =) aij+ Y biy=s(4)+s(B)

i=1 =1 =1

Z cij = Z ai; + Z bij = s(A) + s(B)
s =1 e

Z i = Z aii + Zn: bi; = s{A} + s(B)
3 =1 . =1

=1
n n

Z Cin—iti = Z Gin—iy1 + Z bin—i—f:] = ol A} -+ s(B). .

=1 i=1 =1
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Luego, la suma de matrices mégicas (semi-mégicas) es magica (semi-

maigica).
;Qué sucede al multiplicar dos matrices magicas (seml matrlcas)"

Sea la matriz magica:

0 1 -1
A=1-1 0 1
1 -1 0
La matriz producto,
-2 1 1
A=A A= 1 -2 1
1 1 -2

jes sélo semi-mdgica, no magica! Entonces, no se cumple siempre que el
producto de matrices mAagicas sea mdagico. Pero veamnos el caso de las semi-
mégicas: sean A, B € SM, y sea C = AB. Supongamos que s{A) y s(B)
son los valores de la suma de filas 0 columnas de 4 y B respectxvamente y

calculemos estos valores para C:

o L
g cij = g E aikbij
3=1 =1

7=1 k=1

= Z aik Z bej = y_aiks(B) = s(4)s(B)
=1 k=3

de manera andloga:

1 7 n

S =30 by, = 3 bis(4) = s(A)s(B).
i k=1

=1 =1 k=]

Luego, C es semi-magicay s(C ) = s{A)s(B). Es decir, el conjunto SM,, con
las operamones suma vy multiplicacién de matrices, (SMn, +,-), es cerrado.
Mas atin, (§M,,+) es un grupo abeliano:
- La matriz O es obviamente mégica y es elemento neutro para +.
- La suma hereda, de (Mn,(Z), +), la asociatividad y la conmutatividad.
- Dada A € SM,, su inverso aditivo es —4 = {—a;;), que es semi-mégica,
pues s(—A) = —s(A).
También es directo que {M,,+) es un grupo abeliano (verifiquelo).
. Qué sucede con la multiplicacién en (SMy,-}? Sabemos que - es aso-

ciativa y no es conmutativa. El neutro es la matriz identidad, I, que es
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claramente semi-mégica (s(J) = 1) pero no toda matriz mdgica admite in-
versa, por ejemplo: la matriz semimdgica (y méigica} (; 1 ) 110 es invertible

{verifiquelo para todo n > 2).
De lo anterior concluimos que (SMy,,+,-) es un anillo con unidad B

1.2. Matrices madgicas siméiricas.

Sea M5, el conjunto de matrices magicas simétricas. Es facil verificar
que (MS,,+) es un subgrupo abeliano de (M, +) {verifiquelo).

Estudiemos el case particular » = 3. Vamos a probar el resultado si-
guiente: VA € M Sy,

1 -1 0 111
A=XA3 -1 0 1 +‘f%. i1 1j; A€ R
0 1 -1 1 1 1%

donde BC = (fBei;), A€ R.
0, de manera equivalente:

toda mairiz siméirica y mdgice de 3 x 3 puede factorizarse como la suma
de dos matrices siméiricas mdgicas A = B + C, con s(B) = 0,s(C) = s(A).

La demostracidn es simple. No es dificil darse cuenta que A = (a;;) se
descompone como sigue:

3 a k] 4 8 E}
all—g a'}?—._'i_ a]3_§ 3 3 3
3 k] k] 2 3 4 -
A= g1 — 3 dgp — 3 a3z — 3 —i— 3 3 3 (;.48)
s £ 3 g K] 8
3 3 32 3 33 3 3 3 3

donde s = s{A).

Claramente, ambas matrices que figuran en Ia factorizacidén son mégicas
y simétricas. La primera de suma nula y la segunda con suma s(A).

Vearnos ahora cémo podemos escribir una matriz mégica y simétrica de
3 x 3, B, de suma nula (s(B) = 0). Como B es simétrica y magica de suma
nula, se tiene:

0 = byz + bas + 31 = 2013 + bao,

de donde by; = —%1._ Ademas,




512 = -—b“ -— b13 = —-—bn + 2%2, b33 — _bll — b22
by = "bIB_" bag = byy +boe — b3 =bin + %bgg.
Por otra parte, bso = —big — b2y = by - i’%z — bag = byq — %bzz-

Como bys = byy, obtenemos bys = 0. De lo anterior concluimos que B
se escribe:

byr 0 —bu 0 1 -1 0
Bl by 0 by J=baf-1 0 1 (7.49)
0 b —hn 6 1 -1

De las ecuaciones {7.48) y (7.49) se obtiene el resultado

Ejercicios.

1. Dada uns matiiz, A, mégicay simétrica de nxn, con coeficientes enteros,

discuzta la afirmacién siguiente: s{A)y n tienen la misma paridad (ambos
- pares o ambos impares).-

2. Estudie y caracterice el conjunto de matrices magicas {semi-magicas)
simétricas {antisimétricas) de 2 x 2. (Observacidn: A es antisimétrica si
y sélo sl oy = —aji Vi, ik . ' ’

3. Sea M Ay el conjunto de matrices magicas antisiméiricas de 3> 3. Dada
A€ MA; calcule s{4). Demuestre que YA € MA;, 3\ € IR tal qu.e:

0 1 -1
A=A -1 © 1
I -1 0
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2. Del maquiavelismo matricial a la Strassen.

Al terminar el capitulo comeniamos que para multiplicar dos matrices
cuadradas en Mpa(K), se requerian del orden de n* multiplicaciones. Este
orden se obtiéne directamente de la definicién. En efecto, si € = A4+ B,

A={(a;) € Mna(K)y B= (bi;) € Man(K), entonces

n
cij = E aik - b
k=1

ada uno de los n® coeficientes ¢;; de

3

y es directo observar que para ealcular ¢
al de productos suma entonces n°.

{, requerimos n multiplicaciones. El tot
Veremos & continuacion que es posible reducir este nitmero de multipli-
sta de la propia intuicidn, medianie un astuto algeritmo debido

caciones, a co
basa en el enfoque “dividir para conquistar”, que ya

a Strassen, y que se
hermos usado en el capitulo IT.

En primer lugar, observemos que el producto de dos matrices en Mua(X)
puede realizarse por bioques. Esto quiere decir gue si particionamos

Ay Ase Dy Bz
A= r B =
'(Ag] Azz) Y (321 Bez)

con submatrices 4:5, Bi; de dimensiones adecuadas, entonces:

Cus Cu)

C=A-B=
(sz Cag

donde
Cij = A{] - By;+ A - B 4,7 =1,2.

Por ejemplo, sin = 5, en R

g1 2 1 0 9 g -1 30
3 0 -1 0 1 -1 0 t 240
A=121 3 0 1| yB= 3 -1 0 11
10 -2 10 5 ¢ 1 11
A1 2 0 -1 0 -3 0 -1 0 2
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7 =2 2 5 3
0 1 -4 8 1
= (= g -3 -2 11 5 ).
-2 2 0 2
-2 0 0 6 -1
Pero, ademas:
c 1 L2016 i
Air=13 0 Eﬁfw(ﬂ) A=t -1 0 1] eMy;(R),
2 1 3 01
it 0 : -2 1 0
Agy = (1 2) € My (IR), As = ( 0 -1 0) € Mas(R),
20 -1y 3 0
By = (_] 0 1 ) € JMES(R), B2 = (2 0) & MQQ(JR),
3 -1 0 . 1 1
By = 4 0 1 | €Ms(R), Baa=|1 1]¢ My (R).
-3 g - . 0 2
Asl,
-1 0 1 g -2 1
Cu=4n-By+A2-Ba=| 6 0 -3]+[ -6 1 -1
3 0 -1 § -3 -1
7 -2 2
=6 1 -4
6 -3 -2
2 0 3 3 5 3
C;Q = An . Bl? + Alg . ngg = 9 0 + —1 1 = 8 1
& 0 3 5 11 5

oo
- L
R
ST
1]

S5-IV
[0 -]
Lo
S—
|

TN
1

SN a)
D o2

9
Co1 = Apy Bii+ Az By = (5
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3 C -1 -1 -2 -1
G”=A”'B”+A”'B”=(? 0)+(ﬁ1 —1):( 6. _1)'

Naturalmente, un par de matrices que se multiplican puede ser parii-
cionado en una cantidad variable de submatrices (no necesariamente cuatro),
cuidando para ello que las dimensiones de las submafrices sean consistentes,
con el fin de que el producto pueda realizarse. Establezca, como ejercicio, el
conjunto de férmulas {y, dimensiones) para el producto de dos matrices de
M (K) (n > 6), particicnadas cada una en seis submatrices.

i;Hemos obtenido alguna ganancia, en términos de reducir el nimerc de
multlphcacrones al considerar el producto de dos matrices por blogues? No
falel apresuremos La verdad es que no hay ganancia todavia, pues no hemos
sefialado edmo realizar astutamente el producto de dos submatrices (jahi esta

la ciave')

Consideremas el caso en que n = 25,k = 1,2, ... Es obvio que en el caso
n = 1 no hay mucho gue hacer. La idea aqui es construir un procedimiento
recursivo de multiplicacién sobre el valor de k.

El producto de dos matrices de M;g(kj), segun Sirassen, se puede realizar
de modo de reducir el nitmero de multipHcaciones de & a 7. En efecto, dadas
A=(aif)y B = (bij) € Mn(K), el cdleulo de C = A - B, se hace de la

manera siguiente:

Algoritmo de Strassen: (n = 2)

Calcule
2y = (any -+ azz) s (bry o+ baz)

we = {221 + azz) - by
a3 = a1 - (byp — baa2)
Iy = a2 - (b21 - bu) (7-50)
x5 = {a11 + a2) - bae

zg = (ags — 211) - (b11 + biz)

ay = (a9 - asa) - (bay + baa).

Defina C = (ci;), como sigue:
cyy =z + &4 — 5+ T
c12 = T3 + s
€21 = T2 -+ T4

¢pp = Ty + T3 — T2 + Ts.
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No le ser dificil constatar, que efectivamente ¢ = A - B. Lo mds
importante, sin embargo, es que el nimero de multiplicaciones en (7.50)
Ces LT,

En apariencia el resultado es sumamente ocioso, pero, comoe decia Aris-
toteles, “el ocio engendra la maravilla” y esta maravilla aparece cuando uti-
Lizamos el vielo y guerido principio recursivo. Supongamos, entonces, que
disponemos del algoritmo de Strassen para el caso de n = 28! (hipdtesis
inductiva). Deseamos efectuar el producto 4 - B, en Mpn(K) con n = 28,

Consideremos parz ello, la particién de A y B en bloques de tamafio X5,

es decir
A A By; By
A= 5= )
(Am Az }° By Baa
con A;;, By € Ma = {K},d,7 =12
BEs directo probar (jflégalo!) que el resultado del producto A - B, por
Ch C:z)
O =
(Czr Cay

donde las submatrices Cj; € Mz 2(K) se pueden caleular por un procedi-

12
rmiento similar a (7.50). Este procedimiento es el siguiente:

bloques, es:

- Caleule

Xy = {411 + Aas) - (Buy + Baz}

Xa = (g + Asp) - Bu_

Xa=4An (Big ~ Bzz)

Xy = Ap (B — Byy)

Xs ={A;1 + Asz)- By

KXo = (Aa; — Ay} {B11 + Bi2)

Xz = (A1z — Auz) - (Bar + Baa). {7.51)
- Defina

Ciy =X+ Xy — X+ X7 _
Clo=X3+ X5
Coy=Xp+ X,
Cop =X+ X3 — X2 + Xs.

Aqui, X; € M%I%()C) y Oy € M%,%UC} 1,7 =12
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Observemos que Xi,..., A7 son productos .de subm:’itrices de M__-;_,_.%(K:),
que podemos realizar, segtin la hipdtesis inductiva, mediante el algoritmo de

Steassen ... el fecundo en ardides.

‘Bien, lo que hemos hecho es demostrar, inductivamente, la existencia
de un procedimiento particular para obtener el producto de dos matrices de

Man(K), paran = 2k k=12

;Dénde estd la reduccién en el mimero de multiplicaciones? Suponga-

: = 2k [ nd iplicaci e requiere el
mos que m(n), n = 2%, es el nimero de,multxphc?cxones que req

procedimiento. Es de observar'que este nimero sera 7 veces el nimero re-

querido para el producto de dos submatrices de Mg 2 (K). Luego, se obtiene

la ecuacién de recurrencia .
m(2F) = 7. m(2F1)
ala que se agrega la condicién inicial, dada por (7.50) para k = 1: m{2) = T.

Es muy ficil notar que la solucién de la ecuacién de recurrencia es
m{aF) = 7.
= min)=T°
<= logym(n) = k- loga7
= m(n) = 2HonT

= m(n}= 19977 con n = 2F. 7
Asi, de un nimero de multiplicaciones del orden de n® pasamos a uno de
orden n*°927, lo cual significa, si recordamos que loge7 = 2,80735..., que por
ejemplo, para n = 100, nos ahorramos més de la mitad de las multiplica-
ciones si usamos el algoritmo de Strassen en vez del usual. Compruébelo.

Quedan, entre otros, dos casos’ impertanté&‘qﬂe discutir. Vayan €stos

COMO EJercicios.

Ejercicios.

1. Comparacién del nimero de sumas en el algoritmo de Strassez‘l v en el

algoritmo cldsico del producto de dos matrices. .
{a) Sea 3(n) el ntimero de sumas (o restas) requeridos en el prodm:tc_;
A-B, A B € Mpn(K)n = 2% k = 1,2, ... Muestre que s{n) obedece

a la ecuacién de recurrencia:
S(2¥) = T5(2F71) 4 18(2F 1)
s(2} =18,
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(b} Verifique que la solucién ala ecuacién anterior es s(2%} = 6.(7% —4¥)

¥ que entonces
(2N <6 T < n®—n?  (n=2%

para n es suficientemente grande. .
(c) Concluya que, salvo para valores pequefios de n, el algoritme de
*  Strassen requiere menos sumas que el aigoritmo cldsico para el f)ro—
ducto de matrices y que, por ende, tal algoritmo no reduce el ndmero
de multiplicaciones a costa del aumento de las sumas (cuando n es
grande).
2. Extienda el uso del algoritmo de Strassen para el producic 4 - B
- A, B € M,.(K), para n cualguiera. ,
(Indicacién: considere & tal que 28! < n < 2%y matrices 4, B, definidas
a partir de A y B, agregando 2* — n columnas y filas nulas). '

g

SOLUCIONARIO

Capitulo 1.

4. (a) (PAQ V(FAE)
{b) Cualguier tautologia que use —, vV & A.
7. (BYpAgATy :
{¢) tal es la expresidn més simple.
9. Red &= (FA ) VI[P AT AT
Luz < [pA{(FV IV [PA{TAF).
12. (c) y (d). Razone por. contradiccidn.
20. ;Qué le parece C[P{A)] = P{U}\ P(4}?
22. (b} Falso.
{c) Verdadera.
25, Consta de dos proposiciones: la negacién de
la negacidén de la unicidad.
26. U Ai=R, [] 4i=[-23]
TEMN TEN

(3z € U) en conjuncién con

Capitulo IL

2. Pruebe primero, por induccién, que 2n < 2%, n > &. Use esto para
probar, por induccién, que 224+ 1 < 2%, n > §, Por iltimo, lo anterior
le sirve para probar, por induccién, el ejercicio.

3. {a) Es obvio sl o es par. Al aplicar la indueccién note que si n es par,
entonces n + 1 es impar y viceversa,

M)Sinx14,la hipétesis inductiva indica que n = 3p+8¢, p,g € IV, De
aqui: n+1=3(p+3)+8{¢—1). (8i¢g>0),oblen, nt+l= 3(p—5)+8.2
{si ¢ = 0 y notamos que p > b, paran = 14%

5. (a) La idea es probar que st |z| = n, al agregar un elemento {distinto) a

x v ahora Jz} = n + 1, entonces [P(z)| aurenta en 27 conjuntos.

(b} Lo importante es probar para = 2. En el pasoden a n+4 1 use

ese Tesultado. - .

7. {a) ¥ (b} pueden probarse simultaneamente por induccién. Note que (a)
se refiere a n impar ¥ (b) a n par.

{c} y (d} también pueden probarse simulidneamente, con la misma ob-
servacién anterior. .
9. {a) La suma vale @ -7 con o = 2, ¥n € IV,
(b) Despeje an1 de la férmula de recurrencia y use la hipdtesis.
. .
n+1ak = 2 ay -+ Qn- Use

(c), (d) ¥ (&). De la definicién de suma: 3
k=1 k=1




10.

12.

13.

21.

(Crn )

23.

27.

la hipdtesis inductiva para la surha del lado derecho y luego sume el
término a,,.

(a) ¥ (d) se siguen de 1a definicién recurrente de producto.

(b} Aqui, para aplicar la hipétesis inductiva P(n} = P(r+1), realice el
cambio de variable j = k4 1 y aplique la hipétesis indictiva.

(¢} Ademis de la defnicién de producto, debe usar la definicién de suma;
ino confunda los indices!

Debe probar que ¢, # 0 ¥n. La igualdad n, = ;22- es directa.

- gk nk+1
Observe que se pide demostrar que 3, *I{i) = ¥ ?1,(i)
==l =1
k, donde ’
~__ [1 siiesindicedez enlafila k
I(i) = 0
si no
L) = {.1 5i i es indice de y en la fila k
0 sino

¥ que la indicacién se traduce en J (i + 2¥) =T, (z) Li+28) =1, (z)

5. (a) El ndmero es 76.544.

(b) Los mimeros son 8, 12 y 18.

. Encuentre una expresién para s y s’ en términos de a, y la diferencia d.
- Basta probar que, si e > 0 Vk, entonces Iz secuencia (a; )repy és decre-.

ciente, es decir ap—y > a; Yk > 1. Ademads, del hecho que afd? < 1
{donde d es la diferencia de la progresién aritmética asociada & ay,
(k € IN) se tiene, por induccién sobre n, la proposxcmn

{a) Dado n, use induccién sobre m.

(b) Considere el desarrollo del binomio de Newtcn de (z + b)® con a =
-b=1.

{c} De la definicién recursiva de CF, se tiene

. n—1
O+ CQn C?Zﬂ‘H
ndlen _ ~rmdl
como CF | = an+1 Czn+1
entonces CJ, ., = C;:_;.lg qe.d.

(d) Use induccién sobre n y recuerde que
{Ck 1 + Ck) — (Ck~1)2 +20kck—1 -+ (Ck)Z

k ke
{e ) Muestre que E (k-:;))(gl-s) = ("+])(n+2)(n+3) .kza( Rk + 1}0,’:1‘5;‘
realice el cambxo ;r k 4 3 en la suma del lado derecho y calcilela.
(a) La idea es escribir los desarrollos de los binomios {(1 + z2)? ~ 1}27
¥ 2¥7(2 - z), igualar los coeficientes que acompafian una potencia

perticuiar de z. _
(b) Es directa de la propiedad y del desarrollo del binomio (1 + z)*+1,

.por medio de un cambio de indice.

n=2yn=23

Tema 4.2- IT,

2.
‘3.
B.

a(n—1)
7 .
Nota que m,n > 2. 51 C

Resuelva andlogamente al dltimo corte de pizza del tema.’

Chn es el ndmero de cortes Cp o = m+n— 2,

Tema 4.3- IL

i

No e

Trivial, aplique la propiedad telescépica a la suma.

Idem 1.
Por induccidn es sencillo.
Fije m y use induccidn sobre n, Luego fije n ¥ haga lo mismo.

. Trivial, por induceidn.
. Ni tan dificil, use induccidn.

Capitulo III.

2. (b) Esto es efectivo. Use 1. y 2(a).
4. R={(0,5}(0,8), (%, 7) (2.6},(3,3),(3,5),(4,4),(5,3),(6,2),(7,1},{8, O)}
4. Refleja, simétrica, pero no transitiva:
i1 0
EjemploMp= {1 1 1
011

11. {a) 2049, (b)Y 2201 () 25 () 22 L - 1),

14. (a) Falso.

~ {b} Falso.

17. (2) Indicacién: use la definicién y propiedades de conjuntos.

{b) (=) trivial.
(=) Use (a).

21. Sin =a-bentonces a < +/n 0 b < y/n (lo contrario es contradictorio).
Si a € +/7, basta considerar p primo cualquiera de la descomposicién en
factores primos de a.

22. med(1154,322) = 14, med(236,28) = 4.

25. (a) Razone recursivamente: si ¢ = g,, anote g = pi* - g,—; y encuentre

- una férmula recursiva para el ntimero de divisiones en esta factorizacion.
{(b) Similar a parte {a).
Terna 3-11L.

1. (a} £ = 7 es solucién particular, lﬁego, el conjunto solucidn es

i

{7,10,13,16,19,22].
(b) No tiene solucidn.
{c}n=1={0,1,2,3,4}

=2 = {3,4,5,6,7}
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n =3 = {16,17,18,19,20}
n =4 = {51,52,53, 54,55}.
Tema 4-1I1.
2. ¢g<n.
3. (a) i Rj tiene que ver con un “camino” de 1 a J.
6. El problema corresponde a encontrar k' > 1, k' € IV tal que MY =1,
(I = (6;;) € Mna({0,1}). Conviene usar 103 resultados del tema, aso-
ciando a M un grafo G = (U, V), con U = {1,2,..,n}.

Capitulo IV.

1. {a) No es funcién.
{b) Es funcién.
- (e} No és funcién.
(d} Es funcidén.
{e) No es funcién (ver ejercicio 2).

4. (b)Y A/R = {{1), {3} Iu{{2k, 283} /k = 1,2, s 2k4+3 < n} U{{n-1}/n

es impar} U{{n}, {n — 2}/n par }. : -
7. X)) =An(BU(AN(BUX))

=An{(BnAUBUX))=(ANB)U{ANn(BUX)).
Como ANB C AN{BU X), entonces F(f(X)) = AN(BUX) = f{X).

10. (a) f no es inyectiva (f{1) = f{2)); f es epiyectiva luego, no es biyectiva.
(b} f*(x) = [%], donde [¢] denota el entero superior mas préximo al
real a.

12. Por ejemplo: A = {1,2,3}, A" = {2,3}, B = Ay f como en e} ejercicio
16.

17. (a) Pruebe que f(z) = (f(0} + 1) mod (n). Para ello le conviene probar,

 ademés, que en general Ya,b € ¥ (¢ mod (n}+ b mod (n)) mod (n) =

(2 + &) mod (n).
{b) Existen n funciones ciclicas para 4 = {8,1,...,n — 1}.

18. Divida el tridngulo equildterc en cuatre tridngulos equildteros de lado
un medio, _

23, Si I, es €]l mimero de inversiones en Sy [, =

- férmula recursiva para I, }.

26. Use el resultado del ejercicio 17.

28. Suponga que X es finito. Tome una biyeccién f y obtenga ura con-
tradiccion,

—M (Encuentre una
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Tenia 1-IV. ) .
2. (a) Considere f : xP A" = N7 (z1,...,20) = (filz1), o) falzn)),
donde f; 1 A; — IV es blyeccmn :

(b} Use el hecho que la unién enumerable de con_]untos enumerables es

enurnerable.
5. Considere Hy = {0,1,2,...,k}. Pruebe que ¥ C {] H} v use el resul-
EEN

tado del ejercicio 3.

Capitulo V.

2. {a) Za y Z son cuerpo. Se hereda entonces: asociatividad, conmuta-
tividad, existencia de neutro (0,1}, inverso.
(b) El producto » en 2 resulta asociativo, no posee neutro (luego no hay
inversa}, ni es conmutaivo. (Verifique que (31,2, T3) x (v, 02, ) =
—{y1,v2,43) x (%1, 72,73)). -
3. (a) Consideres =¢,y=f,n=f, v=ec
(1) Considere y = n == e y use el resultado de {a).
(c) Considere n = ¢, y use (&), {b) para la asociatividad y considere
x =&, v=ey use (a), (k) para la conmutatividad.
. 5élo algebra de nimeros reales. Recuerde que (IR, +,-) es cuerpo,
7. Para (P(X),4) la clave estd en que (A NS\ B=(ANS)\ (Bn 5.
Para (P{X),N) el resuitado es trivial ' :
9. (a) No es homomorfisma.
{(b) No es, en general, homemorfismo. Si G es abeliano ¢ = id (que es

o

isomorfismo). :
10. {a) Conmutatividad. Ver (c) del ejercicio 3, para el caso x = n, ¥ = v.
{b) Inductivamente n = ¢ se tiene: (a- b)) = (a-8)"- (e - b) =
(a®- b)Y {a-b} = a““ i de asoc:atzwdad y conmutatividad de
(G, ) _
12. Suponga lo contrario, y obtenga una contradiceidn.
13. Sif,qcG,. frg=hf=xg
= f=h=g/+f
== e=h*{g* f)/hx
= h=g=*{.
frg=g=*h
15. Como ¢ = &' C G, basta probar que ¥f,g € G* se tiene f- g~} € 4,
lo cuzl es simple.
18. (a)y€ H=>g=g#*e € g+ H {e neutro).
Ademss, fegs H = f=g+h(h € H}
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20.

22,

24.

26.

(puesg € HAH &5 cerrado) g*H=4H.
{b) La misma idea dé (a).

Sea. ¢ el isomorfismo. S :
Gelcico s dae GVz € G,3n€ Z tal quez =a*a*---*a (n veces)

= fz) = pla) *pla) * - - p(a) (n veces).

Como ¢ es biyectiva, si x es cualquiera en (7, @(z} es cualquiera en ¢, -

luego ¢ es ciclica {y viceversa). .

Los divisores de cero en (Z o, @, -) son [2] y [4]. Puede escribir las tablas
de Pitagoras y éncontrar el isomorfismo pedido explicitamente. Resulta
gue (Z oo, B, +) no es isomorfo a (Zg x Za,+,"), (compare las tablas de
Pitdgoras correspond1entes)

Las tablas son

+ e h ¢ d a b ¢ d
a a b ¢ d a a a a a
b b oa d ¢ b a a a a
c.¢c d a b ¢c a a ¢ d
d d ¢ b a d a b ¢ d

de donde {4, +-) no es conmutativo y {4, +, ) no posee unidad.

(a) Sea x # 0 (nevtro de {4, +}), v +2a=yec 4

=(z+z)-y=y-y=y

= z + = = 1 (neutro de 4,+,-), por la unicidad del neutro. Luego,
T = —z.

(b) {(z+y) - (z+ y) =z + y. Por distributividad

t + oy +yz+y° —I+y@x+xy+y$+yax+‘;

Como (4, +) es abeliano

&y +yzr =08 oy = —(yz).

De (a) zy = yz.

(¢) (zy)(z4y) = zy-ztayy. Conmuta.ndo (z-y)z+y) = yatzy =0

- (de(b)).

30.

31,

(a) Siz=1-=zes nilpotente, sea n el natural mas pequetio tal que
> — (). Entonces 1+ 2+ 22 4., 4 271 es inverso de .

(b) (<) Sin = k?d, entonces [kd] es nilpotente.

(=>) Sea {z] nilpotente, 0 < z < n, y r el natural més pequeno tal que

{z]” = [0]. Entonces 2" = fn,1 < f < n de donde z* - 272 = fn

(r—22> O)

Como z? no divide a 3 (r es el exponente mas pequeio, etc) entonces
z? divide a n.

Al probar que (A,-) es grupo abeliano, lo que falta es la existencia de

inverso. Razone por contradiccién, asumiendo que A = {a, ..., ax}.
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33. La conmutatividad en (K, -) se tiene al distribuir por la derecha y por la
izquierda la expresién de la indicacidn, Vz,y € K. Luego, la exigencia’
de conmutatividad a priori no es necesaria,

34. (a) z =[1].
(B)z={1], y=[0].
Teina 3-V-.
a b ab
b ab N
% b oab b o (B
- ab-ab ab ab

3. (a) Directo. ,
(byveV, ag A4, abe AD, ba € BA, be BB.

Tema 4-V. -
1. Solucidn directa, segun el esguema usado en la aplicacién expuesta en el

tema.
Jaxe=Ffa-fa=Ffa- (1B fB)

Idem 1.

ASB@ A=ANB & fa=fang =fa 5.

W b

Capitulo V1.

1. Considere los cambios w = z — 8t A zu = z,—8 y luego despeje.
2. Sif = Arg(z) : ==1Eget,
4. (i) Estd claro que Zpz + %7 = 2Re(z0z) e R
Escriba zg = (20,90 A z = (7,y) ¥ desarrolle.
(i) Si 2, = 2, + yn, considere Im(z,7727).
5.z =2{,—1. '
Trivial z = ¢ %‘t
7. (a) Use la férmula de Moire.
(b) Idem (a),-mds propiedad.
(¢) Directo. Si j varfa con h, wi™* = 1.

{d) Use que E g¢* »1—7—9&—

9. Desarrolle (aunque se aburra) el lado derecho ¥ recuerde que w
il. iz| =1y [z+1|—1=>z— i :|:~‘£z Siz= 1-}-1: =5

*»

2-—w

= z4+l=e7
De aqui: (z+1)"_-1:> In = 2kr = n =6k,
12. (a) f(z) = (z + 2)(=’ +2)— (2 +5)
(b) f(z) = (z* + 222 + 1)(z? —~ 3z +2) — 62 + 52 + 2z + 1.
14. Trivial. Considere el discriminante A = b? — dae, si p(z) = az® + bz +e
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6. zp =1 —f——zz}p(z}_(d-q;)(zﬁzu)—z -zt
17. (a) Se obtiene que plat) = p{—ai) = 0.
(B) a0 = 16 = p(z) = (5 - 2)*.
18. plz) = (= -E- 1}z — 4){=* + 16).
20. " —a” "'E( 1)1 —1 : 10— l_{__i—l)“ a”

I+tl r+a

21, En (Z4,& ) considere f =y =22 @ 1, por eJemplo

22. Para encontrar x € R tal que p(z) = y, estudie las raices del polinemio
glz) =plz}—y.

23. 51 zo, 21,72 son vériices del trigngulo ABC,
p(2) = (2= 2+ 0)(z - 2)(z — 22).
{a) El centro de gravedad es ﬂ%liﬁ
(b) En este caso 25 — 2¢] = 22 — z1] = |22 — za]-

26. Use induccién sobre a férmula recurrente. :

27. {a) Pruebe que zp, 21, ..., z; son raices de &x,,... 2; (P, gue tiene grado n.
Concluye que es el polinomio nulo.

Capitulo VII.

T1 1
. 2 2
2 8e=] .}, y=1{ . |,entonces
Tn - Un
T — 22 — In
Tog — X3
Az = .
Tp-1 — Tn
Tpn — T3
= (Yo =~ ¥1,¥2 = Y, ¥n 1 — Un-2s¥n — Un—1 — ¥1).
Si A= (i)

A-B = (e} eon ¢y = bij +bigr; Yi104 1Ln
C17 = blj*bgjﬁb,-,j-, an:bhj_bn]) V_)
(gm1-1) (2" 1-1)% 1
3. () A" =514, n>1,Bh=] (2" -1% (2" -1) i ] para
(@ —1) (@ -1% 1
n 2> 2 (justificar por induccidn).
4. {a) Trivial.
" (b) Escriba M, + B, con B = (b;;) cualquiera.
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13.

15.

17
19,

20.

21. L

{c) El isomorfismo se basa en la manera de organizar flas y columnas
de una matriz de (M, (R), +). No es inico. Por ¢jemplo: :
A ={a;) con

11 —F g —F - --00 — Gin
G3n #— Qgp—3 & " & G2y

a3 — elcétera.

Se asocia a Y = (011,812, Ciny A215 ey C2ry " * * )

Multiplique: (I — X'V )1 + li(,';},} v recnerde que *XY ="YX en K.

. {a) Use induccidn sobre p.

Un Upa1
(b)Noteque | v | = A} vy
- wn Wt
(a) Use que (MTS, +) es subgrupo st YU, R € MT'S, entonces
+(—R)e MTS. ' '

{b) No existe inverss en (MT5, -}, ni se & tiene conmutatividad. Las demés
propiedades se heredan de M,.(IR).

(a) Considere ¢ :€ — M, a +1ib — (fb z)

{b) Construya la tabla de Pitdgoras y responda.
{a) Justifique por medio del algoritmo de Gauss.
(b} Basta con probar U™ = 0. Use induccién sobre n. Se consideran

U € T(0) (caso (n+ 1) x (n+ 1}); observe que
U= V MoneRTe= cerodeR"'],VéT(ﬂ) (denxn)y

0
caleule U™,
() 51 b* = —1, el sistema.tiene solucidn.
3/2 1/2\ s 112
byz= “éf-z +a _?;/2 R —101/2 - Vo, fe R
’ 0 0 1

Note que B = M + A. Multiplique.

(2} Use escalonamiento (intercambie filas si es necesario),

{b) Idem {a).

Escalone y piense er la factibilidad de las operamones segln los valores
de a, By 7.
1 siezy

= (¢5) con &5 = {
(£i5) con &i; 01 51n0<_
sz
U ={uy} con uyy = {{} o, 7
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- n
Justifique usando el hecho que eij = ¥ fuug; Vi, 7.

A-l— . A tuq! _ A lu k=1 )
23, Bl = - L , dondey=a— fud~lu.
Ty s :

Luego, es necesario que o # 4Ty, .
24. Apligue el método para calcular LU y luego justifique considerando
n
a;; =y, Lixti
E=1 :
27. En total (sumas y producios}, ebviande los productos per 0 y 1, {que
no son efectivos}, se tiene pg{2(m + n) — 1} operaciones. :

Tema 1-VII.

2 2 2
1. Considere A= | 2 2 2
2 2 2
0 i1z 13 .-
3.5 A=} ~a 0 asy | € MA;, entonces S5{A)=0y
—a33. —azy O

Q12 = —d13 = dz3.

Tema 2-VIIL
1. Si s(n) es el nimero de sumas en el algoritmo de Strassen y n = 2*

entonces:

b

(21 =18
s(2F) = 7-s(2F 1y 18 (2FY
de donde 5(2%) = 6 - (7* — 4¢*). De aqui, sin = 25, s(n) < 6. nlo7 <
o —n? : .
2. 8i 2577 < n « 2% complete con ceros las 2% — n lineas ¥ columnas de -
modo de obtener:

g - 0 0 --- 0
A : B : :
P 0 - 0 . 0 0
A=l 00 o] YT 00 0
0 0 0 0 6 - g 0 0
2* 2k
Aplique el algoritmo pare calcular A’ B’ y observe que 2! niimero de
log,T -

multiplicaciones es menor que Tn

i
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