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Auxiliar 14: Anillos y Complejos

Resumen:
Sea (A, +, ) un conjunto con dos estructuras:

e Se dice anillo si (A, 4) es grupo abeliano, y adem-s - es asosciativa y distribuye con respecto a +.
e Se dice anillo conmutativo con unidad si es un anillo, y - es conmutativo y posee neutro.
e Sies un anillo con unidad con |A| > 1 =0 # 1.

e Sean z,y ambos no nulos. Si z -y = 0 se dice que = e y son divisors del cero.
Notar que en este caso z -a =z -b # a =b.

e Se dice cuerpo si es un anillo conmutativo con unidad y Vo € A\ {0} es invertible para -.
Notar que todo cuerpo no tiene divisores del cero (ojo es solo una implicancia).

e Si es un anillo conmutativo con unidad y |A] finito lo anterior es una equivalencia.
e Si z = a+ib, entonces z = pe'®, con p = |z| = VaZ + b2, ¢ = arg(z) = {Angulo de rotacién}
e Siz = pe'®, entonces z = p[cos(¢p) + sen(¢)i]

o z-z=|z|?

e Re(z) = Z£Z también Im(Z) = %2

e z2ERES 2z=2ZE Re(z) =2z Im(z)=0

son las raices n-ésimas de la unidad.

e La suma de las raices n-ésimas de la unidad es cero.

2rki
e Las raices n-ésimas de la unidad son: wy =e n ,con k=0,...,n— 1.
n irarg(w)
e Dado w € C fijo, las soluciones de la ecuacién z™ = w son Y/ |w|wge n ,con k =0,...,n — 1, donde los wy

P1. Sea (A,+,-) un anillo. Un subconjunto I C A se dird ideal de A si y solo si:

e (I,+) es grupo.
eVac Abel a-belNb-a€el

(a) Sea F': (A,+,) = (B,®,®) un morfismo sobreyectivo de anillos. Demuestre que F~1({0p}) es un ideal

de A donde Op es el neutro para @ en B
(b) Sea (A, +,-) un anillo con unidad 1 € A, e I ideal en A.

i. Demuestre que si 1 € I, entonces [ = A.
ii. Demuestre que si 3x € I invertible para -, entonces I = A.

P2. Demuestre que (Z4, +4) es isomorfo a ({1, —1,7, —i}, ).
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P3. Sea (A, +,-) un anillo conmutativo.

(a) Sia€ A esun divisor del 0 y b € A, tal que a - b # 0,entonces a - b es divisor del 0.

(b) Demuestre que si el producto de dos elementos es divisor del 0, entonces al menos uno de ellos es divisor
del 0.

(c) Sea a € A define el conjunto aniquilador de a , como Ann(a) = {b € A | tal que b-a = 0}. Pruebe que
Ann(a) es un ideal, definido como en el problema anterior.

P4. Sea w € C una raiz cibica de la unidad, con w # 1. Pruebe que

A4+w)?+ (1 +uw?)?+ (14w’ =62

P5. Sean z € C\ {0}, un complejo dado, n > 2 {2y, ..., z,—1} las raices n-ésimas de z. Calcule:



