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P6. Sean G = {(n,m) | n,m ∈ Z} y G′ = {2a3b | a, b ∈ Z}, y se define la suma de pares en G como

(n,m) + (p, q) = (n + p,m + q)

(i) Demuestre que (G′, ·) es subgrupo de (R \ {0}, ·) donde · es el producto en R.
R:

i) G′ ⊆ R \ {0} pues si multiplico potencias de 2 y de 3 jamás llegaré al 0.

ii) 1 ∈ G′ pues 2030 = 1.

iii) Sean x, y ∈ G′ por definición del conjunto esto significa que existen a1, a2, b1, b2 ∈ Z tales que
x = 2a13b1 , y = 2a23b2 luego x · y−1 = 2a13b1 · (2a23b2)−1 = 2a13b1 · (2−a23−b2) = 2a1−a23b1−b2 y
como a1 − a2 ∈ Z y b1 − b2 ∈ Z se concluye que xy−1 ∈ G′.

Luego como se cumple la propiedad compacta, se concluye que G′ es subgrupo.

(ii) Observe que (G,+) es grupo. Demuestre que (G,+) es isomorfo a (G′, ·).
R: Sea

f : G −→ G′

a, b 7−→ f (a, b) = 2a3b

.

i) Morfismo: f((a, b) + (c, d)) = f(a + c, b + d) = 2a+c3b+d = 2a3b2c3d = f(a, b)f(c, d), es decir es
morfismo.

ii) Sobreyectiva: Por definición de grupo todos los y ∈ G′ son de la forma y = 2a3b por lo que es directo
que si tomamos x = (a, b) se tendrá que f(x) = y es decir es sobreyectiva.

iii) Inyectiva: f(a, b) = f(c, d) ⇒ 2a3b = 2c3d. Notemos que por más que yo multiplique el 2 consigo
mismo jamás voy a lograr formar una potencia del 3 (y viceversa) por lo que la igualdad anterior
implica que 2a = 2c y 3b = 3d y esto implica que a = c y b = d, es decir (a, b) = (c, d) y por lo tanto
es inyectiva.

Como es morfismo y biyectivo es isomorfismo y por lo tanto G y G′ son isomorfos.
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