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Gúıa control 6
P1. Sea (G, ·) un grupo y f : G → G la función definida por f(g) = g−1, probar que f isomorfismo si y solo si G

es grupo abeliano.

P2. Sea (G, ·) grupo y H,K subgrupos de G, demuestre que H ∪K es subgrupo de G⇔ H ⊆ K ∨K ⊆ H.

P3. Sea (G, ·) un grupo finito de orden 4, es decir |G| = 4, con neutro e ∈ G. Pruebe que ∀a ∈ G \ {e} se tiene que
a3 6= e (a3 = a · a · a).
Indicación: Use el teorema de Lagrange.

P4. Sean G = {(n,m) | n,m ∈ Z} y G′ = {2a3b | a, b ∈ Z}, y se define la suma de pares en G como

(n,m) + (p, q) = (n + p,m + q)

(i) Demuestre que (G′, ·) es subgrupo de (R \ {0}, ·) donde · es el producto en R.

(ii) Observe que (G,+) es grupo. Demuestre que (G,+) es isomorfo a (G′, ·).

P5. Sea (A,+, ·) un anillo conmutativo con unidad. Se define G ⊆ A por

G = {a ∈ A | a tiene inverso para ·}

(i) Mostrar que (G, ·) es un grupo abeliano.

(ii) Sea H = {a2 | a ∈ G}. Pruebe que H es subgrupo de G.

(iii) Si A = Z8, encuentre G y H.

P6. Sea (A,+, ·) un anillo. Un subconjunto I ⊆ A se dirá ideal de A si y solo si:

(I,+) es grupo.

∀a ∈ A, b ∈ I a · b ∈ I ∧ b · a ∈ I

(a) Sea F : (A,+, ·) → (B,⊕,�) un morfismo sobreyectivo de anillos. Demuestre que F−1({0B}) es un ideal
de A donde 0B es el neutro para ⊕ en B

(b) Sea (A,+, ·) un anillo con unidad 1 ∈ A, e I ideal en A.

(i) Demuestre que si 1 ∈ I, entonces I = A.

(ii) Demuestre que si ∃x ∈ I invertible para ·, entonces I = A.

(c) Si (A,+, ·) es un anillo conmutativo, considere a ∈ A y defina el conjunto aniquilador de a , como Ann(a) =
{b ∈ A | tal que b · a = 0}. Pruebe que Ann(a) es un ideal.

P7. Sea (A,+, ·) un anillo conmutativo, con unidad y sin divisores de 0, sobre A × A \ {0} se define la siguiente
relación de equivalencia (demuéstrelo):

(a, b) ∼ (c, d)⇔ ad = bc

Adicionalmente sobre A×A \ {0}/ ∼ (el conjunto cuociente) denotamos la clase [(a, b)] por a
b , y definimos las

operaciones
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a

b
+

c

d
=

ad + bc

bd

a

b
· c
d

=
ac

bd

Pruebe que estas operaciones están bien definidas y que (A × A \ {0}/ ∼,+, ·) es un cuerpo, con 0
1 = 0 y

1
1 = 1.

Con esto puede notar que (Z×Z \ {0}/ ∼,+, ·) ∼= (Q,+, ·).

P8. Demuestre que Z4 es isomorfo a {1, i,−1,−i}.

P9. Sea z ∈ C un número complejo que satisface las propiedades: |z| = 1 y |z + 1| = 1. Prueba que z es ráız cúbica
de la unidad.

P10. Encuentra los valores de n ∈ N que resuelven la ecuación(√
3− i

2

)2n

−

(√
3 + i

2

)2n

= a.

Para a =
√

3, i
√

3.

P11. Sean z ∈ C \ {0}, un complejo dado, n ≥ 2 {z0, ..., zn−1} las ráıces n-ésimas de z. Calcule:

n−1∑
k=0

1

zk
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