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Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas Universidad de Chile

Demuestre que (∃y)[p(y)⇒ (∀xp(x))] es verdadera cualquiera sea la función proposicional p.

Sol: Tenemos dos casos, el primero es que ∀xp(x) sea verdadera, en ese caso la llegada de la implicancia es
verdadera y por lo tanto lo es en total, en caso de que sea falsa es que existe un elemento tal que p(x) es falsa,
luego tomamos ese elemento como y, con esto la implicancia será de la forma F ⇒ F es decir verdadera.

Recuerde que la sucesión de Fibonacci es una serie de números naturales F0, F1, ..., Fn, Fn+1... que cumplen
que:

F0 = 0
F1 = 1
Fn = Fn−1 + Fn−2 ∀n ≥ 2

Demuestre que:

(i) F1 + F2 + · · ·+ Fn = Fn+2 − 1, ∀n ≥ 1

DEM: Caso base n = 1, reemplazamos y queda F1 = F3 − 1 ¿Quién es F3?, bueno utilicemos la recu-
rrencia. F3 = F2 + F1 = F2 + 1 ¿Quién es F2? F2 = F1 + F0 = 1 + 0 = 1, aśı F3 = 2 y efectivamente se
cumple que F1 = 1 = 2− 1 = F3 − 1.

HI: Asumimos que para algún n se cumple que F1 + F2 + · · ·+ Fn = Fn+2 − 1

PI: PDQ: F1 + F2 + · · ·+ Fn+1 = F(n+1)+2 − 1

DEM: Como en toda inducción la idea es hacer aparecer la HI, veamos como hacerlo

F1 + F2 + · · ·+ Fn+1 = F1 + F2 + · · ·+ Fn︸ ︷︷ ︸
HI

+Fn+1

= (Fn+2 − 1) + Fn+1 = (Fn+2 + Fn+1)− 1 = Fn+3 − 1 = F(n+1)+2 − 1

(ii) Fn >

(
3

2

)n−1

, ∀n ≥ 6

DEM: Caso base n = 6, F6 = 8 >
(
3
2

)5 ∼ 7,5

HI Asumimos que para algún n se cumple que Fn >

(
3

2

)n−1

PI: PDQ: Fn+1 >

(
3

2

)(n+1)−1

Nuevamente se trata de hacer aparecer la HI, naturalmente Fn+1 = Fn +Fn−1 >
(
3
2

)n−1
+Fn−1 ¿Y qué

hacemos ahora? la HI no tiene ningún Fn−1 : (. Tranquilidad existe otro principio de inducción que nos
da una hipótesis más fuerte, que nos permite cambiar nuestra HI por HI’ Asumimos que para algún n se

cumple que Fk >

(
3

2

)k−1

, ∀k ≤ n, es decir ahora asumimos que se cumple para todos los anteriores a

n ¿Y cómo se me iba a ocurrir utilizar eso? Netamente porque apareció un n menor que el de la HI, no
teńıamos como saberlo antes. Bueno utilizando HI’(

3

2

)n−1

+ Fn−1 >

(
3

2

)n−1

+

(
3

2

)n−2

=

(
3

2

)n(
2

3
+

4

9

)
=

(
3

2

)n(
10

9

)
>

(
3

2

)n

Aśı: Fn+1 >

(
3

2

)n

=

(
3

2

)(n+1)−1

1



Facultad de Ciencias F́ısicas y Matemáticas Universidad de Chile

El teorema fundamental de la aritmética nos dice que todo número natural mayor que 1 se puede escribir
como el producto de factores primos. Usando inducción fuerte demuestre este teorema.

DEM: Caso base, el primer natural mayor que 1 es el 2, el 2 es primo y se escribe aśı tal cual.

HI: Seguimos la recomendación del enunciado y utilizamos inducción fuerte, es decir asumimos que hay un
natural tal que todos los naturales anteriores se pueden escribir como multiplicación de primos.

PI: Veamos que pasa con n + 1, bueno n + 1 tiene dos posibilidades, la primera es que sea primo en cuyo
caso estamos listo porque se escribe simplemente como n+ 1. Si no es primo por definición existen p y q tales
que pq = n + 1, ah pero como p y q son estrictamente menores que n + 1, podemos aplicarles la HI, existen
r1, ..., rk, l1, ...lj todos primos tales que p = r1 · r2 · · · rk y q = l1 · l2 · · · lj , luego n+ 1 = r1 · r2 · · · rk · l1 · l2 · · · lj
que era exactamente lo que queŕıamos.

Demuestre por inducción que (∀n ≥ 1) 1 +
1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

n2
≥ 3

2
− 1

n + 1
.

DEM: Caso base n = 1, 1 ≥ 3
2 −

1
2 = 3

2 −
1

1+1

HI: Asumimos que para algún n se cumple que 1 +
1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

n2
≥ 3

2
− 1

n + 1
.

PI: PDQ: 1 +
1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

(n + 1)2
≥ 3

2
− 1

(n + 1) + 1
.

Tal como lo hemos hecho todo el rato, la idea es hacer aparecer la HI:

1 +
1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

(n + 1)2
= 1 +

1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

n2︸ ︷︷ ︸
HI

+
1

(n + 1)2
≥ 3

2
− 1

n + 1
+

1

(n + 1)2
=

3

2
− n

(n + 1)2

Uuuuy casi, si tan solo hubiese habido un 1
(n+2) en vez de n

(n+1)2 . Bueno pero a ti no te interesa que esas cosas

sean iguales, solo quieres una cota! Es decir basta ver que 3
2 −

n
(n+1)2 ≥

3
2 −

1
(n+2) para concluir, centrémonos

en esto

3

2
− n

(n + 1)2
≥ 3

2
− 1

(n + 2)
⇔ − n

(n + 1)2
≥ − 1

(n + 2)
⇔ n

(n + 1)2
≤ 1

(n + 2)

Como estamos trabajando en N n+2 es positivo, podemos pasar multiplicándolo!

⇔ n2 + 2n ≤ n2 + 2n + 1⇔ 0 ≤ 1⇔ V

Aśı: 1 +
1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

(n + 1)2
≥ 3

2
− n

(n + 1)2
≥ 3

2
− 1

(n + 2)
⇒ 1 +

1

4
+

1

9
+ · · ·+ 1

(n + 1)2
≥ 3

2
− 1

(n + 2)

2


