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Auxiliar 13: Complejos
eiπ + 1 = 0

P1 a) Sean 0, z, w ∈ C tres complejos que forman un triangulo rectángulo en 0. (i.e. asuma que z = (0, a)
y w = (b, 0) con a, b ∈ R.
i) Demuestre que zw̄ + z̄w = 0.
ii) Demuestre que |z − w|2 = |z|2 + |w|2

b) Sea z ∈ C tal que

z +
1

z
= 2cos(α)

Demuestre que zn + 1
zn = 2cos(nα).

P2 Considere los números complejos z =
√
2
2 + i

√
2
2 y w = 1

2 + i
√
3
2 . Encuentre el menor n ∈ N tal que

zn = wn = 1.

P3 Sean los números reales S =

n∑
k=0

(
n

k

)
cos(kα) y S′ =

n∑
k=0

(
n

k

)
sen(kα).

i) Demuestre que
S + iS′ = (1 + cos(α) + isen(α))n

ii) Escriba el número 1 + cos(α) + isen(α) en su forma polar y deduzca que

S = 2n
(
cos
(α

2

))n
· cos

(n · α
2

)
S′ = 2n

(
cos
(α

2

))n
· sen

(n · α
2

)
P5 Se define el conjunto Z[i] como sigue

Z[i] = {a+ ib | |a, b ∈ Z}\{0}

i) Demuestre que (Z[i],+, ·) no tiene divisores del cero (+ y · son las operaciones de suma y multipli-
cación de C).

ii) Demuestre que los únicos elementos invertibles de (Z[i],+, ·) son 1, i,−1,−i.

P5 El objetivo de este problema es demostrar que

n∑
k=0

cos(2kθ) =
cos(nθ)sen((n+ 1)θ)

sen(θ)

Para ello:

i) Para r ∈ C, demuestre que
n∑
k=0

r2k =
rn(rn+1 − r−n−1)

r − r−1

ii) Estudie la parte real e imaginaria de
n∑
k=0

e2kiθ

P6 (PROPUESTO)

i) Sean u, v, w complejos tales que w = u− v. Sea θ el ángulo entre los complejos u y v (recuerde que
los números complejos se pueden ver como vectores en el plano complejo). Demuestre que |w|2 =
|u|2 + |v|2 − |u||v|cos(θ).

ii) Sea Z[i] el conjunto definido en la P2. Sea f : Z[i]→ Z[i] función tal que f(z) = z2. Desmuestre que
Re(f(z))2 + Im(f(z))2 = |f(z)|2.
Hint: https://www.youtube.com/watch?v=QJYmyhnaaek
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