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= Si e’ = e, entonces existe algtin k € Z tal que
0 =+ 2km.

= Sea z € Cy n > 2. Diremos que z es una raiz
n-ésima de la unidad si 2" = 1.

= Las raices n-ésimas de la unidad son de la forma
§2km
e n conke{0,...,n—1}

= Sea z,w € Cy n > 2. Diremos que z es una raiz
n-ésima de w si w"™ = 1.

= Las raices n-ésimas de z = re? € C son de la

forma {/ret™ % con k € {0,...,n—1}.

= Sea n > 2. La suma de las n raices n-ésimas de la
unidad vale 0.

= Consideraremos a (K, +,-) como el cuerpo R o C.
Un polinomio es una funcién p : K — K de la
forma:

n
p(a:) = Zakxk =ag+arx+...+apz"
k=0

donde ag, a1,... ,a, son constantes en K a las que

llamaremos coeficientes.

= Al conjunto de polinomios con coeficientes en K se
le denota K[x].

= Sean p, q € K[z].

p =q <= Los coeficientes de p y ¢ son iguales.

s Sea p € K[z]. Definimos gr(p) (el grado) como el k
mas grande tal que a; # 0. Si p = 0, diremos que
gr(p) = —o0.

» Diremos que p € K[z] es ménico si el coeficiente
asociado a z8"(?) es 1.

n n
= Sea p(z) = apt® y q(x) = brpx® definimos:
k=0 k=0

n

L (p+q)(x) = X (ar + by)a*

2 (a)(o) = ¥ (X i) ot

k=0 \:=0

Estas operaciones verifican:

L. gr(p +q) < méax{gr(p),gr(q)}-

2. gr(pg) = gr(p) + gr(q)-
v (K[z],+,) es un anillo conmutativo con unidad,

que no posee divisores del 0.

» En (K[z],+,"), los unicos elementos con inverso
para - son los polinomios de grado 0.

» Sean p,d € Kz] con d # 0. Entonces existe un
unico par ¢,r € K[z] tal que:

1. p=qd—+r.
2. gr(r) < gr(d).

A r lo llamaremos resto. Si r = 0, diremos que d
divide a p y lo denotaremos por d|p.

» Teorema del Resto: Sea p € K[z] y ¢ € K. El
resto de dividir p por el polinomio (z — ¢) es p(c).

» Diremos que ¢ € K es una raiz de p € Klx] si
p(e) =0.

s Sicy,co,...,c, son raices distintas de p, entonces:

(z—c1)(x—c2)...(x—c)|p(x)

» Sean > 1. Sip € K[z] es tal que gr(p) = n, enton-
ces p posee a lo mas n raices distintas.

» Sean > 1y p,q € K[z] tales que gr(p) < ny
gr(q) <m. Sipy q coinciden en n + 1 puntos dis-
tintos, entonces son iguales.

= Teorema Fundamental del Algebra:
Sea p € Clz] tal que gr(p) = n > 1. Entonces p
posee al menos una raiz en C.

» Sea p € Clx] tal que gr(p) = n > 1. Entonces
existen o, c1,...¢, € Cy Uy, -l € N tales que:

15

p(z) =ale—c) .. (z—cp)tm
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= Sea p € C[x] con coeficientes en R y sea z € C una tal que % es una rafz de p, entonces:
raiz de p. Entonces Z es una raiz de p.
rlag N S|a
= Sea p € R[z], tal que gr(p) = n > 1. Entonces a0 [

existen valores o, c1,...,¢m,a1,b1,... ,a5,bs ER . ]
tales que: » Sea p € R[z] ménico con coeficientes en Z. En-
p=a(z—ci)...(x—cm)(@®+arz+b1). .. (2% + tonces toda raiz racional de p es entera y divide a
asx + b) @o-

= Teorema de la Raiz Racional: Sea p € R|x], s El algoritmo de Ruffini permite dividir un polino-
con coeficientes en Z. Si r y s son primos relativos mio p por x — c.

P1.

P2.

P3.

[Raices de un Complejo]

1+ivV3
1—43

Encuentre las raices cuartas del complejo z =

[Solucién de polinomios]
Demuestre que las soluciones de la ecuacién z? + 2 + 1 = 0 son raices ctibicas de la unidad.

Hint: no calcule las raices del polinomio

[Sumatoria de Raices de la Unidad]
Sean wq, w1, ... ,w,—1 las raices n-ésimas de la unidad ordenadas de manera usual (es decir, segiin argumento

de manera creciente).

a) Demuestre que:
WoW1 + WiW2 + ... + Wp_2Wp_1 + Wyp_1Wo = 0

b) Pruebe que Vk € {1,2,... ,n—1}:

¢) Sea z € C fijo. Calcule:

P4. [Factorizacién en R y C]

a) Factorice en R y en C el polinomio p(x) = z* + 32% — 1222 — 132 — 15
b) Considere el polinomio p(z) = 27 + 22° — 2* + 23 — 222 — 1. Se sabe que i es raiz de p(z) de multiplicidad
2. Encuentre todas las raices y factorice p(z) en Rlz] y Clx]

P5. [;Polinomios biyectivos?]

Sea p € C[z].
a) Demuestre que p(z) es sobreyectivo, si y sélo si gr(p) > 1.
Hint : Puede ser util el teorema fundamental del dlgebra.
b) El objetivo de esta parte es probar que p(x) es inyectivo, si y sélo si gr(p) = 1.
(i) Demuestre que si gr(p) = 1, entonces p(z) es inyectivo.
(ii) Demuestre que si gr(p) < 1, entonces p(
(iii) Sean > 1, A\,a € C. Definamos ¢ € C[z] como:

q(z) = Az —a)"

x
x) no es inyectivo.

Demuestre que g(x) no es inyectivo.
(iv) Concluya la direccién que falta.



