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Si eiθ = eiϕ, entonces existe algún k ∈ Z tal que
θ = ϕ+ 2kπ.

Sea z ∈ C y n ≥ 2. Diremos que z es una raiz
n-ésima de la unidad si zn = 1.

Las raices n-ésimas de la unidad son de la forma
ei

2kπ
n con k ∈ {0, . . . , n− 1}.

Sea z, w ∈ C y n ≥ 2. Diremos que z es una raiz
n-ésima de w si wn = 1.

Las raices n-ésimas de z = reiθ ∈ C son de la
forma n

√
rei

θ+2kπ
n con k ∈ {0, . . . , n− 1}.

Sea n ≥ 2. La suma de las n ráıces n-ésimas de la
unidad vale 0.

Consideraremos a (K,+, ·) como el cuerpo R o C.
Un polinomio es una función p : K → K de la
forma:

p(x) =
n∑
k=0

akx
k = a0 + a1x+ . . .+ anx

n

donde a0, a1, . . . , an son constantes en K a las que
llamaremos coeficientes.

Al conjunto de polinomios con coeficientes en K se
le denota K[x].

Sean p, q ∈ K[x].

p = q ⇐⇒ Los coeficientes de p y q son iguales.

Sea p ∈ K[x]. Definimos gr(p) (el grado) como el k
más grande tal que ak , 0. Si p ≡ 0, diremos que
gr(p) = −∞.

Diremos que p ∈ K[x] es mónico si el coeficiente
asociado a xgr(p) es 1.

Sea p(x) =
n∑
k=0

akx
k y q(x) =

n∑
k=0

bkx
k definimos:

1. (p+ q)(x) =
n∑
k=0

(ak + bk)xk

2. (pq)(x) =
2n∑
k=0

(
k∑
i=0

aibk−i

)
xk

Estas operaciones verifican:

1. gr(p+ q) ≤ máx{gr(p), gr(q)}.

2. gr(pq) = gr(p) + gr(q).

(K[x],+, ·) es un anillo conmutativo con unidad,
que no posee divisores del 0.

En (K[x],+, ·), los únicos elementos con inverso
para · son los polinomios de grado 0.

Sean p, d ∈ K[x] con d , 0. Entonces existe un
único par q, r ∈ K[x] tal que:

1. p = qd+ r.
2. gr(r) < gr(d).

A r lo llamaremos resto. Si r ≡ 0, diremos que d
divide a p y lo denotaremos por d|p.

Teorema del Resto: Sea p ∈ K[x] y c ∈ K. El
resto de dividir p por el polinomio (x− c) es p(c).

Diremos que c ∈ K es una ráız de p ∈ K[x] si
p(c) = 0.

Si c1, c2, . . . , ck son ráıces distintas de p, entonces:

(x− c1)(x− c2) . . . (x− ck)|p(x)

Sea n ≥ 1. Si p ∈ K[x] es tal que gr(p) = n, enton-
ces p posee a lo más n ráıces distintas.

Sea n ≥ 1 y p, q ∈ K[x] tales que gr(p) ≤ n y
gr(q) ≤ n. Si p y q coinciden en n+ 1 puntos dis-
tintos, entonces son iguales.

Teorema Fundamental del Álgebra:
Sea p ∈ C[x] tal que gr(p) = n ≥ 1. Entonces p
posee al menos una ráız en C.

Sea p ∈ C[x] tal que gr(p) = n ≥ 1. Entonces
existen α, c1, . . . cm ∈ C y l1, · · · lm ∈ N tales que:

p(x) = α(x− c1)l1 . . . (x− cm)lm
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Sea p ∈ C[x] con coeficientes en R y sea z ∈ C una
raiz de p. Entonces z es una raiz de p.

Sea p ∈ R[x], tal que gr(p) = n ≥ 1. Entonces
existen valores α, c1, . . . , cm, a1, b1, . . . , as, bs ∈ R
tales que:
p ≡ α(x− c1) . . . (x− cm)(x2 + a1x+ b1) . . . (x2 +
asx+ bs)

Teorema de la Ráız Racional: Sea p ∈ R[x],
con coeficientes en Z. Si r y s son primos relativos

tal que r
s es una ráız de p, entonces:

r|a0 ∧ s|an

Sea p ∈ R[x] mónico con coeficientes en Z. En-
tonces toda ráız racional de p es entera y divide a
a0.

El algoritmo de Ruffini permite dividir un polino-
mio p por x− c.

P1. [Raices de un Complejo]

Encuentre las ráıces cuartas del complejo z = 1 + i
√

3
1− i

√
3

P2. [Solución de polinomios]
Demuestre que las soluciones de la ecuación x2 + x+ 1 = 0 son ráıces cúbicas de la unidad.
Hint: no calcule las raices del polinomio

P3. [Sumatoria de Raices de la Unidad]
Sean w0, w1, . . . , wn−1 las ráıces n-ésimas de la unidad ordenadas de manera usual (es decir, según argumento
de manera creciente).

a) Demuestre que:
w0w1 + w1w2 + . . .+ wn−2wn−1 + wn−1w0 = 0

b) Pruebe que ∀k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}:
n−1∑
j=0

(wj)k = 0

c) Sea z ∈ C fijo. Calcule:
n−1∑
j=0

(z + wj)n

P4. [Factorización en R y C]

a) Factorice en R y en C el polinomio p(x) = x4 + 3x3 − 12x2 − 13x− 15
b) Considere el polinomio p(x) = x7 + 2x5 − x4 + x3 − 2x2 − 1. Se sabe que i es raiz de p(x) de multiplicidad

2. Encuentre todas las raices y factorice p(x) en R[x] y C[x]

P5. [¿Polinomios biyectivos?]
Sea p ∈ C[x].

a) Demuestre que p(x) es sobreyectivo, si y sólo si gr(p) ≥ 1.
Hint : Puede ser útil el teorema fundamental del álgebra.

b) El objetivo de esta parte es probar que p(x) es inyectivo, si y sólo si gr(p) = 1.
(i) Demuestre que si gr(p) = 1, entonces p(x) es inyectivo.
(ii) Demuestre que si gr(p) < 1, entonces p(x) no es inyectivo.

(iii) Sea n > 1, λ, a ∈ C. Definamos q ∈ C[x] como:

q(x) = λ(x− a)n

Demuestre que q(x) no es inyectivo.
(iv) Concluya la dirección que falta.


