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Resumen Contenidos:

|A| = |B] si existe una funcién f : A — B
biyectiva.

|A| < |B] si existe una funciéon f : A — B
inyectiva.

|A| < |B| si existe una funcién f : A — B in-
yectiva, pero no existe una funcién biyectiva
g:A—B

Se tienen las siguientes propiedades:

L JA] < 4]
2. Si A C B, entonces |A| < |B|

3. Si |A] < |B] y |B|] < |C|, entonces
Al < [C]

Teorema Cantor-Bernstein-Schoeder

[ Al < |BIAIB| < [A] = [A] = |B]

Cardinal de la imagen de un conjunto
Si f: A — B es funcién, entonces |f(A)| <
|A]

N es infinito y si un conjunto A cumple que
|A| = |N|, entonces se dird que A es nume-
rable. Por otro lado si un conjunto A cumple
que |A| < |N| se dird que A es a lo mds nu-
merable.

IN| es el menor cardinal infinito.

Todo conjunto infinito A inmediatamente
cumple que |A| > |N|. Es decir, A es infinito
si y sélo si |[A] > |N|.

Sea A un conjunto infinito tal que |A| < |NJ,
entonces A es numerable, es decir, |A| = |N|

Sea A infinito y B finito. Entonces |[AU B| =
[A\ Bl = |4]

Z y Q son numerables.

Sea Ai,As,..., A, una colecciéon finita de

n
conjuntos numerables, entonces U A; tam-
i=1
bién es numerable

Sea Ai,As,..., A, una coleccién finita de
conjuntos numerables, entonces

HAi:Alx---xAn
=1

también es numerable.
Una consecuencia de esto es que N* Z" y Q™
son numerables, conn € N, n > 1

Sea (A;)ien una coleccién numerable de con-
juntos numerables, entonces U A; es nume-
1EN
rable.
Sea (A;)ier, Z C N, una coleccién a lo mas
numerable de conjuntos a lo mas numerables
(i.e. |4;] < |N|). Entonces U A; es a lo mas
€T

numerable (i.e. | U Ai| <|N|)

1€l
El producto de una familia numerable de con-
juntos finitos de tamano dos no es numerable
Ej: H{:L‘z,yz} donde z;,y; € R para todo

iEN

i €N
Teorema Cantor
Sea A un conjunto entonces |A| < |P(A)|

Un conjunto A se dird no numerable si |N| <
|A]

R, P(N), [(a,b)], [(a, 0], |[a,b)] ¥ [[a,b]| son
no numerable, con a,b €R ,a < b
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1. Estrategias para Enfrentar Problemas

1.1. Conjuntos Numerables
1.1.1. Problema de la forma |A| < |N|
1.1.2. Problema de la forma |A| = |N|

1.2. Conjuntos No Numerables
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2.

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

pP7.

Problemas

[Control 2 - 2005]

Sea G el conjunto de todas las circunferencias en el plano cartesiano cuyos centros tienen coordenadas
racionales y su radio es racional, es decir C' € G < C' es una circunferencia de centro (a,b) y radio r
con a,b,r € Q.

Pruebe que el conjunto de todos los pares de puntos (P,Q) donde P y @ son los extremos de los
didmetros horizontales de las circunferencias de G, es infinito numerable.

'Solucién P1. |

[Control 2 - 2003]

a) Pruebe que el conjunto de todas las rectas no verticales que pasan por el punto (0,1) es no
numerable.

b) Pruebe que el conjunto de todas las rectas no verticales que pasan por el punto (0,1) y cortan al
eje OX en una coordenada racional, es numerable.

c¢) Pruebe que el conjunto de todas las rectas no verticales, que no pasan por el origen y tales que
cortan a los ejes OX y OY en coordenadas racionales, es numerable.

‘ Solucion P2. ‘

[Control 2 - 2001 & Control 4 - 2016]

Para todo n € N se tiene una funcién f,, : R — R. Ademas, f; = idg. Sea AC Ry B={f,(a):a€
A,n € N}. Pruebe que si A es infinito numerable, entonces B es infinito numerable.

‘ Solucion P3. ‘

[Control 3 - 1996]
Sea A={2:(3dn €N,q=2")A(p €N,p < q)}. Probar que A es infinito numerable

' Solucién P4. |

Muestre que el conjunto

A={(m,n) € ZxZ:m <n} es infinito numerable

Solucién P5. |

Sean C, D conjuntos no vacios, con C finito y D infinito numerable.
Sea F(C,D)={f:C — D | f es funcién } Muestre que F(C, D) es infinito numerable.
Indicacién: Recuerde que significa A® donde A, B son conjuntos.

‘ Solucion P6. ‘

Sea B un conjunto numerable y < una relacién de orden total definida en B (recuerde que = es de
orden total si y sélo si, Va,b € B se tiene que a < bV b = a). Pruebe que dado a € B, uno de los dos
conjuntos siguientes es infinito numerable.

Bi={beB:b=a}, Bo={beB:a=b}

‘ Solucion P7.
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n
P8. Sea E = {(a1,a2,...,an) € {-1,1}" | n €N, n > 2, Zai = 0.}. Es decir,
i=1

n
a=(a,...,ap) € E<=ay,...,a, € {—1,1}, tales que Zaizo.
i=1

a) Muestre que E es infinito.

b) Pruebe que E tiene la misma cardinalidad de N

'Solucién PS8. |

P9. Sea A={ze€R:3kecZIieNz= %} Pruebe que A es numerable

‘ Solucion P9. ‘

P10. [C2 - 2010-2 - Varas]
Se definen M ={ACN:|A|=k} y M ={ACN:|A4| < o0}

a) Muestre que para todo k € N\ {0}, M}, es un conjunto infinito.

b) Describa M7 y muestre que |M;| = |N| indicando la biyeccién.

)
)
¢) Describa My y muestre que |Mz| < [N?|, concluya que Mj es numerable.
d) Muestre que |M}| < [N¥|, concluya que M}, es numerable.

)

e) Utilice lo anterior para determinar la cardinalidad del conjunto M

'Solucién P10. |

P11. Demuestre que C' = {x € [0,+00) | In € N\ {0}, 2" € N} es numerable.
‘ Solucién P11. ‘

P12. Demuestre que E = {x = (z1,22,23) E RXx N XN | 3n € N,z + x2 + 3 = n} Es numerable.
‘Solucién P12. ‘

P13. [Apunte 2017] Demuestre que los siguientes conjuntos son no numerables.

a) A={z €R3:IneN,zy + 29 + 73 = n}
b) T ={T CR?:T es un tridngulo }

‘ Solucién P12. ‘

P14. [Painequeo] Sea X C R numerable, Se define —X = {—x : z € X}. Demuestre que el conjunto
X U—X es numerable.

'Solucién P14. |

P15. Sea A C R el conjunto
A={r+sv2:r,scQ}
Pruebe que A es infinito numerable.

Solucién P15. |

P16. Si A y B con conjuntos infinitos numerables. Pruebe que A x B es numerable.
Para esto defina H, = {(a,b) : a € A} con b € B fijo y escriba adecuadamente A x B.
‘Solucién P16. ‘
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P17. Sea H = {a® | a € N\ {0} Ab € Q}. Pruebe que H es numerable.
'Solucién P17. |

P18. Considere el conjunto C' = {...,—16,-9,—4,—1,0,1,4,9,16,... }. Pruebe que C es numerable.

'Solucién P18. |

P19. Sea C = {(m,n) € Q X Z: (m + n) € N}. Demuestre que C' es numerable.
‘Solucién P19. ‘

P20. Sea A un conjunto y f : A — N una funcién. Demuestre que si ¥n € N, f~}({n}) es numerable,
entonces A es numerable.

' Solucién P20. |

P21. [C4 - 2014] Se define el conjunto F por
F={f:N=>N| f(0)=0A3deN,VneN, f(n+1) = f(n)+d}

Demuestre que F es numerable

|Solucién P21. |

P22. Sea A = {(m*+5)": m,n € N}. Demuestre que A es infinito numerable.

‘ Solucion P22. ‘

P23. Sea A, B,C conjuntos tal que |A| < |B| y B C C. Demuestre que |A] < |C]|.
|Solucién P23. |

P24. [Desafio]

Un polinomio de se define como una funcién P de la forma P(x) = pg + p12 + pox? + - - - + ppa™ (notar
que la suma es finita). Ademas diremos que dos polinomio Py @ son iguales si los coeficientes py y qx
son iguales para todo k. Ademaés diremos que el grado de un polinomio P es el natural £ més grande
en donde p; # 0

Demuestre que el conjunto Z[z] de todos los polinomios con coeficientes enteros es numerable.

Para esto siga los siguientes pasos:

= Defina el conjunto P, como todos los polinomios de grado n y construya una funcién inyectiva f
desde Z' hasta P, con un ¢ € N adecuado.

» Escriba Z[z] en términos de P, y concluya.

Solucion P24. ‘
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P25. [Desafio 2]

Un numero algebraico (en R) es un nimero real que es solucién de una ecuacién de la forma:

1

anxt” +ap_12" "+ +ax+ap=0

Donde n € N, Vi,a; € Z y ay, # 0, si un niimero no es algebraico lo llamaremos trascendente.
La idea de este problema es demostrar la existencia de ntimeros trascendentes, para esto se propone
lo siguiente:

a) Demuestre que si m € N estd fijo, entonces:
E,, = {apa™ + m12™ Vb aztag:ag,an,. .. ,amo1 € Z, am € (z\{0})}

Es numerable.
b

) Demuestre que existen numerables ecuaciones algebraicas de la forma presentada en el enunciado.
¢) Demuestre que el conjunto de los niimeros algebraicos es numerable.

d

[&

Demuestre que el conjunto de los niimeros trascendentes es infinito no numerable.

Concluya.

'Solucién P25.
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3. Soluciones

S1. Veamos primero como se puede escribir el conjunto de todos los pares de puntos (P, Q) donde P y
@ son extremos de los didmetros horizontales, el cual llamaremos E. Para esto veamos la siguiente
imagen que representa a una circunferencia en un lugar arbitrario del plano cartesiano.

P

Figura 1: Ejemplo de Circunferencia C.

El segmento punteado es el didmetro horizontal de esta circunferencia, donde el punto P = (p1,q1) y
Q@ = (p2,g2) son los puntos que definen el didmetro. En este caso el par (P, Q) pertenece al conjunto
E . notemos que de aqui podemos establecer las propiedades que deben cumplir las coordenadas de P

y de Q.

En primar lugar, las coordenadas y son iguales (ya que estoy hablando de un didmetro horizontal).
Ademaés sin perdida de generalidad podemos decir que la primera coordenada de P debe ser menor
que la primera coordenada de (), pues P se ubica a la izquierda de @) en el plano.

Luego el conjunto estudiado se puede escribir por compresién de la siguiente manera
E={(P,Q) | P=(p1,q0),Q=(p2,3), (11 <p2) A1 = @), p1,q1,p2,¢ € Q}

De aqui podemos reducir las condiciones que se deben cumplir, obteniendo el siguiente conjunto

E = {(P(pl,qh)a Q(pz,qh) | P1 < D2, P1,P2,4h S Q}

Donde ¢;, viene a reemplazar el valor de las coordenadas y que tenian el mismo valor para Py Q.

Notemos que el radio de estas circunferencias serd de la forma r = 225PL y el centro serd (2 1J2rp 2 qp)-

Finalmente, Nos falta demostrar que es infinito numerable.

En efecto, E es infinito pues puedo dejar fijo p1 = 0, ¢, = 0 y p2 puede recorrer todo (Q4 \ {0}), por
lo tanto F es infinito, entonces |E| > |N|.
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S2.

S3.

S4.

Por otro lado, En el conjunto FE estoy guardando una coleccién de pares ordenados, pues tengo ele-
mentos de la forma (P, Q) que realmente es un objeto que almacena dos puntos de un plano que viven
en Q x Q, es decir, £ C Q x Q, entonces |E| < |Q x Q| = |N]|.

Finalmente por Teorema Cantor-Bernstein-Schéeder se tiene que |E| = |N|, por lo que E es
numerable.

Pueden ver otra forma de resolver esto en los siguientes links:
Nube Mechona - Malla Vieja - C2 2005 y P3 - Pauta auxiliar 8 : MA1101-5 - Otono - 2016

‘Volver a Enunciado. ‘

Pueden ver la respuesta en Nube Mechona - Malla Vieja - C2 2003

‘Volver a Enunciado. ‘

Recuerdo: el conjunto imagen se define como f(A) ={f(z):z € A}

Veamos que B es infinito. Notemos que A = idr(A) = f1(A) = {f1(a) : a € A}, por lo que el conjunto
{fi(a) : a € A} es infinito ya que es igual a A. Ademds es posible notar que {f1(a) : a € A} C B,
pues basta fijar n = 1 del conjunto B para obtener este resultado. Por lo tanto B es infinito pues
encontramos un subconjunto de B que es infinito. Luego |B| > |N].

Por otro lado, fijando n, definamos el conjunto B,, = {f,(a) : a € A} = f,(A). Luego podemos
construir el conjunto B mediante los B,, de la siguiente forma

B=|]J By,

neN

De aqui si logramos comprobar que Vn € N, B,, es a lo mas numerable podemos concluir usando la
propiedad de unién numerable de conjuntos a lo mas numerables junto con el Teorema Cantor-
Bernstein-Schoeder.

En efecto, B, es a lo mas numerable pues podemos definir la funcién g : A — f,(A) tal que g(x) =
fn(z), claramente g es epiyectiva pues estoy definiendo la funcién f,, desde su dominio hasta su
recorrido, por lo que se tiene que g(A) = cod(g) = fn(A). Luego por propiedad de Cardinal de la
imagen de un conjunto tenemos que |g(A)| < |A| a esto le sumamos que sabemos que g(A) = f,(A)
y que A es numerable, se cumple que |f,(A)| < |A| = |N|. Como n fue arbitrario se concluye que lo
anterior es cierto Vn € N, por lo tanto B, = f,(A) es a lo mas numerable para todo n.

Luego B = U B,, es uniéon numerable de conjuntos a lo mas numerables entonces
neN

1Bl = | {J Bal <N
neN

Finalmente por el Teorema Cantor-Bernstein-Schoeder, se concluye que |B| = |N].

Puede ver otras respuesta en Nube Mechona - C2 2001

‘ Volver a Enunciado.

Entendamos primero el conjunto A. Notemos primero que en A viven los elementos de la forma %

donde ¢ es una potencia de 2 y p es un natural menor que q. Es directo que p € N y ¢ € N, luego
p

q € Q.

Ahora bien, en A viven los elementos de la forma % € Q que cumplen ciertas condiciones. Es decir,

estoy tomando el conjunto Q y me estoy quedando con solo algunos elementos. Por lo que A C Q, esto
implica que |A| < |Q| = |N|


https://drive.google.com/drive/folders/0BxaALcVvHCm5VVlMWGMyRGp0QVU
https://www.u-cursos.cl/ingenieria/2016/1/MA1101/5/material_docente/
https://drive.google.com/drive/folders/0BxaALcVvHCm5VVlMWGMyRGp0QVU
https://drive.google.com/drive/folders/0B2BWTqIXpSJsakxLVUNxejQyc1U
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S5.

S6.

S7T.

Por otro lado, A es infinito ya que puedo tomar p = 1 y ¢ = 2" puede tomar infinitos valores ya que
n recorre todo N\ {0,1}. Por lo tanto A tiene infinitos elementos, esto implica que |A| > |N|

Luego por el teorema C-B-S, juntando ambas desigualdades se tiene que |A| = |N|

‘Volver a Enunciado. ‘

Basta notar que como A C Z x Z — |A| < |Z x Z| = |N|. Luego, falta ver que A es numerable, para
eso podemos definir el conjunto Ag, = {(0,n) : n € N}, claramente este conjunto es infinito ya que
n recorre todos los naturales y ademas Ap, C A. Y como Ag, es infinito entonces A también lo es,
entonces |N| < |A|. Finalmente por Teorema C-B-S se tiene que A es numerable.

‘Volver a Enunciado. ‘

El conjunto F(C, D) lo podemos escribir como D¢. Recordemos que para conjuntos finitos ocurria lo

siguiente:

Para A y B finitos, el conjunto B4 tiene cardinal |B|lA|
Por lo que intentaremos hacer lo mismo. Probaremos que |D¢| = |D"| donde n es el cardinal del
conjunto finito C, donde C' = {cy,..., ¢, }, en otra palabras, probaremos que |D¢| = | DIl

Definamos la funcién ¢ : D¢ — D™ donde n = |C|, tal que ¢(f) = (f(c1), f(c2), ..., f(cn)), vale decir,
¢ toma una funcién en D por lo que f : C — D, y es tal que ¢(f) es una tupla que contiene todas
las iméagenes que puede generar la funciéon f. Falta demostrar que ¢ es biyectiva.

» Inyectiva: Sea f,g € D¢ tal que

o(f) = ¢(9)
(f(er), flea), o, flen)) = (9(c1), 9(c2)s - - g(en))
fle) =g(ei)Vie{l,...,n}

Esto ultimo dice que generan las mismas imagenes con respectivamente las mismas pre-imégenes,
esto significa que su conjunto imagen es el mismo. Ademés, como f,g € D, tienen mismo
dominio C y mismo codominio D. Por lo tanto, como f y ¢ tienen mismo dominio, codominio y
conjunto imagen, se concluye que f = g y con esto que ¢ es inyectiva.

» Epiyectiva: Sea la tupla (b1,be,...,b,) € B™. Basta con tomar la funcién h : C — D tal que
h(c;) = b; Vi € {1,...,n}, de esta forma, ¢(h) = (h(c1),h(c2),...,h(cy)) = (b1, b2, ..., by). Por
lo tanto, ¢ es epiyectiva.

Como ¢ es inyectiva y epiyectiva, se concluye que es biyectiva. Luego como existe biyeccién entre D€
y D™ con n = |C|. Se concluye que |[DY| = |D"|, que es lo mismo que |DC| = |DI®l|. Luego, como D
es numerable, se tiene que D™ es numerable, por lo que D€ es numerable.

‘Volver a Enunciado. ‘

Ocupemos el recordatorio. Tomemos un elemento al azar, digamos x € B. Como = es orden total,
se tiene que x < a V a =X x (puede pasar ambos al mismo tiempo), por lo que equivalentemente
x € By V x € Bs. Esto nos quiere decir que B = B U Bs. Ahora en adelante probaremos lo que nos
piden. Debemos probar que si B es numerable, entonces B; o By es numerable.

Procedamos por contradiccién, supongamos que By y Bs son finitos. Luego B = By U By es finito, pero
por hipétesis B es infinito numerable =<=. Por lo tanto al menos uno debe ser infinito numerable.

Volver a Enunciado.

10



Facultad de Ciencias Fisicas y Matemdticas Universidad de Chile

S8.

S9.

S10.

S11.

S12.

S13.

S14.

Puede ver la respuesta en Nube Mechona - Semestre de primavera - Rapaport 2012-2 o bien, en la
resolucién de los problemas del apunte en la semana 9.

Esto lo puede encontrar en Link a material docente MA1101-1 2018 en la seccién de material comple-
mentario.

‘Volver a Enunciado. ‘

k k
Notar que A = {r ¢ R: Jk € Z,3i € N,z = g} Es decir, los elementos de A son de la forma 30
donde k € Z y claramente 3' € N, es decir, € Q. Por lo tanto A C Q y con esto |A| < |Q| = |N].
Por otro lado, claramente A es infinito ya que podemos fijar ¢ = 0 con lo que obtenemos los elementos

de la forma z = 30 = k y k puede recorrer todo Z por lo tanto A es infinito, es decir, |N| < |A].

Finalmente por teorema C-B-S se concluye que |A| = |N]|.

‘Volver a Enunciado. ‘

Puede ver la respuesta en Nube Mechona - Semestre primavera - Varas 2010-2

‘Volver a Enunciado. ‘

Pueden ver la respuesta en Nube Mechona - Malla Vieja - C2 2000 o bien, en la resoluciéon de los
problemas del apunte en la semana 9.

Esto lo puede encontrar en Link a material docente MA1101-1 2018 en la seccién de material comple-
mentario.

‘Volver a Enunciado. ‘

Semana 9 de la resolucién de los problemas del apunte.

Esto lo puede encontrar en Link a material docente MA1101-1 2018 en la seccién de material comple-
mentario.

‘ Volver a Enunciado.

Semana 10 de la resolucién de los problemas del apunte.

Esto lo puede encontrar en Link a material docente MA1101-1 2018 en la seccién de material comple-
mentario.

‘ Volver a Enunciado.

Notemos primero que debemos demostrar que una unién entre dos conjuntos es numerable, donde
ya sabemos por enunciado que uno de ellos es numerable. Es decir, debemos probar que X U —X es
numerable y sabemos que X es numerable. Si logramos demostrar que —X es numerable, podriamos
ocupar que unién de numerables es numerable. Asi que abordemos el problema por aca.

Demostremos que —X es numerable. En efecto, definamos la funcién f: X — —X tal que f(x) = —z.
Esta funcion es claramente una biyeccion ya que es una recta con pendiente —1 y coeficiente de posicién
igual a 0 y de introduccién al célculo sabemos que una recta es biyectiva (Compruébelo, aunque no es
necesario).

Luego, encontré una funcién biyectiva entre X y —X entonces |X| = | — X| pero |X| = |N|, por lo
tanto | — X | = |NJ, es decir —X es numerable al igual que X.

Ahora como X y —X son numerables, la unién de ellos también lo serd, por lo que se concluye que
XU-X| =]

‘Volver a Enunciado. ‘

11


https://drive.google.com/drive/folders/0BxGtZFcrPtd5SnU1Z2JZQTQwOE0
https://www.u-cursos.cl/ingenieria/2017/1/MA1101/1/material_docente/
https://drive.google.com/drive/folders/0BxGtZFcrPtd5SnU1Z2JZQTQwOE0
https://drive.google.com/drive/folders/0BxaALcVvHCm5VVlMWGMyRGp0QVU
https://www.u-cursos.cl/ingenieria/2017/1/MA1101/1/material_docente/
https://www.u-cursos.cl/ingenieria/2017/1/MA1101/1/material_docente/
https://www.u-cursos.cl/ingenieria/2017/1/MA1101/1/material_docente/
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S15.

S16.

S17.

Notemos que en A = {r + 52 : 7,5 € Q}, la variable r y la variable s recorren todo Q. Asi que
aprovechemos esto y tratemos de escribir el conjunto A como una unién numerable de conjuntos
numerables.

Procedamos de la siguiente forma (esto se puede hacer siempre):

Fijemos la variable s en un valor 5 € Q, luego podemos definir el conjunto
As={r+35v2:7rcQ}

Donde aqui hemos tomado la definicion de A y hemos fijado s en 3.

Luego, tenemos que responder a la siguiente pregunta. ;Como puedo recuperar la definicién del
conjunto A en términos de mi nuevo conjunto As?. Bueno, me basta con realizar lo siguiente

A:U{r+§\@:r€Q}: UAg

5€Q 5€Q

Ya que con la unién garantizo que s recorra todo Q (notar que ahora la barrita sobre s da lo mismo
pues vamos a tomar diferentes valores de s).

Luego, como A = U Asg, se tiene que A es una unién numerable de conjuntos los cuales no sabemos

s€Q
si son numerables. Primero, es una unién numerable pues el indice recorre un conjunto numerable que

es Q, ahora veamos que A, es numerable para todo s.

En efecto, consideremos la funcién g : Q — A, tal que g(r) = r + v/2s. Por simple construccién esta
funcién es biyectiva, ya que es una recta de pendiente 1 y coeficiente de posicién /2. Luego g es
biyectiva y con esto |Q| = |As|, pero como |Q| = |N| entonces |As| = |N|, es decir A4 es numerable,
donde el s que ocupamos fue arbitrario (nunca dijimos nada sobre s) por lo que este resultado se
obtiene para todo s € Q.

Por lo tanto, tenemos que A es una unién numerable de conjuntos numerables ya que, A = U As.

seEQ
Por lo tanto A es numerable.

‘Volver a Enunciado. ‘

Siguiendo la indicacién, basta notar que Hy = {(a,b) : a € A} con b € B fijo. Es decir H, = A x {b}.
De esta manera A x B = [Jycp Hyp, vale decir, unimos todos los conjuntos de la forma H; fijando
distintos b.

Luego A x B es igual a la unién numerable de conjuntos de la forma Hy, si logramos demostar que Hp
es numerable podremos concluir.

En efecto, sea b € B fijo, debemos probar que Hp es numerable, lo compararemos con A. Definimos la
funcién f: A — Hy tal que f(a) = (a,b). Se deja propuesto ver que f es biyectiva. Luego, como f es
biyeccion, |A| = |Hp| y como A es numerable, H, también lo es.

Por lo tanto, como A x B = (Jyc g Hp, se tiene que A x B es unién numerable de conjuntos numerables
por lo tanto A x B es numerable.

Volver a Enunciado. ‘

Motivados por la pregunta anterior, podemos fijar b € Q y definir el conjunto Hy, = {a®: a € N\ {0}}.
De esta forma H = Upeq Hp.

Estamos en la misma posicion que antes, tenemos una unién numerable de conjuntos que no sabemos
que cardinal tienen. Debemos ser capaces de probar que para todo b se tiene que |Hy| < |N| para que
nuestro problema siga teniendo sentido (pues de lo contrario, existe un Hy no numerable por lo que H
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S18.

S19.

S20.

S21.

seria no numerable). Para esto, definamos la funcién f : N\ {0} — Hj tal que f(n) = n® donde b € Q
es el racional fijo. Claramente esta funcién es epiyectiva ya que si escogemos un y € Hj cualquiera,
por definicién debe existir al menos un natural a # 0 tal que a® = 3. Luego basta tomar n = a para
que f(n) =n® = a® = y. Es decir, f es epiyectiva y con esto |Hp| < [N|.

En virtud de lo anterior H = [Jycq Hp s una union numerable de conjuntos a lo mds numerables, por
lo que |H| < |N|. Para concluir falta ver que al menos un conjunto que participa en la unién es infinito
numerable. En efecto, si b = 1, se tiene que Hy = {a : a € N\ {0}, es decir |H;| = [N\ {0}| = [N|. Por
lo que existe un conjunto que participa en la unién que es infinito numerable. Luego, como Hy C H
entonces |N| = |H;| < |H|. Finalmente por teorema C-B-S se concluye que |H| = |N]|.

‘Volver a Enunciado. ‘

Pueden ver la respuesta en Nube Mechona - C4 2009

‘Volver a Enunciado. ‘

Pueden ver la respuesta en Nube Mechona - C4 2010

‘Volver a Enunciado. ‘

Pueden ver la respuesta en Nube Mechona - C4 2013

‘Volver a Enunciado. ‘

Entendamos el conjunto F.
Los elementos de F son las funciones de f : N — N tal que

f0O=0 A f(n+1)=f(n)+d

Esto es una recursion, asi que tratemos de hacer desaparecer la recursion y llegar a una formula
explicita de la funcién f para poder interpretar el problema maés claramente. Asi que veamos cuanto

vale f(1), f(2),..., f(n).
fA)=f0)+d=0+d=d
f@2)=f1)+d=d+d=2d
fB)=f2)+d=2d+d=3d

Asi que de esta forma, podemos conjeturar que Vn € N, f(n) = nd. Demostrémoslo por induccién

Caso Base: n = 0. En efecto, f(0) =0-d = 0y por definicién del conjunto F, f(0) = 0. Por lo que
se cumple el caso base.

Hipétesis inductiva: supongamos que 3k € N, f(k) = kd es verdadero.

Paso inductivo: debemos probar que f(k + 1) = (k + 1)d. En efecto, notemos que por la definicién
recursiva f(k+ 1) = f(k) + d y por Hipétesis inductiva se tiene que f(k) = kd. Entonces

flk+1)=fk)+d=kd+d=(k+1)d
Por lo tanto, la induccién fue un éxito y se concluye que ¥n € N, f(n) = nd
Ahora reescribamos el conjunto que estamos estudiando.
— F={f:N—>N|3deN,VneNf(n)=nd}

Es decir el conjunto F es el conjunto de las funciones, las cuales son rectas, de N en N tal que su
pendiente es d € N y su coeficiente de posiciéon es 0. Ahora si estamos en condiciones de probar que el
conjunto es numerable.
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En efecto, definamos la funcién ¢ : F — N tal que ¢(fyq) = d, es decir mi funcién ¢ toma una recta de
pendiente d y al evaluarlo da como resultado su pendiente. Demostremos que ¢ es biyectiva.

Inyectividad: Sea fg, gy € F tal que ¢(fq) = ¢(g4). Entonces

= o(fa) = v(ga)
— d=4d
— n-d=n-d
— fa=9a

Por lo tanto es inyectiva.

Epiyectividad: Si quiero obtener d € N, me basta tomar la funcién f : N — N tal que f;(n) = dn,
ya que ¢(fq) = d. Por lo tanto es epiyectiva.

Luego ¢ es biyectiva entre F y N, por lo tanto |F| = |N|, es decir F es numerable.

‘Volver a Enunciado. ‘

S22. Pueden ver la respuesta en Nube Mechona - C4 2016

‘Volver a Enunciado. ‘

S23. Como |A| < |B entonces existe inyeccién f de A en B pero no biyeccién. y como B C C' entonces
|B| < |C| es decir, existe inyeccién g de B en C. Claramente, por composicién de funciones inyectivas,
gof : A — C esinyeccion, entonces |A| < |C]. Falta ver que no hay biyeccion entre A y C. Supongamos
por contradiccion que hay biyeccién h : € — A. Como g : B — C es inyectiva (la que ocupamos
anteriormente en la composicién), se tiene que ho g : B — A es inyecciéon pues es composicién de
funciones inyectivas. Luego, |B| < |A| y por hipétesis |A| < |B| lo que es una contradiccién ya que de
ser asi se tendria que |A| = |B|. =<

‘Volver a Enunciado. ‘

S24. En desarrollo

‘Volver a Enunciado. ‘

S25. a) Definamos la funcién f : E,,, — (Z\ {0}) x Z™ como:
f(amxm + am—lxm_l +---+tax+ aO) = (a/ma Am—1,---,0Q1, aO))

Esta funcién es biyectiva. Con esto concluimos que |E,,| = [(Z\ {0}) x Z™| = |N]|.

b) Sea E el conjunto de las ecuaciones algebraicas. Notemos que £ = |J E, luego F es una unién
neN
numerable de conjuntos numerables y por tanto E es numerable.

¢) Definamos A como el conjunto de niimeros algebraicos, separemos la demostracién en dos partes:
» (JA| <|NJ): Notemos que:
A= U {z €R:e(x) =0}

e(z)eE

Luego A es una unién numerable de a lo mas numerables, por tanto A es a lo mas numerable,
es decir |A| < |NJ.
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n (IN] < [A]):
Notemos que como:
r—m=20

Es una ecuacién algebraica para m € N, tenemos que N C A y por tanto:
IN| < |A]

Por el Teorema de Cantor-Bernstein-Schroder concluimos que |A| = |NJ.

d) Llamemos T al conjunto de los nimeros trascendentes, notemos que 7 = A°. Demostremos que
T tiene que ser un conjunto infinito no numerable, pues si fuera a lo mas numerable tenemos que:

Rl = AUT] < N|

Lo que contradice el hecho que |N| < |R|. Por tanto [N| < |T7].
e) Como |N| < |T|, T no puede ser vacio.

‘Volver a Enunciado. ‘
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