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• Consideremos la región R = {(x, y) : a ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ f(x)}. Entonces las coordenadas del
centro de gravedad (centroide) son

XG =

∫ b

a
xf(x)dx∫ b

a
f(x)dx

, YG =

1

2

∫ b

a
f(x)2dx∫ b

a
f(x)dx

.

• El teorema de Pappus–Guldin indica que el volumen V que se obtiene de rotar una figura
plana F en torno a un eje externo es el producto del aŕea de F y la distancia recorrida por el
centroide de F .

P1. Sea ρ : [α, β] → R+ una función integrable, con β − α ≤ 2π, y que define una curva en
coordenadas polares ρ(φ). Explicar geométricamente por qué el área de la región R =

{(ρ cosφ, ρ sinφ) : φ ∈ [α, β], ρ ∈ [0, ρ(φ)]} es A =
1

2

∫ β

α
ρ(φ)2dφ.

P2. Muestre que el volúmen del sólido de revolución generado por la rotación de la región polar
anterior (restringida a la mitad del plano cartesiano x > 0) en torno al eje OY es

V =
2π

3

∫ β

α
ρ(θ)3 cos(θ)dθ.

P3. Sea ρ = f(θ) la ecuación en coordenadas polares de una curva Γ. Demuestre que el largo de
la curva [α, β] es

L =

∫ β

α

√
f(θ)2 + f ′(θ)2dθ.

P4. Usando el resultado anterior demuestre que si f ′(θ) = af(θ) con a ∈ R, la curvatura de Γ para
todo θ es

κ(θ) =
1√

f(θ)2 + f ′(θ)2
.

Encuentre el largo total de la curva (desde θ = 0 a θ = 2π) y la curvatura en cualquier punto
para ρ = e−kθ.
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