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Pregunta 1

Un sistema rigido de barras sin masa tiene forma rectangular de base L y altura H. En cada
uno de sus vértices se encuentran particulas idénticas de masa m y todo el sistema se encuentra
sobre una superficie inclinada en un dngulo « respecto a la horizontal

(a)
Si el roce estatico con la superficie es suficientemente grande tal que el sistema no deslice, se pide

determinar la maxima altura H del rectangulo tal que el sistema pueda permanecer completamente
estatico.

Sea m = my =ms3 = my, donde las fuerzas Ny, f,, estan asociados a m1 y Na, fr, estdn asociados
a mg. Utilizando un sistema de coordenadas cartesianas, con % en la direccién de L, e ¢ en la direccién
de H, y ademaés fijando el origen en mj, se tiene que el torque ejercido (desde el origen) es:

T=LT xmgcosay+ Lt x Nog + Hy X mgsinaZ + Hy X mgsinaz + LT X mg cos oy

Luego, para que el sistema no deslice (no tenga movimientos horizontales en la cuna), se debe
cumplir que 7 =0y Ny = 0; lo cual al reemplazar nos da:

= 2Lmgcosa = 2Hmgsina

(b)
Si el sistema desliza sobre la superficie, se pide determinar la altura H del rectangulo tal que

las dos particulas de la base permanezcan siempre en contacto con la superficie. Considere en este
caso que existe un coeficiente de roce cinético u entre las particulas y la superficie

Las ecuaciones de movimineto en £ y 3 son:

Z: dmi = dmgsina — fr, — fr, (1)
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g 0= —4mgcosa + Na + N; (2)

Ademas, imponiendo 7., = 0 pues el sistema no gira, se tiene que:

T;m = (Nl - N2)

N | b

H
g(fﬁ + frz) =0

= (N1 = No)L = (fr, + fry)H (3)

Usando la relacion de que cuando el sistema desliza se cumple que f,, = uNy , fr, = N2
= fr, + fro = (N1 + N2). Reemplazando esta tultima igualdad en (3):

(N1 — Na)L = pH (N1 + Na) (4)
Luego, despejando (4) se obtiene:

Ny =2 TR
L—uH
Lo cual reemplazamos en (2):
No(L + pH) (L — pH)

L—pH <~ Ny :2mgcosaT

Pero como Ny > 0 en particular igual a cero (condicién de despegue), obtenemos que:

dmgcosa = Ny +

= |~
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Pregunta 2

(a)

Figura 2: Diagrama del sistema

>

Primero definimos los angulos o = arctan(%), B=35—a= arctan(g) y la diagonal H =
va? + b2, donde ubicamos el origen en el punto A podemos describir en coordenadas cilindricas las
posiciones de las particulas:

Con

7p = bcosap + bsen af
’r_"c =\ a? + b2f)

B :acosﬂ,ﬁ—asenﬁé

senq = —— cosa = —— senf =
Va? + b2 a? 4 b? ’
b2 . ab A
Va2 4+ Va?+b?
o = Va%+b2p
a? ab N

A~

L B ;
P VEr e Ve R

cos B =

JET P
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Derivamos y encontramos las velocidades de las particulas:
abd b20
T Varr Ve
o = a2 + b200
abd PRI
B Va2 + l)2ij Va2 + b2

Ahora calculemos los momentos angulares:

f

U

U:il

Ip = mb*0k
lo = M(a® + b%)0k
Il = ma20k

Por lo que el momento angular total es:

L = (m+ M)(a® + b*)0k

Veamos la posicion del centro de masa:

mirp +mirg + Mro - m+ M

Tom = M+ 2m = M pam VO
Calculamos el torque del centro de masa con respecto al origen:
Tem = Tem X (2m + M)g
Tem = m\/mﬁ x (2m + M)g(pcos O — O sen 0)

Tem = —g(m + M)/ a? + b2 sen Ok

Igualamos la derivada temporal del momento angular total del sistema con el toque del centro de
masa llegando a:

Tem = L
—g(m+ M)Va2 + b2sen = (m + M)(a® + b>)d
f=——9  seno
a? + b2
De aqui obtenemos que la frecuencia para pequenas oscilaciones es w? = \/ﬁ donde por simetria

los angulos de equilibrio son 0., = 0, equilibrio estable y 6., = 7 equilibrio inestable.
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(b)
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Figura 3: Diagrama del sistema 6 = 6;

El angulo incial del centro de masa corresponde a ¢; = 5 + a y queremos encontrar el angulo
que forma la arista AB con la horizontal cuando se detenga nuevamente. Por conservacion de la
energia mecanica del centro de masa podemos calcular esta en el momento incial donde la energia
cinetica es nula y tenemos potencial gravitatoria:

E;=(2m+ M)grepmsena = ag(m+ M)

Con la altura nula en el punto A, tenemos que la energia mecanica del centro de masa del sistema
en cualquier momento es ' = K + U con K la energia cinetica y U la energia potencial, esta ultima
la podemos decribir de la siguiente manera:

U=—(m+ M)va?+ b%gcosb

Los momentos donde el sistema se detiene, la energia cinetica en nula K = 0, igualando con la

energia inicial:

Recordando que

—(m+ M)va?+b%gcosh = ag(m + M)

a
cosf) = ————
va? + b2
a a
0 = arc cos — T — arc cos

Vit 2 Va2 + 02

cos 3 = [ = arccos

=x(n-p) = Op=-1+p

a a
e H e
‘/02+b2 a2+b2
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Figura 4: Diagrama del sistema en 6 = 0

Posicionando el sistema en el angulo final 6y y analizando geometricamente (visto en la figura
4) que el angulo formado por la arista AB con la horizontal es z = § — 23

Ahora calcularemos la velocidad del sistema a partir de la edo encontrada anteriormente para ¢
aplicando 0 = 9%

g
Va2 + b?

6 0
510 g 7Y
9’d9’—/ ————senf'dd
/o 0, Va*+ b2
]..2

__ 9 ~cos(E
59 = a2+b2(cos0 cos(2+a>)

0=— sen 0

cosf +

0=\ |22 )
JE P V&1

Aplicando que el sistema y en particular el vertice C' alcanza su maxima velocidad en 6 = 0 (en este

angula la energia potencial alcanza su valor minimo y por conservacion de la energia, la cinetica la

compensa alcamzando el valor maximo) obtenemos que:

6.’mcwc = 9

o 2g a
(9‘0)‘\/m(”m)

Por ultimo sabemos que la velocidad méxima del vertice C en 6 = 0, VS . = Va2 + 020,00

Ve = \/2g(a +va?+ b2)
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Pregunta 3

Considerando el sistema de coordenadas cartesianas estandar, podemos hacer las ecuaciones de
fuerzas y torques como siguen, considerando F;. como la fuerza de roce, @ como la aceleracién del
centro de masa y & como la aceleracion angular:

Ma=T+F,
May,z =T cos0z — F,.Z
Ma, =T cosf — F, (1)

F=rT+ Rﬁr
Ioya = —rT + RF, (2)

Ademas, puesto que el carrete rueda sin deslizarse, podemos hacer la igualdad a, = Ra. Con
eso, procedemos a combinar las ecuaciones (1) y (2):

Iocya = —rT + RE, (2)
1
RF, = %ax +rT
1 r
Fr= st T
Ma, =T cos — F, (1)
I T
Ma, =T cosf — %aw _Tﬁ
1
Qg <M+ ]C_;)]QV[> ZTCOSQ—T%

Noétese que al ser el término (M + I%é” ) siempre estrictamente positivo, el signo de a, dependera

exclusivamente del valor de la expresién igualada (T cosf — T%). Es decir:
g < 0 :>Tcos0—T%<O (3)
aw:0:>TCOSG—T%:0 (4)

a; >0 = TCOS@—T%>O (5)
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Asi mismo, el signo de a, representa directamente el sentido en el que se mueve el carrete
(positivos hacia la derecha, negativos hacia la izquierda), y a, = 0 representa el punto critico donde

el carrete se mantiene en equilibrio, y como tal la condicién que separa un movimiento del otro.
Luego, estudiando més a fondo la ecuacién (4):

r
Tcos—T—=0 4
cos = (4)
r
0=—
cos 7
r

0. = arccos

Siendo 6. el dngulo critico donde cambia el sentido de movimiento del carrete.



