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P1. Considere la particula de masa m sometida a una fuerza lineal
atractiva F' = k,(zL)# — k,(yL)j, donde (k,,k,) son las constantes
elasticas segin los ejes (1, 1) respectivamente. Y L indica la posicion
de equilibrio de la masa, con valor L = 0,5 [unidad de longitud].

a) Determine la trayectoria de m en el plano XY , y grafique su resultado para
distintos valores del cociente k,/k,. Considere los casos \/k,/k, entero e irracional.
La particula se libera desde z(t = 0) = y(t = 0) = 1 [unidad de longitud], con
velocidad nula.

Se definira el sistema de coordenadas cartesianas tal que la particula se encuentre a un posicién
(L,L) del origen, asi se modelara la accién de esta fuerza sobre la particula en ausencia de gravedad.
Es facil ver que este sistema corresponde a un movimiento oscilatorio simple en x e y, por lo que
sus ecuaciones de movimiento son:

mjj = —ky(y — L)
mi = —ky(x — L)

Resolviendo las EDOs homogéneas nos quedan:
y(t) = Asenwyt + Bcoswyt + L
x(t) = Csenwyt + Dcoswyt + L

Con wy = 4/ % YV Wy = % las velocidades angulares en cada eje. Al considerar las condiciones
iniciales del problema se determina que A = C = 0y B = D = 0,5, finalmente siendo estas las
ecuaciones que describen el movimiento de la particula:

1 k 1
y(t) = 5608 ( Wit) + 3

1 ky 1
t) = — — —
x(t) 5 €05 ( - ) + 2
Para analizar la trayectoria de la particula en los casos de , /]Z—z, esta se ha graficado en MatLab

para los valores 1,2,3,v/2,v3 y V5.

Como se puede apreciar en las figuras y cuando la relacién I]z—z toma un valor entero, la
particula realiza una trayectoria determinada que se repite en el tiempo que en este caso, gracias a
las condiciones iniciales, resulta ser el mismo camino de ida y de vuelta. En el caso en que el resultado
de \/% es irracional, que se representa en las figuras EI,

a

no es periddica. En este caso la particula oscila en torno
patrén que se repita.

la particula tiene una trayectoria que

punto de equilibrio, pero no sigue ningin
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Figura 1: Trayectoria de una particula sin amortiguamiento

Trayectoria de particula con \.v'l,'kX ! ky) =2
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Figura 2: Trayectoria de una particula sin amortiguamiento

Trayectoria de particula con +/(k_/ k)=3
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Figura 3: Trayectoria de una particula sin amortiguamiento
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Trayectoria de particula con /{k_/ k)= V2
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Figura 4: Trayectoria de una particula sin amortiguamiento
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Figura 5: Trayectoria de una particula sin amortiguamiento

Trayectoria de particula con +/(k_/ k)= V5
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Figura 6: Trayectoria de una particula sin amortiguamiento
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b) Complique el problema agregando roce viscoso F' = —cU con c la constante
de viscosidad. Analice el movimiento de la masa y compare con a). Comente
sobre los casos de subamortiguamiento y amortiguamiento critico. ;Se detiene la
particula?

Se puede notar que a fuerza amortiguante se puede descomponer en los ejes como F = —c(&& +
y7y). Luego, solo basta incorporarla a las ecuaciones de movimiento como sigue:

mi = —ky(x — L) — c&

my = _ky(y —L)—cy
Las soluciones del polinomio caracteristico (para ambas, pues solo difieren en la constante k) son:

A=+ V72— w?

_ ¢ 2 _ k
CONTY = gm VW =iy
2

Las soluciones variaran su comportamiento dependiendo de los casos para §, = 72 — w?.

Obs: se trabajara con z(t), pues x e y son analogas y bastara reemplazar en z(t)=y(t) o x(t) con
sus respectivas velocidades angulares para obtener la ecuacién necesitada.

En este caso se analizaran los casos de subamortiguamiento y amortiguamiento critico:

Caso 1,Amortiguamiento critico:

Este es el caso en que §, = 0 y se produce resonancia, por lo que la ecuaciéon genérica seria:

2(t) = L+ e "(A + Bt)
Despejando A y B con las condiciones iniciales para z(t)=x(t)=y(t) (pues son casi idénticos):

1 1
2(t) = = + e (1 +t
(1) = 5+ 3¢ 1+ 1)
Notar que esta condicién critica es en ambas direcciones, por lo que es imprescindible que k; = k.

Caso 2, Subamortiguamiento: Ocurre cuando d, < 0, entonces la ecuacién se transforma en:
2(t) = L + e " (Acos(\/w? — v2t) + Bsen(\/w? — ~2t))

Con las condiciones iniciales queda:

z(t) = % + %e_vt(cos( w? — %) + %sen( w? — +2t))
Para analizar graficamente los casos con movimiento sub-amortiguado y amortiguado criticamente
se realizaran unos graficos representando la trayectoria de la particula en estos casos.

Como se puede apreciar en [7} la particula converge en el punto de equilibrio, pero en ningin
eje alcanza valores menores a la posicién del punto de equilibrio. Por otro lado, en el caso en que
la particula estd sub-amortiguada en el eje = y en el eje y que corresponde a la figura [8] es facil
notar que la particula oscila en torno al punto de equilibrio en coordenada x e y a medida que esta
converge hacia este punto.

En contraste con el caso en que no existe roce viscoso, se puede observar que al existir roce
entonces la particula tiene convergencia hacia el punto de equilibrio, mientras que en el caso ideal
la particula oscila indefinidamente sin presentar convergencia.

Respondiendo a si la particula se detiene en alguno de estos casos, el limite del tiempo tendiendo
a infinito sobre la funcién de posicién nos dice que tiende a 1/2; limy_,¢ 2(t) = % Pero analizando
su velocidad Z se puede notar que no existe tiempo a partir del cual esta velocidad sea 0, por lo
tanto no se detendré, sino que oscilara alrededor de 1/2.
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Figura 7: Trayectoria de una particula con amortiguamiento critico

Figura 8: Trayectoria de una particula subamortiguada
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Pregunta 2

El instrumento enunciado corresponde a una caja que se mueve solidaria al piso, conteniendo
un objeto de masa m sujeto por su parte superior a un resorte de constante k y sostenida por su
parte inferior de un amortiguador de constante ¢ que ejerce fuerza de forma lineal con la velocidad.

La frecuencia natural del instrumento corresponde a wy = %

(a)

Lo buscado en esta parte de la pregunta es encontrar la ecuaciéon de movimiento de la masa
cuando el suelo se mueva por un sismo modelado como un movimiento vertical de la forma y(t) =
yo sen(wt) medido con respecto a un SRI.

Para resolver lo pedido y en las preguntas subsiguientes, se supondra que todo el movimiento
solo ocurre de forma vertical, en una direccién gy que es positiva hacia arriba, por ende todo el
movimiento se modelard de forma escalar, sefialando el origen, como la posicién de equilibrio del
sistema sin perturbar.

Debido a que la accion de la fuerza de gravedad se contrarresta con la del resorte en el nuevo
punto de equilibrio, y en general porque la informacién del largo natural del resorte no esta presente,
al ser irrelevante, se despreciara la presencia de la fuerza de gravedad en la resolucién del problema.

De esta forma, el problema corresponde a uno de movimiento en un SRNI solidario a la caja,

donde el origen de este corresponde al ya senalado, este SRNI tiene un O0=0=0 y Ffo =y(t)g =
yo sen(wt)y, de esto es extraible que:

o d2ﬁo d2 y()y . o )
ao = a2 (dt(Q) ) = y”(t)y = (o sen(wt)y)”y = —yow2 sen(wt)y

Asi las fuerzas no inerciales resultan:

Fap = —miy = myow? sen(wt)y
Las otras fuerzas que afectan el movimiento corresponden a la del resorte, modelada por F B = —kzy
y la de amortiguamiento, modelada por F4 = —cZy, de esta forma, la ecuaciéon de movimiento se
puede modelar como:

mi = —kz — ¢z + myow? sen(wt)

La cual es una EDO no homogénea que puede ser reescrita por:

. C . k 2
4+ —Z+4 —2z = yow” sen(wt)
m- . m

(b)

Ahora es necesario encontrar la fase estacionaria del movimiento, en particular la amplitud y el
desfase de la posicién relativa de la masa con respecto a la perturbacién.

Notar que es posible reescribir el término yow? sen(wt) como Im(yow?e™?) := Im(Fpe™?), asf la
EDO puede ser reescrita como:

Z4 ) + EZ =Im (Foei“t)
m m
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Notar que para esta clase de EDOs es posible proponer una solucion de la forma:
z(t) = Asen(wt + ) = Alm (ei(““r‘s)) = Im (Aei‘sei“’t) =Im </Ciei“’t)
Con esta propuesta de solucién, es posible ver que la EDO cumple que:
o . (e} . k (e} . .
Im (waAe“"t) + “1m (z’wAe“"t) + —Im (Ae““t> =Im (Foe“"t)
m m
Agrupando los términos esto se puede reescribir como:
LA iwt
Im (| | —w*+ —wi+ — | Ae =Im (Foe )
m m
Recuperando los hechos que Fy = yow?, A= Ae® y wg = \/%, se llega a que:
Ae® (wg -w?+ gl) = yow?
m
En dénde Ae® es un nimero complejo en forma polar, de donde se pueden extraer tanto su médulo

A como su argumento §, que corresponden a la amplitud del movimiento y el desfase del mismo, en
efecto este corresponde a:

Aeid — yow? _ yow? (Wi — w?) _ yow’e i
@R (e () m (W) + (2))
Dejandolo en su forma mas simplificada, resulta:
2
Aetd — Yow ( W2 — w?) — gl)
RN CT T

Por lo tanto ahora se puede extraer A en funcién de w, este queda:

2
A(w) _ Yow

Vg =)+ (%)’

De igual forma es posible extraer § en funcién de w, este queda:

cw
§5(w) = at 2<7, 2_ 2)
(w) = atan — w® — wj

Donde la funcion atan2 es aquella que se utilizar para extraer el argumento de un nimero complejo,
ya que la funcién arctan tiene el problema de asignar el mismo angulo tanto a 1 4+ como a —1 — 14
(a ambos les asigna arctan(1)).
A continuacién se realizard la grafica de A(w) normalizado a yo como funcién de w normalizado
a wp, es decir se graficara una funcién de la forma:
- A(w) w

Alw)=—=conw = —
Yo wo
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Es decir, w = wwy De esta forma, la funcion a graficar resulta:

-2, ,2 —2
A@) = 2 _w 2‘“02 o2 = 2
Vit —ad)’ + (59" oo ()

A efectos practicos, para obtener alguna gréafica, se utilizaran los valores de ¢ = 10 %, m=>5kgy
wop =2 Hz =~ 12,5 %, por tanto la funcién a ingresar en la grafica corresponde a:

2

\/(1 — 22)* 4 (0,162)*

fz) =

Finalmente esta resulta:

Amplitud normalizada A(w)

0 T T T T
0 1 2 3 4 5
Frecuencia normalizada w

(c)

Analizando la posicién de la masa para el caso de un sismémetro, donde se tiene que wqg es
mucho menor que w.

Para hacer un andlisis tanto de esta parte (c¢) como de la (d), ver que la ecuacién de posicion de
la masa corresponde a:

z(t) = Cld = sen (wt + atan2 (g, w? — w%))
m
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Usando el dato correspondiente a las frecuencias, es posible aproximar wg — w? por —w?, por ende,

usando esto se definird una amplitud (A4 (w)) y un desfase (04 (w)) para altas frecuencias , estos
resultan:

2
Yow Yo
Ay(w) = 5 5 2
Ve (@) V1 ()
0+ (w) = atan2 (g,cﬁ) = arctan (%) = arctan (L)
m w?>0 mw wm

De esta forma, la ecuacién de movimiento bajo una perturbacién de alta frecuencia corresponde a:

zy(t) = N sen (wt + arctan (L»
e \2 wm
L+ (2m)

Mas aun, suponiendo una frecuencia w muy alta, significativamente mayor que fraccm, se tiene
que - ~ 0, lo que harfa 1 el denominador de A, y 0 el argumento de arctan en d,, por tanto
definiendo una nueva funcién para perturbaciones con frecuencia muy alta z4 4 (t) se llega a que:

24 (t) = yosen (wt) = y(t)

De esta forma es posible concluir, que bajo una perturbacién de alta frecuencia, el movimiento de la
masa es muy similar a la de la perturbacién, siendo este una muy buena aproximacion de la funcién
que modela la perturbacion.

(d)

Analizando la posicion de la masa para el caso de un acelerémetro, donde se tiene que wy es
mayor que w, es posible ver que se puede aproximar wg — w? por w(Q] , usando esta aproximacion, es

posible definir una amplitud (A_(w)) y un desfase (§_(w)) para bajas frecuencias, estos resultan:

y0w2 yow2

VERTH ()" e+ ()]
d_(w) = atan2 <%, —w%) = arctan < CC; ) + 7 =7 — arctan (?)

() —wim wgm

A_(w) =

La igualdad marcada con (*) se justifica del hecho que —w% <0y %2 > 0. Bajo la misma légica de la
aproximacion anterior, es posible corregir las funciones A_ y J_, notando que es posible aproximar

2 . . .
wé + (%) por wé, lo aproximado corresponde al argumento de la raiz en el denominador de A_.
Por otro lado, como 0 < w < wp, entonces wy > w, por lo que es razonable aproximar el argumento

de arctan en la funciéon d_ a 0, lo que anula arctan (w%il), de esta forma las funciones corregidas
0

A_y 4_ resultan:

2 2
A_(w) = Yow—  Yow

wé B w%

b_(w)=m
De esta forma, la ecuacion de movimiento bajo una perturbacién de baja frecuencia corresponde a:
2 2

z_(t) = A_(w) sen (wt +0_ (w)) = wc(;]) sen (wt + 1) = —yzj(;: sen (wt)
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Lo que se busca demostrar es que z_(t) sea proporcional a la aceleracién de la vibracién, es decir,
a y”(t), recordando lo calculado en la parte (a), notar que:

y'(t) = (yosen(wt))” = —yow? sen (wt)

Por lo que es posible notar finalmente que:

2
—Yow 1 1
z_(t) = 2 sen (wt) = e (—yow2 sen (wt)) = ?y"(t)
0 0 0

Por lo que se ha demostrado que efectivamente la posicién de la masa es proporcional a la aceleracion
de la vibracién y(t).



