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Auxiliar 6: Induccién Estructural y Algoritmos Recursivos

P1. [C2 2013-1] Recuerde la definicién recursiva del inverso w~' del string w € X* vista en clases: Si w = e
entonces w™! = w, y si w = x - a, donde x € X* y a € ¥, entonces w~! = a-x~!. Demuestre que para cada
w € ¥* se tiene que (w~1)~! = w. Utilice sélo la definicién de inverso dada arriba y la de concatenacién vista
en clases. Cualquier otra propiedad que utilice debe demostrarla.

P2. [C2 2009-2] El conjunto B de los strings de paréntesis balanceados se define recursivamente como sigue: (1)
El string vacio € estd en B;y (2) si z,y € B entonces (z) y xy pertenecen a B.
Definimos la funcién N en el conjunto de strings de paréntesis de la siguiente forma:

N(e) = 0; N(() = 1; N()) = 1
N(uv) = N(u) + N(v)

a) Demuestre usando induccién estructural que si un string de paréntesis w es balanceado, entonces N (w) = 0
y N(u) > 0 para todo prefijo u de w, i.e. para todo u tal que w = uu’.

b) Demuestre usando induccién estructural que si un string de paréntesis w satisface N(w) =0y N(u) > 0
para todo prefijo u de w, entonces w es balanceado.

P3. [C2 2015-1] Asuma que tenemos n tareas ti,...,t, y que con cada tarea t; (1 <14 < n) asociamos la siguiente
informacién:

= El momento ¢; > 0 en que la tarea comienza y otro f; > ¢; en que finaliza.

= El beneficio b; > 0 de que la tarea se ejecute.

Decimos que las tareas ¢; y t; son compatibles si sus intervalos de ejecucién no se intersectan; es decir, si
fi<Cjij<Ci.

Asuma ahora que las tareas ti, ..., t, se hallan ordenadas no decrecientemente con respecto a los términos de
finalizacién de tareas; es decir, para todo 1 <7 < j < n se cumple que f; < f;.

Defina B : {0, ...,n} — N de tal forma que B(i) corresponde al mayor beneficio que se puede obtener al ejecutar
alguna de las i primeras tareas de forma compatible. Formalmente:

B(i) = max{ Z bj | AC {t1,....,t;} y no hay dos tareas distintas en A que sean incompatibles
t;€A

a) Defina recursivamente a B(4) en términos de B(i — 1) y B(pred(i)), donde pred(i) es el mayor j < i tal
que t; y t; son compatibles.

b) De lo anterior, jqué podemos concluir con respecto al costo del problema de computar un conjunto de
tareas mutuamente compatibles que maximicen el beneficio?

P4. [C2 2016-1] Cuando un corrector ortografico encuentra un error en una palabra u utiliza una medida que
le permite determinar cudles son las palabras més “parecidas.? u. Para esto utiliza una nocién de distancia
entre las palabras u y v que corresponde al menor nimero de operaciones de edicion que son necesarias para
convertir a u en v (estas operaciones se aplican simultdneamente en ). Las operaciones de edicién permitidas
son las siguientes: (a) insertar una letra, (b) borrar una letra y (c) cambiar a una letra por otra. Utilizamos
la notacién d(u,v) para referirnos a la distancia entre u y v. Por ejemplo, si u=horda y v=ondas, entonces
d(u,v) = 3 (borramos h, reemplazamos r por n, y agregamos s al final).
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a)
b)

¢)

(Cudl es el valor de d(u,v) cuando u o v corresponden a la palabra vacfa?

Asuma que ni u ni v corresponden a la palabra vacia, es decir ©v = ay...a,,, y v = b;1...B,, donde m,n > 0
y los a;’s y b;’s son letras. Defina u =ai..a;m_1 y v = b1..b,_1. Demuestre que

d(u,v) = min{1 + d(v',v),1 + d(u,v"), dif f(am, bn) + d(u’',v")}

donde dif f(am,bn) =1 si am, # by v dif f(am,bn) = 0 en caso contrario.

Ayuda: Represente la transformacion de u a v de la siguiente forma: Si la letra a en la posicién i no fue
tocada, entonces ponemos el simbolo (a, a) en la posicidn ; si la letra a en la posicién ¢ fue reemplazada por
b, entonces ponemos el simbolo (a,b) en la posicién ; si la letra a en la posicién ¢ fue eliminada, entonces
ponemos el simbolo (a, ) en la posicién ¢; finalmente, si el simbolo a fue insertado en la posicién j, entonces
ponemos el simbolo (,a) en la posicién j. Por ejemplo, la transformacién de v =horda a v =onda arriba
descrita es representada por la palabra (h,_)(o,0)(r,n)(d,d)(a,a)(_, s). Analice los diferentes casos que
pueden ocurrir con respecto al simbolo que aparece en la ltima posicion de la palabra que representa a
la transformacién de u a v.

Utilizando lo anterior, disefie un algoritmo recursivo eficiente que calcule d(u,v) y encuentre una secuencia
minima de operaciones necesarias para convertir a u en v.

P5. [C2 2015-1] Sea R,, el numero de regiones que se generan en la superficie de una esfera al ser dividida por n
grandes circulos (es decir por n planos que pasan por el centro de la esfera), asumiendo que no hay tres de
estos grandes circulos que pasen por el mismo punto.

a)
b)

Explique por qué R, +1 = R, + 2n, paran > 2.

Resuelva iterativamente la expresién anterior.



